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Grundlagen von Kursen zur
AnaGeo und LinAlg

Lineare Gleichungs-
systeme

T

Matrizen als durchgehendes

Integration von

Integration von
Anwendungen,

die auf LGS fiithren

Prinzip, Anwendungen,
Matrizenrechnung in denen Matflzen.-
Lineare Algebra rechnung benutzt wird.
l Analytische
Lineare Algebra Geometrie
und 1
Analytische Geometrie Integration von
K Anwendungen aus der
= Lnurse

T

Ausnutzen der vielen
Visualisierungs-
moglichkeiten

Beziige herstellen zu
anderen Fiachern, z.B.
zur Informatik (LK)

Durchgehende Benutzung
des Computers als Rechen-
und Zeichenhilfsmittel und

zum entdeckenden Lernen
(Visualisierungen und Rechnun-
gen mit CAS und anderen Pro-
grammen)

Abbildungsgeometrie und
Computergrafik
als Motivation fiir
Analytische Geometrie

A

Arbeit mit einem Ray-
Tracing - Programm
(POVRAY) als weitere
Ergénzung der Analy-
tischen Geometrie




Plot2-o0etz2.exe




Streiflichter aus der Linearen Algebra und Analytischen Geometrie

Abbildungsgeometrie: Ein Bild verzerren (Kugeln) GK, LK
Ein Bild bewegen GK, LK
Riickgidngigmachen einer Abbildung LK

Ein Voyage-Bild zu einer Rechnung zur Analytischen Geometrie GK, LK

Kreise (M und Kunst) Viele Kreise durch einen Punkt GK, LK

(Abbildungsgeometrie)

LGS Magisches Quadrat, Abituraufgabe GK, LK
Matrizenmultiplikation Materialverflechung (Matrizen, LGS) GK, LK

Kaufverhalten LK
Matrizenpotenzen CRAP-Spiel, Zustandsgraphen LK
Simulation Zustandsgraph LK
Ray-Tracing Kugeln GK, LK
Analytische Geometrie LGS zufillig erzeugen, visualisieren LK
(LGS, Ebenen)

Analytische Geometrie Geradengleichung, Einsetzungen GK, LK



Wege zum Lernen, Verstehen und Anwenden

Lernen und Verstehen an einfachen Beispielen,
(vorwiegend hindisch) White Box

Einfiihrung von Black Boxes
(vom System vorgegeben oder selbst definiert)

Black Boxes auf Problemstellungen anwenden




Grundregeln fiir das Arbeiten mit Gleichungen

e Gleichungen werden in der Regel dort behandelt, wo sie
gebraucht werden (und sind kein Selbstzweck)!

auBBermathetische
Anwendungen

|

Gleichung erwachsen aus
Anwendungssituationen

.

innermathematische
Anwendungen

Die White-Box erarbeiten (meistens vor, manchmal auch nach der Black-B 0Xx)

v

v

v

Ubungen per Algorithmen werden an einfa- Die Erarbeitungen
Hand erfolgen chen Beispielen per Handrech- werden durch grafi-
P | nuran einigen ein- nung oder mit dem Computer sche Darstellungen
fachen Beispielen, als methodisches Hilfsmittel unterstiitzt (Kosy,
keine Aufgaben- ermittelt (Grey-Box), Struktogramm, ...)
kaskaden Aauivalenzumformuneen
v v v
L | Das Ziel heifit: Das Arbeiten mit Gleichungen verstehen

Die Black-Box benutzen,

z. B.

Solve(a(x) = b(x), x)

A
A

:

Es gibt mehrere

Uben: Probleme losen konnen

Ein (offenes) Problem, modellieren,
Gleichung finden, Struktur erkennen,
Gleichung I6sen, Losung auswerten,
Problem gelost?, Modell hinterfragen,

'

Wege, um die Das Besondere des

Losungsmenge I Gleichungstyps

zu bestimmen ! 3 " verdeutlichen

o Zeichnung Allgemeine Losyngen, (seine Struktur,

e Rechnung Er?;?;zilgge]zauswme Grundmenge,

e Niherun S Losungsmenge),

. Wertetafil Fallunterscheidungen Vergleich mit ande-

° ren Gleichungstypen
v v v

Das Arbeiten mit Gleichungen verstehen (auf einer hoheren Stufe)

Als Beispiel dient die
Behandlung von Gleichungen,
insbesondere von LGS



Lineare Gleichungssysteme zufillig erzeugen -

Visualisierung: Ebenengleichungen

Ein Mathematik-Lehrer bendtigt fur jede seiner 5 Schulerinnen und jeden
seiner 14 Schler ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3
Variablen. Alle Gleichungssysteme sollen die Losung {(1,2,3)} haben und
die Koeffizienten sollen nur ganze Zahlen von -9 bis 9 sein.

Er mochte die mihsame Aufgabe der Erzeugung der 19 LGS moglichst
umfassend dem CAS uberlassen. Wie kann er das bewerkstelligen?



Lésung 1 mit dem TI1-92

1 4 9
1) randmat(3,3) = rr 1 _7 )
7 4 4
2) augment(rr, rr * [1,2,3]7) 1 4 9 36
—1 7 —2 -21
7 4 4 27
Probe
| 0 0 |
3) rref(augment(rr, rr * [1,2,3]7)) 0 1 0 2
0 0 1 3

Der Algorithmus fdar den Lehrer

Firi:=1 bis 19
Eingabe von 1)

Ausgabe der Koeffizientenmatrix
Eingabe von 2)

Ausgabe eines LGS




Wie lasst sich die Aufgabenstellung des Lehrers in eine geometrische
Fragestellung kleiden?

Lésung: Gesucht sind die Gleichungen vieler Ebenen durch den Punkt
S(1,2,3). - Wir benutzen das Programm ANALYGEQ, Kaese-Software.

Vektor:
Anfangspunkt: Ebene in Koordinatenform:
x = 0,00
y = 0,00 a*x+b*y+c*z+d=0
Z = 0,00 a= ‘1 ,OO
Endpunkt: b =-7,00
x = 1,00 ¢ =-2,00
y = 2,00 d=21,00
. 2 = 3,00 Ebene in Koordinatenform:
Lange:
| = 3,74 a*x+b*y+c*z+d=0
Ebene in Normalenform: a=7,00
b=4,00
N*V=d c =4,00
Nx=1,00 d=236,00 d=-27,00
Ny = 4,00

Nz = 9,00



Analvtische Geometrie
fur Windows 95

Zz

10

|-




Arbeitsbeispiel mit Voyage 200'

N ARA TR A Tl
ax

u [au] * W ax, ad, az) Oone
az

o], 2,3 E

HAIN KA ERALCT FAE_ i/ ¢

FI—T asd dops Tigfg?:T,ﬁei TF'r'“gr-'uIEIT E;T _s:a:l/_\

el

|z =11 + 3]
B2, 3, dr=1,2,30+t1-wil1,1.12
[Z2 =11+ 1]
I=tl1+2
(4 =11 + 3]
BzglyuelZ=*%tl1+1 and 3=%t1+2 and 4=*1t1 p

HMilN FAD ESACT FAE 1/ E

A Vektorbaustein, Test

1 Fzw Fyw FE FE™
[f,, ETFIlgehr*a Calc Dther*TPr*ngDTEleah LlpT_\
B hormiul?, 3.4 29
[ 2-[23]
29
muRitEuCE, 3, 40 5-[23
29
4-[23
29
dotpfud2 3 4> vl 232
MAIN RAD ERALCT FAR  7/z0

C Lidnge, Einheitsvektor

B Liegt (2,3,4) auf der Geraden?

Analytische Geometrie mit
dem Taschencomputer




Abbilden - verzerren

Analytische Geometrie, Kugeln




Abbildungsgeometrie
| | ; | ; Abbildung der Sinuskurve
i f:t  Abbildungsmatrix 05 1
f2: sin(t) : : 08 1

f4: f1,f2 - Urbild
f3: 11,2,0.5*11+1*12,0.8*f1+1*f2 - Abbildungsstrecken

f5: 0.5"f1+17f2,0.8*f1+1*{2 - Bildkurve

Plot2-oetz2.exe Abbildung-Sinus.pl2



Viele Kreise durch einen Punkt

(Analytische Geometrie / Analysis / Abbildungsgeometrie)

" Eine offene Aufgabe:
1; - Zeichne moglichst viele Kreise
s durch den Punkt P4,3).
: N N
i S Rekonstruiere:
2 N
SEEN W Wie konnte die Schiilerin
b m\ﬁ\ﬁ\ schrittweise vorgegangen
’ sein?
e R R
3 i SRR 4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 2
______ ) i
:3 7 o B R AT L Pt RESPCIN TR LY LE PRV NPt (ITPITS PRRrY
h _ 1
T O O = o == 2= T AL RO D (TN WIS BUR U DO R S
-E .........
TR N T IO DU OO < OO O 0. OR8N 0 R OO0 - O O T

Plot2-oetz2.exe

Animation der Abbildung mit Kreisbiischell-Entwurf.pl2



f1:a*cos(t)+b // Kreisbaustein, a Radius, b Verschiebung
f2: a*sin(t)+b

f3: 11(1,0),f2(1,0) // 1) Einheitskreis als Ausgangskreis

f4:11(1,1),f2(1,0) / 2) Einheitskreis nach rechts um 1 verschieben
f5: f1(u,u),f2(u,0) / 3) Viele Kreise durch (0,0), Kreismittelpunkte
auf der x-Achse wandern lassen

f6: u,0 // Die Mittelpunkte wandern auf y=0

f7:f1(u,u+4),f2(u,0) // 4) Viele Kreise durch (4,0)

f8: u+4,0 // Die Mittelpunkte wandern auf y=0, ab (8,0)

f9: 0,0 //Der erste Mittelpunkt

f10: 0,3 // 2.L6sung, Weg Uber (0,3)

f11:f1(u,u+4),f2(u,3) // 5) Viele Kreise durch (4,3)
f12: u+4,3 // Der Mittelpunkt wandert auf y=3

f13: 4,3 // Zielpunkt, hier sollen alle Kreise durchgehen
f14: 1,0 // der zweite Mittelpunkt

Programm zur Animation der Abbildung mit Kreisbiischell-Entwurf.pl2



Animation der Abbildung mit Kreisbiischell-Kunst.pl2



Mathematik und Kunst

Plot2-oetz2.exe Animation der Abbildung mit Kreisbiischel2-Kunst.pl2




Eine zweite Losung: Einen Kreis drehen (Abbildungsgeometrie)

Eine offene Aufgabe:

Zeichne moglichst viele Kreise
durch den Punkt P(4,3).




Drehung und Verschiebung x (1) _ cos(v) -sin(v) ) _( x(t) N 4
(Abbildungsgeometrie) y*(t) sin(v)  cos(v) y(t) 3

f1: a*cos(t)+b // Kreisbaustein x(t)
f2: a*sin(t)+b y(t)

f3: 11(1,0),f2(1,0) // Einheitskreis als Ausgangskreis

f4:11(1,1),12(1,0) Analysiere die Losung und drehe
f5: 11(1,4+1),f2(1,3) auch noch um andere Punkte!
f6: f1(1,4+1),f2(1,0)

f13: 4,3 // Zielpunkt

f14: cos(v)*f1(1,1)-sin(v)*f2(1,0),sin(v)*f1(1,1)+cos(v)*f2(1,0) //
Drehung um (0,0)

f15: cos(v)*f1(1,1) - sin(v)*f2(1,0) + 4,
sin(v)*f1(1,1) + cos(v)*f2(1,0) + 3
// Verschiebung um (4,3) und Drehung



Was muss man wissen /lernen?

Parameterdarstellung des Einheitskreises - Drehen - Verschieben

Plot2-oetz2.exe Animation der Abbildung mit Kreisbiischel-drehen-verschieben.pl2 (MNU-Halle)



Gegeben ist der durch die folgende Abbildung bekannte Bedarf an Material.

Rohstoffe Zwischenprodukte Endprodukte
10 Z1
/ 4
10
R1 72 Materialverflechtung -
eine Anwendung von
S ; Matrizenrechnung
|
R2<K 73
4
8
8
R3 /4

Zum Beispiel werden zur Herstellung von Zwischenprodukt Z2 8 Einheiten von Rohstoff 3 beno-
tigt.

Aufgabe: Wieviel Rohstoffeinheiten werden zur Herstellung einer Einheit E1 bzw. E2 benotigt? -
Wie andert sich die Anzahl der Rohstoffeinheiten, wenn 20 Einheiten von E1 und 30 Einheiten von
E2 bestellt werden?



Aufgabe: Wieviel Rohstoffeinheiten werden zur Herstellung einer Einheit E1 bzw. E2 benétigt? -
Wie andert sich die Anzahl der Rohstoffeinheiten, wenn 20 Einheiten von E1 und 30 Einheiten von
E2 bestellt werden?

Losungsansatz iiber ein LGS (fiir die zweite Frage):

(Gl) 1+ - 1021 -10z5 - 523 - 8z4 =
(G2) 1+ - 579 - 1z3 - 424 =
(G3) r3+ 82y =
(G4) Z] - 4eq =
(GS5) z) - 5eq - 8ep =
(G6) z3 - 2e1 =
(G7) z4 - 5eq -4er =
(G8) €] 20
(G9) e =30

S O O O O O O

Begriindung von Gleichung (1):

Rohstoff 1 (benotigte Menge rl) wird verbraucht durch die Zwischenproduktmengen
10z1,10z9,523,824. Die fiir die Zwischenprodukte bereitszustellende Menge ry ergibt sich also
gerade aus der Summe (10z1+10z9+523+824), also

r1 = (10z1+1029+523+8z4) oder r1-(1021+1029+523+8z4) = 0.



Wir haben ein LGS mit n=9 Variablen (r{,r),r3,21,22,23,24,€1,€7) und m=9 Gleichungen vor uns.
In Matrizen-Kurzschreibweise: A9 9)X(9,1) = b(9,1) und ausfiihrlich:

Il 1% r3 Z] ) 3 74 S| €2

1 o o0 -10 -10 -5 -8 0 0 r1 0
o 1 o0 -5 0 -1 -4 0 0 ry 0
0o 0 1 o -8 0 0 0 0 r3 0
0 0 0 10 0 0 -4 0 71 0
0 0 0 o 1 0 0 -5 8 |=*=| x| =10
0 0 0 o o0 1 0 -2 0 73 0
0 0 0 o o0 o0 1 -5 -4 74 0
0 0 0 o 0 0 0 1 0 el 20
0 0 0 o o0 0 0 0 1 e 30
eine (9,9)-Matrix (9.1)-Matrix  (9,1)-Matrix

Das ist ein sehr bemerkenswertes LGS, "Wunschtraum" des LGS-Losers! Warum? Betrachten Sie
Gleichung (9), dann Gleichung (8) usw..



i A e e L e |
N gebrajlalclUther _f'“'E"'T_ £ar_a=s.. Bearbeitung mit dem
180 -lg -8 - =0 & U Taschencomputer
o1 o -3 o 1 4080 8 0@ Voyage 200
o 1 @ -= 2l [ [ [ [
1 R Y R Y B | [ [l [ -4 [ [
1 I C N Y S 1 [l [ -5 -2 @
B a8 @ a o 1 8 -2 o o Die Eingabe der Matrix
| 0] O 1 -5 -4 0 erfolgt im Tabelleneditor
FAIN FAD AUTH FINC 1750

Die ganze Matrix einschlieBlich der rechten Seiten des LGS wurde unter dem Namen ,,mtxmv*
gespeichert. Mit der Anweisung rref(mtxmyv) wird der GauB3-Algorithmus auf die Matrix mtxmv
angewendet. Das vollstandige Ergebnis kann man sich dann in dem Matrix/Tabellen-Editor durch
Hoch-/runter- bzw. Rechts/links-blittern ansehen.

Die Losung erfolgt mit rref(mtxmv), also hier mit einer Black Box, die man aber auch als
Ausgangssituation fiir die Herleitung des Gaul3-Algorithmus nehmen kann
(Unterrichtssituation 1) oder der GA ist schon bekannt (Unterrichtssituation 2)



Die Spalte unter c10 zeigt uns die gesamte Losungsmenge. Wir lesen ab:

z1 =80

rl =6160 2 = 1320 r3 =2720
74 =220 el =20 e2 =30

1 Fz Fz 5 T FE¥ | _F7
[:, ETF‘ID’L Setup|cell Ha 3:ﬁs-5~]ziie:1-;TUtil Stat]
FRT
R =5 [y (=4 i [t
. [ ] ] ]
2 ] 1 3] 0] 3]
3 ] 8] 1 8] 3]
4 8] 8] 8] 1 8]
a ] 0] 3] 0] 1
& a] 8] 3] 8] 3]
T 8] 8] 3] 8] 3]
ricli=1
HAIN RAD AUTO FUNL

z2 =340

z3

40

|71E|PlntFESEtupTEF;1 lTE-E-:?E;:és-5*]:::.1-;]’LIE,E;1 5;,?51:,]

EIH:I.TIII

S = or =] o] 10
1 E] E] E] E]
2z [@ E] E] E] 1Z20
z  [@ E] E] E] rE,
4 [@ E] E] E] ETE]
s [@ E] E] E] 0]
£ 1 E] E] E] ETE]
7 [@ 1 E] E] ]
riclii=6160
Al ERD alUTO FUMC

[ e 10t Setup e 1 e mieo| o JUbe 1 [shat]

HAT

Fudd cl C Ca cd (o]
=2 0] 0] 0] 0] 0]
= 5] 5] 5] 5] 5]
1@

11

1z

13

i4 N

rildcl=

HAIN RAD AOTO FLNC

[0 e1 ot Setup|oel 1 e e fons Jubi [shat)

HAT

i [ o7 oE ] cin
=R 7] B 1 B 20
o @ B B 1 S{E]
1

11

17

13

14

rld4chb=

MAIN EAD AUTO FUMIL




Rohstoffe

RI/IO/Z

M
R2<
4

R3

Zwischenprodukte Endprodukte
10 Z1 \ Vom Graphen zur
4 Rechnung
Einfiihrung der
—P 5

8
8

Von R1 nach E1

_—

2

3

74

E2

R1
R2
R3

El E2
71 4 0
;;3/’/)' 2 0
gm//fj: 5 4
140 112
C d
e f

Matrizenmultiplikation

Das Problem:

Wieviel Einheiten von
Rohstoff R1 werden
gebraucht zur Herstellung
von einer Einheit des
Endprodukts E1?

Von R1 nach E1

a=10%*4+10%5+5%2+8*5=



El | 20
<<< Bestellung

El E2 E2 | 30
R1 | 140 112 6160
Ry |42 16 1320 | >>> Vergleich mit der LGS-Losung!
R3 40 64 2720

Das Materialverflechtungsproblem kann also mit einem LGS

oder mit Matrizenmultiplikation gelost werden.



e Die Eingabe von Matrizen beim TI-92 Matrizen-Verkniipfungen 1

e Matrizenverkniipfungen

e Der Zugriff auf einzelne Matrizenelemente, etwa einer Matrix ,,matb* kann beim TI-92
durch Angabe der Doppelindizes erfolgen, z.B. matb[3,4].

1 Fzw Fzw T FUw* FE FB F1 Fov Feer 1 FO™ FE FB
[‘F" {—lFIlgeI:nr*a Calc Dther*lF'r*ngEllElear* a-z.. - E AlaebralCalc|0ther |PramId|Clear a—z..
] 5 4
4z ® mata + matb a1z
®mats P - g 7
-5 1: 26 20 7
1 Z B mata-matc 59 g
" mathb 3 04 -22  -18
=) B mata-math Ertori: Dimension
[[5.41[3.2]1]1+matc
HAIN RAD AUTO FUNC /30 AN EAD AUTO FUMLC =/20
1 Fzw Fzw T Fuw* FE 3 1 Fzr Fzv | FUT FE 3
rv Elﬂlgebr‘alﬂalc Dther*lF'r*ngEl Clear a—-z. rv Elﬁlgebr‘alﬂalc Dther‘lF‘r‘ngDlElear‘ a-z.
T 4V -5
B gt
1@, 5. ] naka 2 g 1|
2. S -mata 17.5 20, " matas Error: Dimension
| -12.5 2.95] o [3? 287
B gt
-4 -2 nake 21 16
® -mata v -8 . gt 2 [269 20047
3 -1 153 116]
o TR FIRE 5750 FAIN RAD AOTO FUNC 470




Matrizen-Verkniipfungen 2

i Fer Fzr Fyr FE Fa y 1 Few Fzwr Fyw FE Fa

[frETFllgebr*a Calc Dther‘TF'r*ngElTlilear* a-z.. [fr ETFllgehr*a Calc Dther*TF‘r*ngElTClear* a-z..

{ oo @ [1 oo 1 8 8
| | g 1 @ alll"l@ L@ B 1 @

" jdentitul4) 8 a 1 A B o 1 g o 1)

-1 -1 2 1
EEE 32 52

" newflatoz, &) [EI g8 A &8 a " ata L Error: Dimensiamn

dllimata”—1]

l.-JH-EI.t (2 F:IIIHIJTI:I e MAIN RAD_AUTO FUNC 2720

i L] PR VLT R F& oy, . . .

[:' {—T i':':i-“:-ik?‘-i:]l. a;c]:.stf;s-s*TPFngD]:., DA In diesem Fall wurde eine (4,4)-Matrix er-
2 E'E' 'z ;5 zeugt. Die zufillig erzeugten Elemente ge-
= a4 -2 hen bei randMat stets von -9 bis 9 (ganz-

a -7 & = zahlig). Will man andere Werte erzeugen,
& -.9 .4 -.47 | |so muB man geeignete Manipulationen vor-
.1 randiatid, 4) .1 -.9 .4 -.9|| | [nechmen, z.B. mit 0.1 multiplizieren oder 9
: ’ P .4 -4 .3 addieren.

MAIN

KAD AUTO

FUHC &/ =




Wiirfelzahlen-Matrix

Problem: Eine Matrix des Typs (3,4) soll mit den Wiirfelzahlen 1 bis 6 gefiillt werden.

Probieren wir den Losungsweg in einem Schritt:

Matrizen-Verkniipfungen 3

int(5/9*abs(randMat(3,4))) + mata, wobei mata eine (3,4)-Matrix mit lauter 1-en sein muf3. Zu-

sammenfassung:
randMat(3,4)
abs(randMat(3,4))

5/9* abs(randMat(3,4))
mt(5/9* abs(randMat(3,4)))

Zufallsmatrix mit Elementen aus {-9,-8,...8,9}
Zufallsmatrix mit Elementen aus {0,1,...
Zufallsmatrix mit Elementen aus {0, 5/9, 10/9, ...,
Zufallsmatrix mit Elementen aus {0,1,2,3,4,5}
mt(5/9* abs(randMat(3,4)))+mata Zufallsmatrix mit Elementen aus {1,2,3,4,5,6}

Few zw Fhw

z
|1
= int[5-9 |randMati3, 4] + nata

2
k!

1 FE FB
[f, ETFllgebr*a Calc Dther*TF'r*ngDTElear* a-z..
B 2 4

3
k!

=

int<¢5 9*absCrandmat¢l,4))3+ma..

MAIN FRD AUTO FUMC ii/z0

45/9}



-4

r ss*'* Ciie

'“s |F'r*gr-11l:l| e
[EI o] EI
oo o
2 Oone
[:-::2—1 :{2—1 :-:2—1
]
:-::2—1 }:2—1 :-::2—1_
Brgndid +ml[2, 3] A4 F597

HMAIM KAD AUTO

FUMC &/

Matrizen-Verkniipfungen 4

Alle Elemente einer (2,3)-Matrix werden
mit dem Term x"2-1 gefiillt.

Nun wird auf das Element an der Stelle
(Zeile=2, Spalte=3) zugegriffen. In diesem
Fall wird eine Zufallszahl an diese Stelle
geschrieben.

Fzw Fyw

IT:E |F| 1 gebr*a Calc |Elther* |F'r*ngr-1 I0 |I2 1 E-.EnrEE a=z..

4 5 &
-1 -2
l[_4 _5]+mat2

B gugmentimatl , mat2)

1 2 3
l[ ]+mat1

1 2 3]
N

-1 -2

o =

1 2 3 -1 -2
[4 2 & 4 -3

augmentt{matl . mat2)

HMAIM KAD AUTO

FUMC /=0




1.3 Gesetze fiir das Rechnen mit Matrizen

Bei der folgenden Auflistung von Matrizengesetzen wird die Verkniipfbarkeit der jeweils
beteiligten Matrizen vorausgesetzt.

Matrizen-Gesetze

Addition von Matrizen

A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C Assoziativgesetz

A+O =A neutrales Element O bzgl. der Addition,, Nullmatrix
A+(-A)=0 -A ist inverses Element zu A bzgl. der Addition
A+B =B+A Kommutativgesetz

A-B :=A+(-B) Definition der Subtraktion

Multiplikation von Matrizen

Hinweis: Fiir A*B wird auch AB geschrieben.

A(BC) = (AB)C = ABC Assoziativgesetz

AE = A ; A,E quadratisch E Einheitsmatrix, neutrales Element der Multiplikation
AA'=E; quadratische Matrizen A’ ist inverse Matrix zu A, es gilt auch Al A =E, aber

im allgemeinen gilt AB <> BA (kein Kommutativgesetz)

(AB)"=B"A" Das Produkt AB transponieren
(AB)'=B'A" Das Produkt AB invertieren
AB+C) =AB + AC distributive Gesetze

(A+B)C = AC + BC

Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

k(A + B) = kA+kB 1.Distributivgesetz, k € R
(k+1)A =kA+IA 2.Distributivgesetz, k, 1€ R
k(A) = (k)A Assoziativgesetz, k, 1€ R

I1A=A neutrales Element; 1€ R



Matrizen-Gesetz nachweisen

Nachweis eines Matrizengesetzes mit dem Computeralgebrasystem
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matl*matZ2+matl*mat3

MAIN KAD AUTO FUMC E/z0

Beispiel fiir einen allgemeinen Beweis zur Matrizenrechnung

Assoziativgesetz der Matrizenaddition
(1) A(m,n)+[B(m,n)+C(m,n)] = [A(m,n)+B(m,n)]+C(m,n), kurz A+[B+C] = [A+B]+C

Beweis: Alle betrachteten Matrizen seien (m,n)-Matrizen. Wir lassen daher den Typ bei der Be-

weisfithrung weg.

Es se1 A=(a;j), B=(b;j), C=(cj;). Dann gilt

A+[B+C] =(ay) + [(by) + (ci)]
= (ay) + [(by + c;j)]
= (a; + [bjj + ¢;])
= ([ + by + i)
= [(a;) + (byj)] + (c;)

A+[B+C] =[A+B]+C

Handrechnung

nach Def. der Matrizenaddition
nach Def. der Matrizenaddition
Assoziativgesetz in R

nach Def. der Matrizenaddition
wie behauptet.



Komplexe Zahlen
und Matrizen

Aufgabe
C sei die Menge der komplexen Zahlen: C={a+bi mit a,p€ R}, M die Menge der im folgen-
den genannten (2,2)-Matrizen:

a —b .
M=( ] mit a,b€ R};
b a

Zeigen Sie, daB in den Verkniipfungsgebilden (M,+,*) und (C,+,*) die gleichen Rechengesetze
gelten! Hinweis: Es gilt

a—b 1 0 0 -1
=a +b =aE+bl
el o= )

Die Verkniipfungsgebilde (M,+,”) und (C,+,") sind Korper, die zueinander isomorph sind.

a
Die Matrizen der Form (b ] sind besonders interessante Untersuchungsobjekte. Geome-

a

trisch vermitteln sie Drehstreckungen. Wendet man sie auf irgendwelche Figuren an, so konnen
interessante Untersuchungsobjekte entstehen.

Hier wurde die Ellipse x = 0.3cos(t), y = sin(t) einer Drehstreckung mit Matrizen der

u —-((-u
Form ((1 ) ( )], u von 0 bis 1, 20 Werte, unterworfen. Zeichnung mit PLOT10.
—u u



#include "colors.inc"

camera {

location <-14,12,-10>
look_at <8.,4,5> }
sphere {<-13,11,-9>,0.05
pigment {Blue}
finish {phong 1} }

light_source { <0, 50, 10> rgb 0.7 }

light source { <-30, 20, -50>rgb 0.7 }
light source { <30, 20, -20>rgb 0.7 }

cylinder{<8,0,5>,<8,4,5>,6
pigment {Red}}
sphere {<14,0,0>,0.3
pigment {Blue}
finish {phong 1} }
sphere {<0,14,0>,0.3
pigment {Yellow}
finish {phong 1} }
sphere {<0,0,14>,0.3
pigment {Green}
finish {phong 1} }

sphere {<8,7,5>,3

pigment {Blue}
finish {phong 1} }

cone {<8,4,5>,2,<8,14,5>,0

pigment {Green}}
cylinder{<2,0,5>,<8,14,5>,0.05
pigment {Magenta}}
cylinder{<-18,0,0>,<18,0,0>,0.03
pigment {Yellow}}
cylinder{<0,-18,0>,<0,18,0>,0.03
pigment {Yellow}}
cylinder{<0,0,-18>,<0,0,18>,0.03
pigment {Yellow}}
cylinder{<2,0,5>,<0,0,5>,0.03
pigment {Yellow}}

Analytische Geometrie im R”3
Fotorealistische Bilder

Raytracing mit dem Programm
POVRAY

povwin3.exe







2.1 Lehrgangsskizze Eberhard Lehmann, MU-Heft 4, 1993

Matrizen als Lerninhalte mit besonderer Beriicksichtigung

durchgehendes anwendungs- und problemorientierter Ansétze,

Hilfsmittel und der Méglichkeiten des Computereinsatzes Eberhard Lehmann
MATRIZEN I

A(m,n) - Tabellen, Matrizen

AB, A(B+C) - Materialverflechtungsprobleme

vo,voPn - Kaufverhalten (Anfangsverteilung)

- Ubungen u.a.
Entwicklung von Populationen

- Skalarprodukt, Matrizenprodukt,
Matrizensumme, Gesetze

Lineare Algebra

mit Vektoren und Matrizen

Ax=B Lineare Gleichungssysteme (LGS)
Rang(A), - Probleme, die auf LGS fihren
Rang(A,B) - GauR-Algorithmus

- Endschema, Lésungskriterien, Matrixrang

- Anwendungsaufgaben

- Probleme bei der Loésung von LGS, schlecht-

konditionierte LGS, Rechengenauigkeit J'B'MetZIGr

rA+sB - Vektorraum (magische Quadrate, homogene LGS)

- Lineare Abhangigkeit/Unabhangigkeit, Basis Stuttgart 1990
Analytische Geometrie/ABBILDUNGSGEOMETRIE,

COMPUTERGRAFIK
ab - Inzidenz & Metrik, LGS & Skalarprodukt (s.o.)
Ax=b - Geraden, Ebenen, Figuren, Abstande, Winkel,

Kreis,Kugel
- Grundlagen der Computergrafik:
x'=Ax, AB Abbilden mit Matrizen, homogene Koordinaten,
(Drehung, Verschiebung, Streckung, Projektion)

MATRIZEN II

AX=E - Simultane Lésung mehrerer LGS . .

A -1 - Inverse Matrizen Jetzt als Kopie beim Autor,
(AB)~-1=BA-1A*-1 - Rickgangigmachen von Abbildungen oder . .

(E-A)A-1y - Input-Output-Analyse, Stucklisten mit Losungsheft

Komplexe Ma- Komplexe Aufgabenstellungen mit Matrizen- Schﬁlerbuch 15 Euro

trixterme,z.B. anwendung, z.B. aus der Populationsdynamik
s (E+M) (M2-E)*-1 )
Matrizenpotenzen (Ubergang zum Stochastik-Kurs)

Losungsheft 10 Euro

vo,voPn - stochastische Matrizen (Markow-Ketten), Porto
Verteilungen
- langfristiges Verhalten
w=wP stationare Verteilung, Fixvektor,
Tim PAn, 1im vn - Grenzmatrix, Grenzverteilung

Abb.1: Beispiel fur den Aufbau eines Leistungskurses Lineare Alge-
bra/Analytische Geometrie
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Vortragsende

Es folgt eine ausfiihrliche Darstellung des
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