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Maschinenuberwachung - Versandabteilung - Warteschlange

Markow-Ketten mit mehr als zwei Zustanden

Eberhard Lehmann

1 Einleitung

In ,Mathematik in der Schule“ wurde in den Heften
1997/1 und 1998/2 iber Markow-Ketten mit zwei Zustdnden
und dabei auch liber viele gebietsiibergreifende Aspekte dieses
Themas berichtet, das sich demzufolge auch an verschiedenen
Stellen des Unterrichts einsetzen lasst.

Wie angekiindigt, soll nun gezeigt werden, dass auch Markow-
Ketten mit mehr als zwei Zustdnden interessante Untersuchungs-
objekte sind. Gegeniiber fritheren Unterrichtsvorschligen und
Veroffentlichungen hierzu kénnen nun zusitzlich Computeral-
gebrasysteme (CAS) cingesetzt werden, was zu neuen unter-
richtlichen Moglichkeiten fiihrt.

In dem Beitrag sollen besonders folgende Aspekte beriicksich-
tigt werden:

® Modellbildungsvorginge

o gebietsiibergreifende Losungsanséitze

e Praxisrelevanz

e Einsatz von Computeralgebrasystemen

Die Betrachtungen erfolgen vorwiegend an Beispielen.

Unterrichtsvoraussetzungen

Es ist naheliegend - wenngleich nicht zwingend - vor Pro-
blemen, die auf Markow-Ketten mit mehr als zwei Zustdnden
fithren, solche mit zwei Zustidnden zu betrachten. Dann sind ge-
wisse Grundbegriffe und Algorithmen bereits bekannt und es
geht nun um die Ubertragung auf die hoheren Ketten. Zum

lung der Kette ermit-
teln

bilden.

Mehrere graphische
Methoden (in Koor-
dinatensystemen und
andere).

Stationédre Verteilung
ermitteln

(lineare Gleichungs-
systeme).

Formel fiir n-te Po-
tenz angeben (geo-
metrische Folgen).

Grenzwerte von Fol-
gen oder Matrizen
bilden

Simulation der Kette

Eigenwerte der
Ubergangsmatrix
untersuchen.

den.

meistens nicht mog-
lich, Ubergangsgra-
phen dienen zum Klas-
sifizieren der Art der
Ketten.

stationdre Verteilung
ermitteln

(lineare Gleichungssy-
steme)

Formel nur in Sonder-
fallen angebbar, mit
vollst. Induktion be-
weisen.

Grenzwerte nur in Son-
derféllen berechenbar.
Simulation der Kette

Eigenwerte der Uber-
gangsmatrix untersu-
chen (schwierig)

allgemeine Beweise
fithren

durchaus durchfiihr-
bar, auch im Grund-
kurs

meistens nicht durch-
fiihrbar in der Schule

Hinweis: In dem vorliegenden Beitrag werden vor allem die kursiv ge-
druckten Losungswege verfolgt.

Wir gehen hier von folgenden Voraussetzungen aus:

Uberblick diirfte die folgende Zusammenstellung niitzlich sein.

Ausgewihlte Pro-
bleme

2 Zustinde

Bearbeitungs-
methoden

Mehr als 2 Zustédnde

Bearbeitungs-
methoden

Kalkiil, Visualisie-
rung

Rechnungen und
Zeichnungen sind
auch von Hand leicht
moglich, Computer-
einsatz schafft je-

Fiir die Rechnungen
empfiehlt sich Compu-
tereinsatz mit einem
speziellen Programm
oder einem Computer-

doch weitere Mog- algebrasystem
lichkeiten
Ubergangsmatrizen leicht moglich Anwendung von ele-
aus den Textvorgaben mentaren Formeln der
ermitteln Stochastik, manchmal
nicht ganz leichte logi-
sche Uberlegungen
Mehrstufige Wahr- Baumdiagramme, Baumdiagramme, Bil-
scheinlichkeiten be- | Bildung geeigneter | dung geeigneter Ska-
rechnen Skalarprodukte, Ma- | larprodukte, Matrizen-
trizenmultiplikation | multiplikation
Langfristige Entwick- | Matrizenpotenzen Matrizenpotenzen bil-

Die Schiiler kennen Probleme, die auf Markow-Ketten mit zwei
Zusténden fithren und kénnen diese mit mehreren Methoden be-
arbeiten. Sie kennen die Begriffe bzw. Algorithmen: Zustand,
Ubergangswahrscheinlichkeit, Ubergangsmatrix, Anfangsvertei-
lung, Verteilungsvektor, Skalarprodukt, Matrizenmultiplikation,
Matrixpotenz, Grenzwert von Folgen, Grenzwert von Matrizen-
folgen.

Sollte all das nicht bekannt sein, gibt es auch die Moglichkeit,
sogleich mit Markow-Ketten mit mehr als zwei Zusténden zu be-
ginnen und dabei die genannten Begriffe und Algorithmen ein-
zufiihren. Das ist jedoch ein anspruchsvoller, wohl nur fiir Lei-
stungskurse zugénglicher Weg (in Linearer Algebra oder Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und gebietsiibergreifend).

Im Folgenden werden drei Probleme aus unterschiedlichen An-
wendungsbereichen genannt, die auf Markow-Ketten mit mehr
als zwei Zustinden fiithren. Genauer wird das Problem ,,Maschi-
neniiberwachung® untersucht. Fiir die anderen Probleme koénnen
die gleichen Bearbeitungsmethoden eingesetzt werden.

Der Prozess der Modellbildung

In den Naturwissenschaften und der Technik dienen héufig
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Experimente dazu, Informationen zur Bestitigung oder Widerle-
gung von Hypothesen zu gewinnen. Modelle werden dagegen
oft zur Losung von Aufgaben eingesetzt, deren Durchfiihrung
am Original selbst nicht moglich oder zu aufwendig ist. Schema
1 sagt uns Einiges tliber den Prozess der Modellbildung.

Konstruieren eines Modells

Eealitat
Ein Modell des
komplexen Systems
konstriieren

Modellbddung
(Auswahl von
Einflul3grsGen)

Em komplexzes System
(em Ausschrutt aus der Realitat)

HMaschinen—
hervachiong

IModellverhalten
feststellen
(Modell anwenden)

Systemverhalten | Vergleich des
Modellverhaltens

mit dem
Systemverhalten

Gegebenenfalls
Eorrektur des
IModells

Uordossorfos fodell

Schema 1: Konstruieren eines Modells

Modelle versuchen Ausschnitte aus der Realitdt zu beschreiben.
Diese ist zu komplex, um direkt nachgebildet zu werden. Im
vorliegenden Fall werden mehrere Modellierungsvorgénge vor-
gefiihrt, die jeweils zu anderen mathematischen Modellen fiih-
ren. Bei Markow-Ketten ergédnzen sich diese, und die Modellbil-
dung fiihrt zu gut vergleichbaren Ergebnissen. Modellbildungs-
prozesse miissen meistens nachgeregelt werden, indem z.B. An-
sdtze korrigiert werden miissen.

Problem 1: Maschineniiberwachung

Eine Instandsetzungsabteilung kontrolliert den Maschinen-
park von vier Maschinen gleichen Typs zu dquidistanten Zeit-
punkten. In einer Periode zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Zeitpunkten kann die Instandsetzungsabteilung bis zu zwei Ma-
schinen wieder betriebsfahig machen. Die reparierten Maschi-
nen werden zum néchstmoglichen Kontrollzeitpunkt wieder in
Betrieb genommen. Der Ausfall einer Maschine erfolgt unab-
hingig vom Ausfall der anderen und auch unabhingig vom
Zeitpunkt der zuletzt vorgenommenen Reparatur. Fiir jede Ma-
schine sei p = 0.1 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie wah-
rend einer Periode ausfillt. Zu Beginn seien 3 Maschinen be-
triebsfahig.

Mit welchen Wahrscheinlichkeiten sind langfristig gesehen 0, 1,
2, 3, 4 Maschinen betriebsfahig?

Die folgende Darstellung ist so aufbereitet, dass ein moglicher
Modellbildungsvorgang deutlich wird. Dabei kann sich die Rei-
henfolge der Schritte auch anders ergeben.

4.1. Modellbildung

Schritt 1: Aufbau der Ubergangsmatrix, Festlegung der Zustin-
de, Veranschaulichung

Schritt 2: Elemente der Ubergangsmatrix, Veranschaulichung

Schritt 3: Lfmgfristige Entwicklung des Systems, mehrstufige
Ubergangswahrscheinlichkeiten

Schritt 4: Der Einsatz eines CAS, der Baustein Ubergangsmatrix
= ma(p,q)

Schritt Sal: Bildung der Potenzen von ma(p,q)

Schritt 5a2: Interpretation der Ergebnisse aus Schritt Sal

Schritt Sb1: Stationdre Verteilung, Fixvektor, Losung eines LGS

Schritt 5b2: Interpretation der Ergebnisse aus Schritt 5bl

Schritt 6: Weitere Modellrechnungen und deren Interpretation

Schritt 7: Funktionale Abhédngigkeiten

Schritt 8: Simulation der Maschineniiberwachung

4.1.1. Modellbildung, Schritt 1 )
Festlegung der Zustinde, Aufbau der Ubergangsmatrix, Veran-
schaulichung

Fiir das System lassen sich Zustinde festlegen, zwischen denen
das System hin- und her pendelt. Im vorliegenden Fall sind die
Anzahlen betriebsfahiger Maschinen geeignet. Die Daten fiir
den Wechsel zwischen den einzelnen Zustinden lassen sich in
sogenannten Ubergangsmatrizen zusammenfassen.

1) Wir gehen davon aus, dass 5 Zustidnde vorhanden sind:

70 keine Maschine betriebsfahig
Z1 eine Maschine betriebsfahig
72 zwei Maschinen betriebsféhig
Z3 drei Maschinen betriebsfahig
Z4 vier Maschinen betriebsfahig.

Damit hat die Ubergangsmatrix die Form

von\nach Z0 Z1 72 73 74
Z0

Z1

Z2

73 #

74

# Ubergang von Z3 nach Z2

Fig.1: Struktur der Ubergangsmatrix

Da zu Anfang 3 Maschinen betriebsfahig sein sollen, kann man
die Anfangsverteilung als Wahrscheinlichkeitsvektor in der
Form

(0 0 1 O O0)schreiben.

720 71 72 73 74

In der Regel ist es niitzlich, sich die Vorgidnge zu veranschauli-
chen, um so Modellvorstellungen leichter entwickeln zu kénnen.
In Anlehnung an die Idee der Baumdiagramme kann das hier
z.B. folgendermaBen geschehen:

Kontrollzeitpunkte
0 1 2 3 4 5
Z0 Z0 Z0 Z0 Z0 Z0
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Z1 z1 Z1 Z1 z1 Z1
72 72 zz\ 72 72 z2 ¥
Z3 ~a z3 / Z3 Z3 Z3 z3
74 74 74 74 \‘ 74 74

Fig. 2: Einer von vielen mdglichen Wegen durch das Kontrollsystem,
die Zustandskette (22,73,71,73,74,72, ...

Zwanglos ergeben sich hieraus schon einige Fragen,

e wie z.B. nach der Wahrscheinlichkeit fiir die dargestellte Kette
bis zu einem gewissen Kontrollzeitpunkt

e oder gar nach einer Formel dafiir - Fragen, die die Schiiler
selbst stellen kdnnen.

4.1.2. Modellbildung, Schritt 2
Die Elemente der Ubergangsmatrix, Veranschaulichung

Es ist jeweils zu beachten, dass eine gewisse Anzahl von Ma-
schinen ausfallen kann und dass je nach Vorhandensein defekter
Maschinen bis zu zwei davon repariert werden konnen.

a) Wir zeigen die Berechnung zunichst am Beispiel des Uber-
gangs Z3 nach Z4.

Wenn drei Maschinen betriebsféhig sind, darf fiir die nachfol-
gende Periode keine Maschine ausfallen, um Z4 zu erreichen!.
Auflerdem macht ja die Instandsetzungsabteilung die vorher de-
fekte (eine) Maschine wieder betriebsfihig (laut Vorausset-
zung). Also ist die Ubergangswahrscheinlichkeit P(Z3 nach Z4)
= q3.

b) Fiir Z3 nach Z2 gilt: P(Z3 nach Z2) = 3*p’q , denn es muss
Folgendes geschehen sein:

Eine Maschine zwei ausgefallen eine nicht =~ Wahrschein-
repariert ausgefallen  lichkeit
z.B. M1 M2,M3 M4 p*p*q
oder M2,M4 M3 p*p*q
oder M3,M4 M2 p*p*q

c) Wenn anfangs alle Maschinen defekt sind (Zustand Z0), dann
kann keine mehr ausfallen, aber zwei kdnnen repariert werden.
Also ist P(Z0 nach Z2) = 1.

Entsprechende Uberlegungen sind fiir alle 25 Ubergangswahr-
scheinlichkeiten anzustellen, wobei sich zahlreiche Werte sehr
schnell ergeben. So ergibt sich insgesamt die Ubergangsmatrix

(mit q = 1-p):

70 71 72 73 74
70 0 0 1 0 0
Z1 0 0 P q 0
M=| 22 0 0 p’ g ¢
3 2 2 3
Z3 0 p 3pq 3pq q
74 p' 4p’q  6p’q"  4pg’ '

Die Ubergangsmatrix weist interessante RegelmaRBigkeiten auf!
Die Summe der Elemente jeder Zeile muss gleich 1 sein. An-
wendung der binomischen Formeln! Zur Veranschaulichung
kann man einen Ubergangsgraphen verwenden:

q Z2

4pq’ 6p’q’

Fig.3: Ubergangsgraph (nur in Teilen)

In den Ubergangsgraphen kann man alle Pfade mit ihren Wahr-
scheinlichkeiten eintragen; in Abb.3 wurden aus Griinden der
Ubersicht nur die Pfade von Z4 aus zu den anderen Zustinden
eingezeichnet.

4.1.3. Modellbildung, Schritt 3
Wie entwickelt sich das System langfristig?

Von einem Kontrollzeitpunkt zum néchsten Kontrollzeitpunkt
gilt immer wieder die gleiche Ubergangsmatrix M — eine ge-
wagte Modellannahme! Abbildung 4 zeigt, dass zahlreiche 2-
stufige Uberginge moglich sind, nimlich von

Z0 iiber (Z0,21,72,73,74) zu (20,21,72,73,74) 25 Uberginge

Z1 ... 25 Ubergiinge
Z2 ... 25 Ubergiinge
Z3 ... 25 Ubergiinge

Z4 iiber (20,21,72,73,74) zu (20,21,72,73,74) 25 Uberginge

das sind insgesamt 5° = 125 Uberginge.

Kontrollzeitpunkt i i+1 i+2
Z0 Z0 Z0
Z1 Z1 Z1
72 n———F 72
73 Z3 Z3
Z4 \ Z4 Z4

Fig.4: Wege von Z3 nach Z2 mit einem Zwischen-Kontrollpunkt

In der Abbildung wird der 2-stufige Ubergang von Z3 nach Z2
dargestellt. Er kann jeden der 5 Zusténde als Zwischenzustand
annehmen. Verfolgen wir die einzelnen Wege von Z3 nach Z2,
so haben wir folgende Wahrscheinlichkeiten zu bilden:

P(Z3 nach Z0) * P(Z0 nach Z2) = 0 *11
P(Z3 nach Z1) * P(Z1 nach Z2)=[ p* |*|p
P(Z3 nach Z2) * P(Z2 nach Z2) = 3p’q |* | p
P(Z3 nach Z3) * P(Z3 nach Z2) ={ 3pq® |*
P(Z3 nach Z4) * P(Z4 nach 72) ={ ¢ *

3p'q

6 p* ¢
Addition aller Ergebnisse: 3 .Zeile von M ,,mal“ 2. Spalte von
M (Skalarprodukt)

Durch Addition aller Ergebnisse erhidlt man die zweistufige
Ubergangswahrscheinlichkeit P(Z3 nach Z2, 2 Stufen) = 0 + p*
+3p'q+9p’ ¢’ +6p>q’. In der Sprache der linearen Algebra:
Wir haben das Skalarprodukt gebildet aus dem Vektor in der
3.Zeile von M mit dem Vektor in der 2.Spalte von M. Bildet
man auf diese Weise alle moglichen 25 Skalarprodukt (,,Zeile *
Spalte*), so erhilt man die vollstindige zweistufige Ubergangs-
matrix als Produkt der Ubergangsmatrix S mit sich selbst: Zwei-
stufige Ubergangsmatrix S(2 Stufen) = S*S = §?,
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Auf diese Weise kommen Matrizenpotenzen ins Spiel, was
nichts Neues ist, wenn man von den oben formulierten Unter-
richtsvoraussetzungen (Markow-Ketten mit 2 Zustinden sind
bekannt) ausgeht.

Der Einsatz eines Computeralgebrasystems
(CAS)

Fiir die weitere Bearbeitung wird als Hilflsmittel das CAS
des Taschencomputers TI-92 benutzt. Fiir die Maschineniiber-
wachung ergibt sich die Ubergangsmatrix von Fig. 1. Sie wird
hier in den TI-92 eingegeben als ein Baustein (Modul) unter dem
Namen ma(p,q).

5.1.1. Modellbildung, Schritt 4 - der Baustein ma(p,q)

1 FZw Faw T_Fav FE FE
|~r E Algebi-a Ealchther‘ FramIdClear a-z.. ]

B palp , o)

T o O oo

o}
o}
Zpq gl
o
o

HAalN EaD AlUTO FUMC &/%0

Fig. 5: Die Ubergangsmatrix S wird als Baustein ma(p,q) im TI-
92 abgelegt.

I‘Fi ]’ FeT Trsv]’ Fi T FE T i
- E Algebra|Calc|0ther|PragmI0fClear a—z...]

g p% zp2.g 3Z-p-g? g +zeiled

[0 p? 3529 3-pa? 47
(1 p p2 3.p2.4 6.pf.42]+spaltez
[1 r r2 Zp2.4 &-pZ 4%]

lzeileS-spaltEET
[z a+ 1)+ P a+6-p% 7]

MAIN KAD AUTO FUNC B/ 50

Fig. 6: Kontrolle der obigen Handrechnung, Bildung des Skalar-
produkts Zeile3*Spalte2 (transponiert)

|’F1 T Fev TrgvT Fiw T FE T 3
- E AlgebralCalc|Other PrgmI0|Clear a-z..

[e% 4p” g 6p%a® dpg” g

mmal.l, .
Qa 5] 1 o o
o} o] .1 .9 o]
o} o] LBl .18 .21
o} ooy B2 L2430 (729
LO0E1L LARZE L0486 L2916 L E56L

HMAlW ERD AUTO FUNC /30

Fig. 7: Ein Bausteinaufruf liefert die Ubergangsmatrix fiir p
=0.1undq=0.9

5.1.2. Modellbildung, Schritt 5 - Bildung der Potenzen der
Ubergangsmatrix

|’F1 T Fzv ']’ Frv ']’ Fir ']’ FE T F&
- E Algebra|Calc|0ther |PramI0|Clear a—z...]
L1510 B RS O 0 % el O [ 3 TR ) SRS S Y
mimac.1, .990°
. o, ok .1z .2
. moiooic) 0253 2367 s
LOoonEl L0309 044328 (281736 L6
LQQERFE 002887 04236 PRt = .
CO0O0eE (002654 L 040706 (274166 L6
MAIN RAD ALTO FUNL 4720

Fig. 8a: Zweistufige Ubergangsmatrix

I’F T T ]’ ]’ T F&
vi—ngebr*a Calc Elther* F'r*ngIII Clear a—-z.. ]

» CICIETL LA 5 I B L 3= =) A= | =R =] =N A |
-(mau:.1,.9:|:|2
a. L6l .18 .81
LEBES  LEEST L236T LTIRL
431 .OE3E96 044326 281736 .EFOFEL
73 LDEZEET LB4Z36  LITTIES LETTIL4
66 . DOZ654 LB4O7O6 L I74166 . EEZ41 |
I
[RGILE] FEAD AUTO FUMC 4/%0

Fig. 8b: Zweistufige Ubergangsmatrix mit Spalte 5

Die Matrizen S°, S%, ... S° werden hier nicht abgedruckt. Thre
Elemente zeigen zunehmende Tendenzen, die hier fiir S'° formu-
liert werden:

Fer Frw |_ FuT F&
v:[— Algebral|Calc|0ther F'F‘EINIU Clear a—-z.
51 ) T 1 T S O L 1 P | R 1 ) < = e

wimac. 1, .50
LEOOEES L BEZTIE
LOEODES . BEZTIE
LOEODES . BEZTIE
LOEODES . BEZTIE
LOO0PES L BE2TIE

041265
4126
4126
4126
. 041265

270236 .6
273236 LB
LEVIEIE JEP
273236 LB
=l

MAIN EAD AUTO FUNC E/20

Fig. 9a: Zehnstufige Ubergangsmatrix S'

|’F1 T Fzv TF3-T G T FE 'l’ 3
- E AlgebralCalc|Obher |PramI0|Clear a—z...]

JLLELL= "R 01 C WS =T T S O 10l | I 3 = SR = = 0 3 A |
wimac. 1, .91
65 L BEZTZE
62 . BEZTZE
EE . BEZTIE
62 . BEZTZE
65 L BEETIE

041266
41266
41266
41266
041266

. 27236
« 2VDE36E
« 2VDE36E
« 2VDE36E
« 2T D2TE

. GE0GE4
« BEEEES
« BEEEES
« BEEEES
. GBS

FUHC E/20

MAIN RAD AUTO

Fig. 9b: Zehnstufige Ubergangsmatrix S'° mit Spalte 5

5.1.3. Modellbildung, Schritt 5a - Interpretation von Ergebnis-
sen

Bei der zehnstufigen Ubergangsmatrix - das Wartungssystem
lauft also jetzt 10 Kontrollpunkte lang - féllt unter Beachtung
der hier ausgegebenen 6 Nachkommastellen Einiges auf!

a) Alle Elemente einer Spalte sind gleich.
b) Die Zeilen der Matrix stimmen iiberein.
¢) Alle Elemente liegen im Intervall [0,1].

d) Die Summe der Elemente jeder Zeile ist stets gleich 1.
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Die Eigenschaften ¢) und d) sind die bekannten Eigenschaften
von stochastischen Matrizen. Es gilt der leicht nachrechenbare

Satz: Das Produkt zweier stochastischer Matrizen (also auch das
Produkt einer stochastischen Matrix mit sich selbst) ist wieder
eine stochastische Matrix.

e) Bei den folgenden Potenzen dndern sich die Werte (bei 6
Nachkommastellen!) nicht mehr. Es gilt anscheinend

S'!' =8 *8 allgemeiner S™' = S" *S.
Wir nehmen eine Zeile von $'°und rechnen mit dem TI-92:

[0.000068, 0.002726, 0.041266, 0.275256, 0.680684] — g, dann
g * ma(0.1,0.9). Wir erhalten tatsdchlich wieder den Vektor g.

So ldsst sich vermuten, dass sich das System einer festen Matrix
G immer mehr néhert.

Entsprechend den Uberlegungen bei zweistufigen Matrizen
konnten wir dann schreiben

lim S" = G fiir n gegen unendlich.
Das heiflt auch: Anscheinend gibt es eine Grenzmatrix G, fiir die
gilt: G*S=G.
Bezeichnen wir die (untereinander gleichen) Zeilenvektoren von

G mit g, so gilt damit auch:

Es gibt einen Zeilenvektor g (Grenzverteilung) mit der Eigen-
schaft g*S =g.

6 Rechnungen — Ergebnisse

Ubrigens haben wir bei den Uberlegungen bislang an kei-
ner Stelle den Anfangsvektor

(0 0 1 0 0) beriicksichtigt!

Bilden wir (0 0 1 0 0) * G so ergibt sich die 3.Zeile von G.
Nimmt man als Anfangsvektor z.B. (0 0 0 1 0), so liefert (0
0 0 1 0)* G die 4.Zeile von G. Da aber alle Zeilen von G
gleich sind, kann festgehalten werden.

Das ganze System ist offenbar unabhingig vom Anfangsvektor.

6.1.1. Modellbildung, Schritt 5b
Ein zweiter Losungsweg: Stationdre Verteilung — Fixvektor —
Losung eines LGS

Diese Uberlegungen erdffnen nun eine weitere Moglichkeit fiir
die Untersuchung des langfristigen Systemverhaltens. Der Vek-
tor g spielt offenbar die Rolle eines Fixvektors. Wenn ein Vektor
f mit der Eigenschaft f*S = f tatsdchlich existiert, dann kann
man ihn aus einem linearen Gleichungsystem errechnen:

f*S=f

0 0 1 0 0
0 0 P q 0

[a,b,c.de] * | o 0 p2 2pg  qr2| =[abc.de]
0 p"3 3p"2q 3pg™2 g™3

ph4 4pn3q 6p2q72 4pgt3 gh4

mit der Bedingunga+b+c+d+e=1.

Hinweis: Im Unterrichsablauf wird meistens diese Zusatzbedingung
vergessen. Dann ist das LGS zunéchst nicht eindeutig 16sbar und man

kommt im Nachhinein auf diese Bedingung. - Im Unterricht wird man
das LGS zuerst auch mit den Zahlenwerten p = 0.1, q = 0.9 bearbeiten.

Wir kénnen nun unter Beachtung der Matrixtypen z.B. folgen-
dermaflen rechnen:

f(1’5) * S(5’5) = f(1’5) mit f= [a,b,c,d,e] und atbtctd+e =1

.5 * (Sis5)— Es.5)) = Oy,

wobei Es sy eine (5,5)-Einheitsmatrix und O s eine (1,5)-Null-
matrix ist.

Nehmen wir nun noch die zusétzliche Gleichung a
+b+c+d+e=1 in die Matrixgleichung auf, so erhalten wir
ausfiihrlich geschrieben:

-1 0 1 0 0 1
0 -1 p q 0 1
#) [a,b,c,de] *| O 0 p2-1 2pq q"2 1
0 p"3 3p"2q 3pg™2-1 ¢"3 1
ph4 4pr3q 6pn2qt2 4pg”3  qM4-1 1

=[a,b,c,d,e,1]

Fiir die Berechnung von a, b, ¢, d, e mit den Wahrscheinlichkei-
ten p =0.1 und q = 0.9 hilft uns der TI-92:

|71E|5'-‘: 5.':'?5-.-?3?‘-5:]:-::3: E?: th: F'r‘r-gsmIIII i f.:s-e:ss*:: T ]
1 a8 8 o
o1 e ooa
L lident ity Sy + ooa 1 o8
oa a1 a
0| 8 o 1]
=
K
FAIN RAD_AUTO FUHL 9/11

Fig. 10: Wir definieren mit identity(5) eine Einheitsmatrix mit 5 Zeilen
und 5 Spalten und nennen sie e55.

viﬂls'-‘: 5.-:';'.-?:?“.5:];1:3: 5?: th: F'r*ngmllillii f.:s-e:ss*:: T
@ & @ o 1]
0]
0]
B pegiat S, 10+ n5l 0]
0]
o)
mFill 1,n5l
MAIN RAD_ALTO FUNL 7711 |

Fig. 11: Der Befehl newMat(5, 1) stellt eine Nullmatrix aus 5 Zeilen und
einer Spalte bereit, die wir mit n51 abkiirzen. Der Sinn der Aktion wird
unten deutlich. Mit dem Fi/l-Befehl erhilt diese Matrix statt der 0-en
lauter 1-en.

iy RN T FE T
- f— i i':'_éi-’.k?"‘-i:]l. z:s:ﬁ;t?:s-? PramIOf:i

Bpal.l, .9 +=

o o 1 o o
] ] .1 .3 ]
a a .31 .13 .21
o] o0l LBZF L2430 LFET
LO001 L0036 Lo43E L2916 L6561
R}
THIN RAD #UTO FUHC 4741
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Fig. 12: Nun wird die schon friiher definierte Ubergangsmatrix mit den
Werten p = 0.1 und q = 0.9 bereitgestellt und unter dem Namen S abge-
speichert. AnschlieBend wird von S die Einheitsmatrix subtrahiert.

Die neue Matrix heifit T.

L E R FE . T
Mgl ric finbg e PramI0f fagay oo

o] 1 o] 0]

-1 .1 .9 0]

Q ¥ 18 .21

0 R C = T
Loool o L003e L0488 L2916 - 3435

B gygmentit, RSl +u

MAIN EAD AUTO FUHC 411

Fig. 13: Ausgabe von T.

Mit augment(t,n51) wird an die Matrix T der oben definierte Spalten-
vektor n51 mit seinen fiinf Einsen angefiigt.

T:E N F'r'~F~;|5r~'|IIII|=Z:5.:5-4:5::*:E T ]

0] 0] 1

. .9 0] 1

o ] AP B L .81 1
o 0 N 1 = T = 1
LO00l L0036 L0488 L2916 1]

-, 3439

HMAlN ERD AUTO

Fig. 14: Die neue Matrix heifit U.

Zur Herstellung der iiblichen Form der erweiterten Koeffizientenmatrix
des linearen Gleichungssystems wird nun noch U transponiert und an U
die rechte Seite des LGS angefiigt.

FUMC /11

T:I.E R T Tt

HERY I
® gugnent],

i

1

—

MAIN RAD AUTO FUHC /11

Fig. 15: Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist fertig, sie erhilt hier den
Namen LGS und kann nun mit dem TI-92-Baustein rref(matrix) bear-
beitet werden.

I’Fi T Few T Faw ]’ Faw ]’ FE T F&
- E Alasbral|Calc|0ther|PramI0(Clear a—z..
[1 | | 1 1 1]
1. 0. O, 0. 0. 0009587
o, 1. 0. 0. 0. (282725
o, @, 1. 0. 0. .241265
| ]
rrefilast g 4. 8. 1. 0. .27S2me
o, @, o. o. 1 . E0sa4
. @, 0. O. O. @
MAIN RAD AUTO FUNE 11730

Fig. 16: rref(lgs) 16st das Gleichungssystem mit Hilfe des Gauf3-Ver-
fahrens. Die Losung kann abgelesen werden. Und sieche da: Es ist der
lange erwartete Fixvektor.

Interpretation der Ergebnisse aus Schritt Sb

Die mit rref(lgs) ermittelte Losung ergibt sich aus der errechne-
ten Matrix, wenn man diese wieder ausfiihrlich als Gleichungs-
system schreibt. z.B. lautet die erste Zeile iibersetzt:

la+ 0b +0c + 0d + Oe = 0.000068, also a = 0.000068.

Die letzte Zeile ist eine allgemeingiiltige Aussage fiir a,b,c,d,e,
aber alle Gleichungen miissen ja gleichzeitig erfiillt sein, so dass
sich insgesamt eine eindeutige Losung ergibt.

Damit ist die langfristige Systementwicklung mit sich gegensei-
tig bestiatigenden Ergebnissen auf zwei sehr unterschiedliche
Arten untersucht worden:

e Uber die Folge der Matrizenpotenzen der Ubergangsmatrix S

e und iiber ein lineares Gleichungssystem mit 5 Variablen und 6
Gleichungen.

Hinweis: Oben wurden sdmtliche Matrizenrechenoperation mit dem
CAS durchgefiihrt. Man kann selbstverstandlich auch einige Schritte
tiberspringen und sich die Matrix ,,lgs* von Hand ermitteln.

6.1.2. Modellbildung Schritt 6: Weitere Modellrechnungen und
deren Interpretationen

Ein CAS bietet nun auch die Moglichkeit, das Gleichungssystem
allgemein zu bearbeiten. Allgemein formuliert lautet das der Ab-
bildung 14 entsprechende lineare Gleichungssystem:

1 Few Faw Faw FE F&
- E Algebra|Calc Dther‘lPr‘ngD Clear a—=..

-1 a a a
@ -1 @ P
1 F CEES S-pZ(p-1) »
@ -p+1 -2 plp-11 3-p%-6-pZ+3.
g @ ip—11¢ “p -1
ERD AUTO FUMLC 20,20
|71E |F| lgFéEr*aTCF;]Tc,TDtFH;PTPPngm I DTC 1 e-arEE a—Z... ]
o al
~4-p2 g -1] a
4 (p-1) & p2lp - 117 @
-6 P23 p-1 -d-pip-117 a
o

=

|MﬁIN ERD AUTO

Fig. 17: Das allgemeine LGS, in Zeile 6 stehen noch iiberall 1-en. Das
LGS wird als Baustein mit dem Namen ,,Igs(p)“ gespeichert.

R L R

FUMC =030

Nun konnen durch unterschiedliche Wahl von p (Ausfallwahr-
scheinlichkeit jeder Maschine) diverse Modellrechnungen
durchgefiihrt werden, wie oben bereits fiir p = 0.1 geschehen.
Hier zeigt sich erneut einer der grolen Vorteile von CAS. So er-
gibt sich z.B. fiir p = 0.05:

|v1E|H1£;Er*a EFagfi: D{I‘I!I;F' F'r*ngmII:I I:le-.aarEE a—z...1

B ref 1gsl . HE0)
1. GO, @, 0. @, . Coo0os]
o, 1. GO, 0. G, Joo0411
o, oo, 1. 0. 0. 012384
o, 0. oG, 1. 00 16489
[ PR PR P T | - 822324
O, 0. 0. 0. @, o

FAIH RAD_AUTO FUHE 21750
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Fig.17a: Werte fiir p=0.05

|’F1 ']’ Fer ']’ Frv T Fu T FE T FB
- E Algebra|lCalc|Obkher|PramI0|Clear a-z..
[1 1 1 1 1 1]
1. 0. @, @, o, Q00062
o, 1 0, O, @, JHEZ7ZE
0. o 1. @, @, 241266
| ]
rrefilas) g o 6. 1. 8. .27S2S6
0. o, oa. @, 1 LGE0E8
g, @. @, o, @, a
|
HAIN RAD_ALTO FUNL 11,20

Fig.17b: Werte fiir p=0.1

Interpretation: Wenn es also gelingt, die Ausfallwahrscheinlich-
keit um die Hailfte zu senken, so erhéht sich z.B. die Wahr-

scheinlichkeit fiir das Funktionieren aller vier Maschinen von
0.68 auf 0.82.

6.1.3. Modellbildung Schritt 7: Funktionale Abhéngigkeiten

Betrachtet man noch andere p-Werte, so gelangt man zu der
Idee, nach einer funktionalen Abhéngigkeit zu fragen. Dazu ist
das LGS lgs(p) allgemein zu 16sen. Hier allerdings versagt der
TI-92 - er gibt fiir die Elemente der Ergebnismatrix ,,undef™ an.
Mit DERIVE am PC kommt man jedoch weiter:

(1) Wir zerlegen das LGS in die Koeffizientenmatrix und die
rechte Seite (fiir p wird hier x geschrieben)

MASCHINE(x) := [[-1,0,0,0,x*4], [0,-1,0,x"3,-4*x"3*(x-1)],
[1,x,x72-1,-3%x"2%(x-1),6%x"2*(x-1)"2],
[0,-x+1,-2%x*(x-1),3%x"3-6*x"2+3%x-1 -4%x*(x-1)"3],
[0,0,(x-1)"2,-(x-1)"3,x -4%xA3+6%x2-4%x],[1,1,1,1,1]]

[[01,[01,[0],[0],[01,[1]]

rechteseite: =

(2) Nun wird der Befehl row_reduce benutzt:

ROW_REDUCE(MASCHINE(0.1),rechteseite) 16st das LGS
firx=p=0.1

ROW_REDUCE(MASCHINE(x),rechteseite) 16st das LGS all-
gemein

(3) Das Ergebnis nennen wir maschineloes(x):
MASCHINELOES(x) :=
[[1,0,0,0,0,x"4*(x-1)"2*(x"4-2*¥x"3+2*x"2-x+1)/(x10-2*x"9
+XATH2EXNS-5*xM+3*¥xM3-x2+x+1)],

(1.Zeile der Losungsmatrix)
[0,1,0,0,0,2*x"3*(x"6-5*x"5+10%x"4-12*x"3+10*x"2-6*x+2)/
(XM O0-2FXNY+XATH2¥XNS-5FXx M43 *¥x A 3-x2+x+1)],

(2.Zeile der Losungsmatrix)
[0,0,1,0,0,x"2*(3*x"6-16*x"5+36*x"4-45*x"3+35%x"2-
18*x+6)/(x M 0-2*XN)+XNT+2*¥XNS-5*x M43 *xN3-x2+%x+1)],
(3.Zeile der Losungsmatrix)
[0,0,0,1,0,2*x*(2*x"6-9*x"\5+17*x"4-18*x"3+12*x"2-6*x+2)/
(XM O0-2*XNY+HXNTH2* NS5 -5 X MA+3 3 3-x2+x+1)],

(4.Zeile der Losungsmatrix)

[0,0,0,0,1,(x-1)"2%(x"4-2*x"3+2*x 2-x+1)/(x1 0-2*x"9+x"7
+2EXNS5-5FXN+3*FXN3-x2+x+1)],
(5.Zeile der Losungsmatrix)

[0,0,0,0,0,01] (6.Zeile der Losungsmatrix)

Die Richtigkeit kann man durch Einsetzen von x-Werte, z.B.  x
= 0.1 oder x = 0.05 iberpriifen. Nun erkennen wir auch die
funktionalen Abhingigkeiten, die durch recht komplizierte Ter-
me beschrieben werden. Aber das CAS schafft nun auch noch
die graphische Darstellung. Nehmen wir z.B. die (langfristige)
Wabhrscheinlichkeit fiir die Betriebsfihigkeit aller 4 Maschinen:

(x=D*(x* —2x* +2x? —x+1)

20 —2x? wx7 42x° —5xt +3x — x4 x+1

Fig. 19: Wahrscheinlichkeit fiir die Betriebsfahigkeit aller vier Maschinen in Ab-
hingigkeit von der Ausfallwahrscheinlichkeit p (bzw. x), Definitionsbereich x
aus [0,1]

|
Y

| L I W . B Rl .
=

_

-3

Fig. 20: Graph der Funktion y=A,(x) iiber einem groBeren Definitions-
bereich
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|Ausfallwahrschein]ichkeit X (bzw. p) |

Fig. 21:Wahrscheinlichkeiten fiir die Betriebsfahigkeit von 0,1,2,3,,4
Maschinen in Abhéngigkeit von der Ausfallwahrscheinlichkeit p (bzw.
x), Definitionsbereich x aus [0,1]

Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass

¢ keine Maschine betriebsfahig 0
e cine Maschine betriebsfahig fl
e zwei Maschinen betriebsfahig 2
o drei Maschinen betriebsfahig 3
e vier Maschinen betriebsfahig {4

Die Graphen kdnnen nun gemiB den Problemstellungen inter-
pretiert werden. Zum Beispiel kann die Frage beantwortet wer-
den, fiir welche Ausfallwahrscheinlichkeit p die Wahrschein-
lichkeit der Betriebsfahigkeit von zwei Maschinen am grofiten
ist (Extremwertberechnungen).

Und nun die wohl am leichtesten verstindliche Bearbeitung
mit den geringsten notwen-digen Vorkenntnissen.

6.2.x. Modellbildung, Schritt 8: Simulation der Maschineniiber-
wachung

Fiir die Simulation des Kontrollsystems kann man sich Gliicks-
rader vorstellen, die je nach Zustand des Systems eine passende
Einteilung haben. Befindet sich das System z.B. im Zustand 4,
so muss das Gliicksrad folgendermaBen eingeteilt sein:

74— 72 0.0486 [0.0037; 0.0523[ 0.9477
74— 73 0.2916 [0.0523; 0.3439[ 0.6561
74 — 74 0.6561 [0.3439; 1 0

Unter Beriicksichtigung der Langen der Restintervalle bilden
wir nun den Term

T = int(R+0.9999) + int(R+0.9963) + int(R+0.9477) + int(R+0.6561),

wobei int(x) die Vorkommastelle von x liefert. Dieser Term
nimmt die Werte 0,1,2,3,4 an, und zwar gerade mit den gewiin-
schten Wahrscheinlichkeiten.

Ubergiinge vom Zustand 4 aus:
T = int(R-+0.9999)+int(R+0.9963)+int(R+0.9477)+int(R+0.6561)

Wenn nun

R €[0;0.0001, dannT=0 + 0 + 0 + 0=0
R €[0.0001;0.0037[, dannT=1 + 0 + 0 + 0=1
R €[0.0037;0.0523[, dannT=1 + 1 + 0 + 0=2
R €[0.0523;0.3439][, dannT=1 + 1 + 1 + 0=3
R €[0.3439; 1], dann T=1 + 1 + 1 + 1=4

In [1] wurde fiir Markow-Ketten mit n Zustdnden eine Formel
entwickelt, die sich an unserem Beispiel leicht nachvollziehen
lasst:

In der Zeile k der Ubergangsmatrix mogen die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p, bis p, fiir die Ubergiinge von Zustand Zk zu
den Zusténden Z1 ... Zn stehen. Dann gilt fiir die Simulation die-
ser Ubergiinge die folgende Formel:

T = int(R+1-p;) + int(R+1-( p1+p,)) + int(R+1-( py+ p2 + p3)) +
-+ int(R+1-(p; + py +...4pn1))

Sektor 0 1 2 3 4
Wahrscheinlich-

keiten p4 4p3q 6p2q2 4pq3 q4
und fiir z.B.

p=0.1, ¢=0.9 0.0001 0.0036 0.0486 0.2916 0.6561

So gibt es also fiinf passende Gliicksrdder und je nach erreich-
tem Zustand wird das zugehorige Gliicksrad benutzt. Fiir die
Wabhrscheinlichkeiten bei Zustand 4 kann man wie folgt vorge-
hen: Wir erzeugen eine Zufallszahl R aus dem Intervall [0,1]
und bilden Teilintervalle:

von Zustand Wahrschein-  Zugehorige Liange des

— zu Zustand lichkeit Teilintervalle Restintervalls
74 — 70 0.0001 [0;0.0001[ 0.9999

74 —> 71 0.0036 [0.0001;0.0037[ 0.9963

Insgesamt ergeben sich damit folgende Simulationsformeln:

Ubergiinge vom Zustand 0 aus:
T = int(R+1.0000) + int(R+1.0000) + int(R+0.0000) + int(R-+0.0000)

Ubergiinge vom Zustand 1 aus:
T = int(R+1.0000) + int(R+1.0000) + int(R+0.9000) + int(R+0.0000)

Uberginge vom Zustand 2 aus:
T = int(R+1.0000) + int(R+1.0000) + int(R+0.9900) + int(R+0.8100)

Ubergiinge vom Zustand 3 aus:
T = int(R+1.0000) + int(R+0.9990) + int(R+0.9720) + int(R-+0.7290)

Ubergiinge vom Zustand 4 aus:
T = int(R+0.9999) + int(R+0.9963) + int(R+0.9477) + int(R+0.6561)

Eine Simulation mit dem Startzustand Z2 und 10000 Durch-
gingen ergab das folgende Protokoll:

Zustdnde von 0 bis 4 Anfangszustand = 2
Ausgabe aller Zustdinde (j,n) =j

2344344444423423
134434334 usw

Bei der vorliegenden Simulation startet man also mit Zustand 2
gelangt dann nach Zustand 3, dann 4 ,4 usw.

Anzahl der Ubergiinge zwischen den Zustiinden:

nach 0 1 2 3 4

von 0: 0 0 0 0 0
von 1: 0 0 3 25 0
von 2: 0 0 6 79 327
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von 3: 0 2 70 675 2034
von 4: 0 26 332 2003 4418
Zustand  absolute relative Haufigkeit oben errechnet
0 0 0.0000 0.000068
1 28 0.0028 0.002726
2 411 0.0411 0.041266
3 2782 0.2782 0.275256
4 6779 0.6779 0.680684

Wir erkennen durch Vergleich mit fritheren Ergebnissen, dass
auch eine Simulation zu brauchbaren Ergebnissen fithren kann.

Hinweis: Fiir die Simulation wurde das sich speziell mit Markow-
Ketten beschiftigende Programm MARKOW benutzt (siehe [5]). Die
Simulation mit einem CAS ist nicht ganz einfach und erfordert eine
Programmierung innerhalb des CAS; hier wird darauf verzichtet.

7 Methodische Anmerkungen

Unterrichtseinstieg: Modellbildung in arbeitsteiligen Grup-
pen

Ein schoner Einstieg in die Unterrichtsreihe ergibt sich, indem
man unterschiedliche Probleme, die auf die typischen Kennzei-
chen von Markow-Ketten fiihren, formuliert und jeweils an eine
Schiilergruppe gibt. Die Kennzeichen konnen dann herausgear-
beitet und allgemein formuliert werden.

An alle Gruppen geht die Aufforderung:

In den Problemstellungen finden Sie Formulierungen, die
den Prozess der mathematischen Modellbildung bereits ein-
geleitet haben. Nennen Sie diese Voraussetzungen! Benutzen
Sie fiir die mathematische Modellierung geeignet erschei-
nende Werkzeuge, wie die Programme DERIVE, HL-
PLOT11 usw.

Auch hier ergeben sich schone methodische Varianten - etwa in
Abhingigkeit von der Leistungsstirke der Gruppen - indem z.B.
einer der Gruppen der konkrete Hinweis auf das speziell fiir
Markow-Ketten geeignete Programm MARKOW gegeben wird.
Eine andere Mdglichkeit besteht im Hinweis auf das Internet
und Recherchen zum Suchwort ,,Markow-Kette®.

Abschlieend noch zwei weitere Anwendungsprobleme fiir
Markow-Ketten:

7.1. Problem 2: Versandabteilung

Eine Versandabteilung erhilt Auftrige an jedem Morgen zu Be-
ginn der Arbeitszeit. Der Auftragseingang an verschiedenen Ta-
gen erfolge unabhingig voneinander. An einem Tag sollen
hochstens zwei Bestellungen eingehen. Die Wahrscheinlichkei-
ten fiir den Eingang keiner, einer oder zweier Bestellungen seien
0.3, 0.5, 0.2. Die Erledigung eines Auftrags moge genau einen
Tag in Anspruch nehmen.. Falls schon vor den Neuzugéngen am
Morgen drei Auftridge vorliegen, wird hochstens noch ein Auf-
trag angenommen. Die Hochstzahl unbearbeiteter Auftrége ist
also 3.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass am Morgen des
vierten Tages zwei Auftrige vorliegen (ohne eventuelle Neu-

zuginge des vierten Tages), wenn am Morgen des ersten Ta-
ges ein Auftrag vorlag? Wie entwickelt sich das System lang-
fristig?

Die Ubergangsmatrix entnimmt man dem Text. Sie lautet hier:
Zustand 0 1 2 3

0.8 02 0 0
03 0502 0
0 0305 02
0 0 03 07

7.2. Problem 3: Sessellift

Ein Sessellift kann alle 30 Sekunden eine Person befordern. In-
nerhalb dieses Zeitraums kommen hochsten 2 Personen am Lift
an. Die Zugénge erfolgen zufillig und in den einzelnen Zeitin-
tervallen unabhéngig voneinander. Es gilt:

Anzahl der eintreffenden

Personen im Zeitintervall 0 1 2
Wahrscheinlichkeiten, allgemein p u \%
Wahrscheinlichkeiten, Beispiel 0.3 0.2 0.5

Als maximale Schlangenldnge werden 6 Personen zugelassen.

a) Man zeichne einen Ubergangsgraphen und bestimme die
Ubergangsmatrix.

b) Man untersuche das langfristige Systemverhalten.

Anhang: Definitionen - Sitze zu Markow-Ketten
Markow-Kette

Gegeben sei eine Folge von Zufallsexperimenten mit dem endli-
chen Zustandsraum Z = {Z,, Z,, ...Z,}. Es moge jeweils nur ei-
ner der n Zustinde eintreten.

Diese Folge bildet eine endliche Markow-Kette, wenn die Uber-
gangswahrscheinlichkeit pj;, dass der Zustand Z; im k-ten Expe-
riment (Ubergang, Schritt) eintritt, nur davon abhiingt, welcher
Zustand Z; im (k-1)-ten Experiment eintraf. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten werden in einer Ubergangsmatrix S zu-
sammengefasst. Sind diese Ubergangswahrscheinlich-keiten
auch noch unabhingig von der Nummer des Experiments, so
spricht man von einer endlichen homogenen Markow-Kette.

Fiir homogene Markow-Ketten sind also die Ubergangsmatrizen
von Experiment zu Experiment gleich. Fiir den Start des Sy-
stems liegt in der Regel eine Anfangsverteilung v, mit den au-
genblicklichen Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Zusténde
VOr.

Eine Markow-Kette kann also durch das Tripel (Z, S, v) be-
schrieben werden.

Z Zustandsraum, S Ubergangsmatrix, vo Anfangsverteilung
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Kernstiick der Theorie iiber Markow-Ketten ist der folgende

Grenzwertsatz: Gegeben sei eine endliche homogene Markow-
Kette (Z S, vy) mit der Anfangsverteilung v, der Ubergangs-
matrix S und dem Zustandsraum Z = {Z,, Z,, ...Z,}, bestehend
aus n Zustinden. Die Ubergangsmatrix S' (Ubergangsmatrix
nach t Schritten) habe mindestens eine Spalte ky, in der alle
Elemente positiv sind.

a) Dann existieren alle Grenzwerte lim p;” , t—o0 (Grenzwahr-
scheinlichkeiten) , der t-stufigen Ubergangswahrscheinlichkei-
ten, und es gilt lim py’ = g, (unabhingig von den Zeilennum-
mern j) fiir alle Nummern j, k aus dem Zustandsraum Z. Dabei
ist die Summe aller g gleich 1. - Die Matrix S = G aus den
Grenzwahrscheinlichkeiten hat also lauter gleiche Zeilen g =

[g], gz, g,,]

b) g = [g1, &> -.-g,] ist unabhéngig von der Anfangsverteilung
Vo.

c) g = g1, g -..gu] ist die einzige Losung des linearen Glei-
chungssystems

w=wS mit w; +w, +...+w,= 1.

Die stationdre Verteilung w ist also unter den angegebenen Vor-
aussetzungen gleichzeitig auch Grenzverteilung: w = g.

Anschrift des Verfassers:

Eberhard Lehmann, Geitnerweg 20c, 12209 Berlin-Lichterfelde,
E-Mail: mirza@.snafu.de, URL: www.snafu.de/~mirza

Dieser Satz lasst sich

e an Beispielen (fiir zwei oder mehr Zustinde) plausibel ma-
chen, da man ja oft einfach nachrechnen kann oder auch

e fiir n = 2 Zustidnde beweisen.

Ein allgemeiner Beweis kann nur mit leistungsstarken Schiilern
besprochen werden. Er wird in [4, S.101 f.] allgemein, dabei
aber auch mit einem begleitenden Zahlenbeispiel durchgefiihrt.
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den)

[4] Lehmann, E.: Fallstudien mit dem Computer - Markow-
Ketten und weitere Beispiele aus der linearen Algebra und
Wabhrscheinlichkeitsrechnung, B.G.Teubner, Stuttgart 1986
(vergriffen).

[5] Lehmann,E.: Programmsystem MARKOW (unter DOS), be-
arbeitet Markow-Ketten mit 2 und mehr Zustanden auf ver-
schiedene Weisen.

Kurzfassung:

Probleme aus dem Bereich der Markow-Ketten zeichnen
sich aus durch

(1) hohen Anwendungsbezug,

(2) gute Visualisierungenmoglichkeiten fiir Ketten mit
zwei Zustdnden,

(3) vielseitige Modellierungsmaoglichkeiten mit ge-
bietsiibergreifenden, dennoch auch voneinander unab-
hdngigen Bearbeitungsmethoden aus Analysis, linearer
Algebra und Stochastik,

(4) vielfache Maglichkeiten des Computereinsatzes als
Rechen- und Zeichenhilfsmittel und zum Experimentie-
ren durch Modellrechnungen.

In dem Beitrag werden alle Aspekte bis auf (2) ange-
sprochen.
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