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Vorwort

Mit der Broschiire ,,TIMMS und der Mathematikunterricht* hat der Schroedel-Verlag auf die neuen Heraus-
forderungen an den Mathematikunterricht reagiert und seine Bereitschaft bekundet ,,mit neuen Materialien
die Weiterentwicklung der Unterrichtskultur (zu) fordern“. Neben allgemeinen Informationen und Analysen
zu TIMMS wurden bereits einige Konsequenzen fiir den Unterricht gezogen.

Mit der hier vorliegenden Broschiire soll nun der gewiinschte Mathematikunterricht an einem klassischen
Unterrichtsgebiet - dem Thema ,,Terme und Termumformungen - konkretisiert werden. Eine neue Unter-
richtskultur kann dabei heute nur unter hinreichender Beriicksichtigung der neuen Medien - insbesondere des
Computers - erreicht werden. Es ist unrealistisch, ein Szenario fiir offenen, problem- und anwendungs-
orientierten Mathematikunterricht zu entwerfen, das den bei den Schiilern schon fast selbstverstind-
lich vorhandenen Computer mit seinen vielfiiltigen Moglichkeiten iibergeht.

In den vergangenen Jahren haben sich die Veroffentlichungen zum Computereinsatz im Mathematikunter-
richt so gehiuft, dass eine gewaltige Ideenborse fiir den Unterricht entstanden ist. Leider ist es bislang nicht
gelungen, diese Ideen in breiter Front in die Schulen zu bringen, so dass sich die Schere zwischen den iiber-
zeugten Verfechtern der neuen Moglichkeiten und den vielen zogernden Lehrern eher vergrofert hat. Das
liegt nicht zuletzt an der verfehlten Konzeption von Lehrerfortbildung, die fast nur auf das Multiplikatoren-
prinzip und einzelne Lehrer gesetzt hat - in der triigerischen Hoffung, dass diese schon fiir die Verbreitung an
ihrer Schule sorgen konnten. Es wurde nicht beachtet, dass sich der Mathematikunterricht an einer bestimm-
ten Schule nur dann grundlegend - und das heifit durchgehend in allen Klassenstufen - dndern kann, wenn
alle Lehrer des Fachbereichs von der Sache iiberzeugt sind und sie praktizieren.

Weiterhin wurde in den Fortbildungen oft zu wenig beriicksichtigt, dass jeder Computereinsatz eine grundle-
gende Verinderung der Unterrichtsmethoden mit sich bringt, eben gerade hin zu offeneren Unterrichtsfor-
men wie sie nun propagiert werden. Fortbildungskurse beschiftigten sich zu sehr mit Fragen der Softwarebe-
herrschung und fachlichen Fragen, jedoch nicht mit den mindestens genauso wichtigen methodischen Fragen.

SchlieBlich enthilt die oben erwihnte Ideenborse vorwiegend Beispiele fiir schone mathematische Themen,
withrend die viel mehr Unterrichtszeit beanspruchenden Standardthemen des Mathematikunterrichts weniger
Interesse fanden.

Hier setzt nun die vorliegende Broschiire an. Sie mochte das (als langweilig bezeichnete) Standardthema
,Terme und Termumformungen® so aufbereiten, dass konkreter Unterricht unter neuen Aspekten stattfinden
kann. Das soll erreicht werden durch:

e Bereitstellung abwechslungsreicher und interessanter Probleme zum Thema ,,Terme / Termumformun-
gen*

e Problemorientierung, Anwendungsorientierung, Materialorientierung

e Aufbereitung einiger Themen unter methodischen Aspekten einer neuen Unterrichtskultur (offener Unter-
richt wie z.B. Projektarbeit)
Berticksichtigung einer neuen Aufgabenkultur
durchgehende Beriicksichtigung von Veranschaulichungsmoglichkeiten

* angemessene Einbeziehung des Computers (Computeralgebrasystem: DERIVE, TI-92, TI-89, Funktio-
nenplotter) unter verschiedenen Aspekten
- als Werkzeug (Rechenhilfsmittel, Zeichenhilfsmittel)
- zum experimentellen und forschenden Arbeiten
- als Ideenproduzent, etwa zum Entdecken neuer Fragestellungen
. als Dokumentationshilfsmittel

e Entscheidungshilfen fiir die sinnvolle Auswahl von Termen und Termumformungen und damit Vermei-
dung sinnlosen Umgangs mit Termen
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1. Terme: Analyse der bisherigen Unterrichtspraxis und Thesen

1.1 So nicht! - Analyse der bisherigen Unterrichtspraxis

Berechne und vereinfache (G = Q):
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Als Ausgangspunkt der Uberlegungen diene eine
Klassenarbeit, wie sie 1997 in einer 8.Klasse
geschrieben wurde - und moglicherweise kein
Einzelfall ist.

Einige kritische Fragen:

e  Wie sieht Unterricht zu einer solchen Klas-
senarbeit aus?

e Wie lange muss im Unterricht geiibt werden,
um bei dieser Arbeit erfolgreich zu sein?

e Werden die auftretenden Terme in der Se-
kundarstufe 1 irgendwann benétigt? Werden
sie spiter benotigt?

e Ist es nicht schade um die hierfiir verwendete
Zeit?

ErfahrungsgemiB konnen auch lange Ubungspha-
sen nicht verhindern, dass sich einige Schiiler (die
schwachen!) verrechnen und bei dieser Arbeit
versagen. Das Uben ist hier (wie bei den anderen
Standardthemen auch) eine langweilige Tatigkeit,
die bei den Schiilern eher Frust gegeniiber der
Mathematik erzeugt, also demotivierend wirkt.
Andere interessantere Themen miissen aus Zeit-
griinden zu kurz kommen.

Offenbar spielen die genannten Terme im Unter-
richt der Sekundarstufe 1 im Vergleich zu ihren
Anwendungsméglichkeiten eine viel zu grofle
Rolle. Auch in der Sekundarstufe 2 werden sie
nur bei wenigen Themen bendtigt: Gebrochen
rationale Funktionen, Hyperbeln, Partialbruchzer-

instrumentelles Verhdiltnis zur Mathematik durch-
und festgesetzt hat. Nun will ich nicht bestreiten,
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legung - und bis zur Sekundarstufe 2 ist es von
Klasse 8

aus ein weiter Weg. - Also liegt offenbar unsinni-
ges Vorratslernen vor und es stellen sich die Fra-
gen:.

Was gewinnt man fiir den Mathematikunterricht?
Ist das die Mathematik, die wir heute Schiilern
vermitteln sollten?

Hierzu wird aus einem Aufsatz von Enzensberger
zitiert:

Zugbriicke auler Betrieb
Die Mathematik im Jenseits der Kultur - Eine
AubBenansicht

,... Die Versdumnisse liegen tiefer und haben
dltere Wurzeln. Man kann sich fragen, ob es in
den ersten fiinf Jahren des Curriculums iiber-
haupt so etwas wie einen mathematischen Unter-
richt gibt. Was dort gelehrt wird, hat man friiher
vollig zu Recht als ,,Rechnen® bezeichnet. Auch
heute noch werden die Kinder jahrelang fast
ausschliefllich mit dden Routinen gepeinigt, ein
Verfahren, das auf die Epoche der Industrialisie-
rung zurtickgeht und inzwischen vollig veraltet
ist. Bis um die Mitte des 20.Jahrhunderts

verlangte der Arbeitsmarkt von der Mehrzahl der
Beschdiftigten nur drei rudimentdre Fertigkeiten:
Lesen, Schreiben und Rechnen. Die Elementar-
schule war dazu da, notdiirftig alphabetisierte
Arbeitskrifte zu liefern. Das diirfte die Erkldrung
dafiir sein, daf sich in der Schule ein rein

daf3 es sinnvoll ist, das Einmaleins zu beherr-
schen und zu wissen, wie man einfache Dreisatz-
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oder Bruchrechnungen auszufiihren hat. Aber mit
mathematischem Denken hat das alles nichts zu
tun. Es ist so, als wiirde man Menschen in die
Musik einfiihren, indem man sie jahrelang Ton-
leitern iiben ldfst. Das Resultat wire vermutlich
lebenslanger Haf3 auf diese Kunst.

Kindliche Faszinationen

In den hoheren Schulklassen geht es meist nicht
viel anders zu. Die analytische Geometrie wird
vorwiegend als eine Sammlung von Rezepten
behandelt, ebenso die Infinitesimalrechnung. Das
hat zur Folge, daf3 man gute Noten erzielen kann,
ohne eigentlich verstanden zu haben, was man
tut. Das gute Abschneiden sei jedem Abiturienten
gegonnt, um so mehr, da er auf Lehrplan und
Methode nicht den geringsten Einfluf3 hat. Nur
darf man sich nicht dariiber wundern, daf} ein
solcher Unterricht letzten Endes den mathemati-
schen Analphabetismus fordert. Seinen funktio-
nellen Sinn hat er ohnehin lingst verloren, weil

Was macht ein Computeralgebrasys-
tem mit Aufgaben wie sie oben ge-
nannt sind?

Aber auch die Bearbeitung der obigen Aufgaben
mit einem CAS scheint an dieser Stelle (Klasse 8)
nicht sinnvoll zu sein, denn die anderen genann-
ten Vorbehalte bleiben erhalten. Das zeigt unter
anderem:

Auch der Einsatz eines Computers ist kein Frei-
brief fiir die Arbeit mit Termen und deren Um-
formungen. Aussagen wie ,,Gute Schulrechner
machen aus Schiilern gute Rechner® sind abwegig
und nur eine (falsche) Werbung.

Man sieht: Vor dem Hintergrund der vielfach
verfiigbaren ~Computeralgebrasysteme (CAS),
aber auch bzgl. der heutigen Forderungen an eine
neue und verbesserte Aufgabenkultur stellt sich
die Frage nach der Relevanz von (stumpfsinni-
gen) Rechenverfahren. Hierzu gehoren in beson-
derem MaBe Termumformungen in der Sekundar-
stufe 1. Doch auch der Einsatz eines CAS wirft
viele Fragen auf - hier zum Beispiel: Wollte der
Lehrer das hier angegebene Ergebnis der Umfor-
mung von t(x)? Hat er nicht vielleicht das Ergeb-
nis (12x+7) / 6(x+1) erwartet?

sich die Standards des Arbeitsmarktes und der
Technik in den letzten Jahrzehnten entscheidend
verdndert haben. Kein Sechzehnjdhriger wird
einsehen, warum er sich mit langweiligen Be-
rechnungen abgeben soll, die jeder Kaufhaus-
Taschenrechner rascher und besser erledigen
kann.

Aber der tibliche Mathematikunterricht langweilt
nicht nur, er unterfordert vor allem die Intelli-
genz der Schiiler. Es scheint eine Idee der Pdda-
gogik zu sein, daf3 Kinder nicht in der Lage sind
abstrakt zu denken. Eher ist das Gegenteil rich-
tig. ... Wahrscheinlich ist ihre Aufnahmefiihigkeit
fiir mathematische Ideen iiberhaupt grofier als
die der meisten Erwachsenen; diese ndmlich
haben den iiblichen Bildungsgang bereits hinter
sich gebracht. Von den Beschidgungen, die sie
dabei erlitten haben, werden sie sich in den meis-
ten Fiillen nie wieder erholt haben...

Hans Magnus Enzensberger - Frankfurter Allge-
meine, 29.August 1998, Nummer 200
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Forderungen an den heutigen Mathematikunterricht

Aufgabenkaskaden

Auch die mehrseitigen Aufgabenkaskaden aus
Schulbiichern  zum  Thema  Terme/Term-
umformungen mufl man aus den oben genannten
Griinden verwerfen. Was fiir einen Eindruck soll
der Schiiler hier vom Nutzen und Wesen der
Mathematik gewinnen?

Beispiele aus Schulbiichern verdeutlichen die
héufige Praxis:
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1.2 Thesen Uber Terme und
Termumformungen

Die vorstehenden Uberlegungen und weitere
Analysen der Situation fithren zu einigen Thesen
zum Unterricht mit Termen:

(1) Der Unterricht tiber Terme und Termumfor-
mungen in der Sekundarstufe 1 besteht in erhebli-
chem MalBe aus unnétigem Vorratslernen fiir
spiteren Unterricht - hdufig noch weit iiber das
spiter Benétigte hinaus. Das trifft in besonderem
Male zu auf die systematische Behandlung von
Bruchtermen, Bruchgleichungen, Wurzeltermen
und Wurzelgleichungen.

(2) Terme sind nicht einfach da, wie es in den
Aufgabensammlungen der Fall ist! Terme er-
wachsen aus konkreten Problemstellungen.
Deshalb sollte man solche Probleme stellen, die
bendtigten Terme entwickeln und bearbeiten -
und dabei gleich auch noch den so wichtigen
Modellbildungsprozef iiben.

(3) Stupides Uben von Termumformungen hat
keinen Sinn und muf3 unterbleiben!

Deshalb: Termumformungen sollte man - von
Ausnahmen abgesehen - dort besprechen, wo sie
gebraucht werden.

(4) Terme sind jedoch eine wertvolle Vorschau
auf spiteren Unterricht. Die Mittel, um solche
Ausblicke schon in niedriger Klassenstufe mog-
lich zu machen, sind Reduktion der Inhalte und
insbesondere graphische Veranschaulichungen.

(5) Die Umformung von Termen im Hinblick auf
ihre problemgemidfe Auswertung ist ein komple-
xer Vorgang. So muf} es ein wesentliches Unter-
richtsziel sein, die Struktur von Termen erkennen
zu konnen, Regeln beachten zu kénnen und Kon-
trollmoglichkeiten zu kennen. Mit diesen Fahig-
keiten ist es dann auch méglich, Computeralgeb-
rasysteme zielgerichtet einzusetzen.

(6) Der Zeitpunkt des Einsatzes eines CAS muf
sorgfiltig gepriift werden. Im allgemeinen gilt:
Erst nach einfachen Beispielen mit Handrechnung
fiir einen Termtyp oder eine Gleichungsform kann
der Ubergang zum Arbeiten mit einem CAS er-
folgen. Kurz: Von der White-Box iiber die Grey-
Box zur Black-Box.

(7) Das Arbeiten mit dem CAS erfordert eigene
Strategien und Dokumentationsformen und muf
deshalb ebenfalls geiibt werden. Diese Form des
Ubens sollte mit gelegentlichen Handrechnungen
verbunden werden.

Aus all dem folgt:

Es heifit, Abschied zu nehmen von ei-
ner Unterrichtseinheit, die sich nur mit
Termen und Termumformungen als
Selbstzweck befafit. Terme und Term-
umformungen sind in groBere Zu-
sammenhiinge einzubetten.

2. Forderungen an den heuti-
gen Mathematikunterricht

2.1 Neue Unterrichtskultur

Der zukiinftige Mathematikunterricht wird stark
beeinflult durch die zur Zeit sehr intensive Dis-
kussion iiber die Verbesserung von Unterrichts-
und Aufgabenkultur (TIMSS-Studien) und durch
die Moglichkeiten des Computereinsatzes (iibri-
gens bei TIMSS vollig vernachlidssigt). Dieser
gewinnt seine Bedeutung insbesondere durch die
Computeralgebrasysteme mit ihren vielfiltigen
Veranschaulichungsmoglichkeiten. Abbildung
2.1.a veranschaulicht einige Problemzusammen-
hinge. Beim Thema ,,Terme - Termumformun-
gen” gibt es zahlreiche Gelegenheiten, um diese
neuen Intentionen zu
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verwirklichen. Hierzu nennen die Abbildungen
6.1.a und 6.1.b viele interessante mathematische
Themen.

Es fehlt jedoch noch ein durchgehendes Konzept,
wie man die verschiedenen Intentionen miteinan-
der vertriglich machen kann. Das betrifft insbe-
sondere die Forderungen nach

e offenem Unterricht mit neuer Aufgabenkultur
e Integration des Computereinsatzes in den
Unterricht (CAS)
o verstirktem Uben von Grundfertigkeiten
(wobei diese neu zu definieren sind).

Abbildung 2.1.a umreifit das vorliegende Span-
nungsfeld. Besonders der Umfang und die Art des
Ubens von Grundfertigkeiten machen Sorgen.
Was heiBt eigentlich Uben in den neuen Zusam-
menhingen? Beachten wir schon hier: Auch mit
Hilfe des Computers lassen sich mathematische
Grundfertigkeiten und hohere Strategien liben!

Forderung nach offenem
Unterricht

Die Uberlegungen zur Verringerung des Span-
nungsfeldes leiden auferdem darunter, dass der
durchgingige Einsatz von CAS und anderen
Tools iiber die einzelnen Klassenstufen hinweg
oder sogar bis zum Abitur keineswegs gesichert
ist. Unterschiedliche Einstellungen der unterrich-
tenden Lehrer und organisatorische Probleme
sind starke Hindernisse.

Bei einem durchgehenden Computereinsatz tritt
sofort das Problem auf, in welchen Situationen
man auf Handrechnungen oder -zeichnungen
verzichten kann, also den Computer damit beauf-
tragt. Das fiihrt dann zu einer Kapselung von
Teilen des mathematischen Wissens in Black-
Boxes und - konsequent weitergedacht - zu den
neuen unterrichtlichen Moglichkeiten durch die
héufige Verwendung von Bausteinen mit Parame-
tern [1], [2, [3]. - Hiertiber spiter mehr!

Abbildung 2.1.b symbolisiert den leider hidufigen
Mathematikunterricht, in dem der Schwerpunkt
des Arbeitens auf dem Rechnen liegt. Das Uben
erfolgt auch wieder in diesem Bereich und ist oft
als Selbstzweck angelegt.

Forderung nach Computerein-
satz (CAS und andere Soft-

ware)

Forderung nach verstirktem Uben von Grundfertigkeiten

von Hand

mit dem

Computer

White-Box - Black-Box Problematik

Abbildung 2.1.a: Spannungsfeld zwischen den Forderungen an den Mathematikunterricht
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Mathematikunterricht neuer Priagung stellt (offene) Probleme,

ibt deren Modellierung
benutzt den Computer zum Rechnen und hiufigen Veranschaulichen
ibt den sinnvollen Umgang mit dem Computer und

ibt auch die Interpretation und Darstellung des Arbeitsweges.

Neue Unterrichtskultur bedeutet u.a.

e offene und damit weit tragende Problemstellungen
e komplexere Problemstellungen

e die Verwendung offener Unterrichtsformen, wie z.B. projektartige Organisationsfor-

ment

Aufgabenlosen im Mathematikunterricht alter Pragung

Aufgaben stellen

durchgehende Beriicksichtigung von Schiilerkompetenz
angemessene Verwendung neuer Medien (Computer, Internet, Multimedia,...)
selbstindiges Arbeiten der Schiiler

experimentelles, entdeckendes Lernen

Finden verwandter Aufgabenstellungen durch die Schiiler.

Rechnen

hier liegt auch der

Losungen interpretieren
(nur selten praktiziert)

Schwerpunkt des Ubens

veranschaulicht wird nur selten

Probleme losen im Mathematikunterricht neuer Priagung

Probleme stellen und
finden lassen

Rechnen mit CAS unter Verwendung sinn-
voller Strategien (wenig Handrechnung)

Modellieren
iiben

Veranschaulichen ohne und mit Computer
iben

Losungen inter-
pretieren, Ar-
beitsweg reflektie-
ren und dokumen-
tieren

iiben

Abb.2.1.b: Probleme 16sen im Mathematikunterricht und die Rolle des Ubens

2.2 Neue Aufgabenkultur

Abbildung 2.2.a veranschaulicht die gegenwirtige Praxis der Aufgabenstellung im Ma-
thematikunterricht und zeigt Erweiterungen, die zu offeneren Aufgabenstellungen fiihren
konnen. Man wird daran erinnert, dass in der Unterichtspraxis zur Zeit vielfach mit stark
eingeschrinkten Aufgabenstellungen gearbeitet wird. Vorhandene Moglichkeiten, wie sie
in der Abbildung angedeutet sind, werden kaum ausgenutzt.
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noch mehr

rechnen

>

sehr hdufig
praktiziert

satz.

Rechnungen

Zeichnungen,
Veranschauli-

chungen ©

selten

Von der Zeichnung zur Rechnung: Ein kaum genutzter An-

Bislang kaum praktizierte Moglichkeiten sind:

Nur Teil-
rechnungen
durchfiihren
lassen.

Mathematische Texte zu den
Rechnungen und Veranschau-

lichungen verfassen: Erlduterung

von Ansédtzen und Strategien,

Interpretationen unter Verwen-

dung der Fachbegriffe.

Mit vorgelegtem Material ar-
beiten: Mit Buchtexten, Abbil-
dungen, Zeichnungen, vorstruk-
turierten Beweisen. Ergebnisse
oder (Teil-) Rechnungen erliu-
tern und interpretieren.

\

Hin zu einer neuen Aufgabenkultur /

Die Methode der Aufgabenvariation:

Die Schiiler (gelegentlich auch der Lehrer) werfen - ausgehend von einer vor-
liegenden Aufgabenstellung - verwandte Fragestellungen auf und versuchen

diese zu bearbeiten.

Abb.2.2.a: Aufgabenkultur - die Aufgabenstellungen sind hiufig stark eingeschrénkt

In Kapitel 3 finden sich zahlreiche konkrete Beispiele, die diese Ansiitze mit Inhalt

fiillen.

2.3 Konsequente Ausnutzung von
Schilerkompetenz

Offene Unterrichtseinstiege, etwa iiber komplexe
Problemstellungen, die auch aulermathematische
Aspekte in Betracht ziehen, erreichen weit mehr

Schiiler als das bei engen, streng an die Ma-
thematik angelehnten Problemen der Fall ist!

Damit ist fir den Unterricht zumindest in der
Phase des Ideensammelns (brainstorming) mehr
Schiilerkompetenz vorhanden. Durch geschickte
Steuerung des Lehrers geht es nun darum, dieses
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Anfangsinteresse fiir die langerfristige Motivation
und damit auch fiir die mathematischen Lernziele
zu nutzen. Das kann nicht erreicht werden, indem
man sich sofort auf die mathematischen Aspekte
zuriickzieht, sondern auch einmal Ideen verfolgt,
die ficheriibergreifend sind. Dadurch darf man
sich erhoffen, mehr Schiiler als gewohnlich auch
fir den mathematischen Anteil am Gesamtprob-
lem zu interessieren.

Bei einem derartigen Ansatz zeigt sich erfah-
rungsgemif} immer wieder, daf3 eine breite Schii-
lerkompetenz fiir die verschiedensten Bereiche
vorliegt. Diese gilt es auszunutzen, indem man sie
im Unterricht allen Beteiligten zur Verfiigung
stellt.

Der Schiilerspezialist bringt sein Wissen ein

* im Unterrichtsgespréch,

® in Form eines Vortrags,

® Dbei der Partnerarbeit,

e durch Hilfestellung fiir andere Schii-
ler(gruppen) usw.

Der bessere Schiiler oder der Schiilerspezialist
wird zum ''Hilfslehrer'" - nach dem Motto:
,»Schiiler unterrichten Schiiler*,

in Bereichen, in denen dem Lehrer moglicherwei-
se Kompetenz fehlt, aber auch in Bereichen, in
denen er diese Kompetenz durchaus hat! Der
Lehrer muf3 ja aus piddagogischen Griinden nicht
alles von sich geben, was er zu dem Thema weil3!

Steuerung des Unterrichts und der Unter-
richtsinhalte durch die Schiiler bedeutet
gleichzeitig mehr Motivation der Schiiler!

2.4 Projekte im Mathematik-
unterricht

2.4.1 Grundlagen, Ziele

Im Mathematikunterricht iiberwiegt in der
Regel die relativ eng an den Inhalten des
Lehrplans ausgerichtete Arbeit. Die behandel-
ten Themen haben meistens eine geringe Weite,
problemorientierte, offene Ansitze sind selten.
Die vorherrschende Unterrichtsform ist das Un-
terrichtsgespriach. Ein mathematisches Projekt, in
dem ein Team an einem komplexen Problem
(héufig realitidtsnah oder auch innermathematisch)
arbeitet, setzt ein entsprechendes Engagement des
Lehrers voraus und erfordert einigen Mut dessel-
ben.

Fiir den Lehrer bedeutet das

e sich neuen Anforderungen didaktisch-
methodischer Art zu stellen

e iiberraschende Situationen und Probleme zu
bewiltigen.

Die Erfahrung zeigt, dass Projektunterricht fiir
alle Beteiligten besonders interessant ist. Er
bringt aber auch etliche Schwierigkeiten mit sich;
auf diese wird unten niher eingegangen. Wir
formulieren zunéchst einige Intentionen von Pro-
jektunterricht, die nicht nur auf den Mathematik-
unterricht zutreffen.

Mit der Projektarbeit werden neben

den mathematischen Zielen all-

gemeine Ziele angestrebt, u.a.:

e Teamféahigkeit entwickeln

e diverse Arbeitsmittel benutzen konnen

e Gewinnung und Auswertung von In-
formationen tiben

e Kritikfahigkeit zu eigener und frem-
der Arbeit entwickeln

¢ Artikulationsfahigkeit entwickeln

e gemeinsam gewonnene Arbeitsergebnisse
integrieren kénnen

e Produkte zur eigenen Verwendung oder zur
Benutzung durch andere Personen bzw. Lern-
gruppen erzeugen.

Mit diesen Zielen, die sich auch in der Sekundar-
stufe 1 erreichen lassen und also auch dort schon
geiibt werden sollten, gewinnt der Pro-
jektunterricht gerade fiir die heutigen Uberlegun-
gen zu einem modernen Mathematikunterricht
eine grof3e Bedeutung.

2.4.2 Der Ablauf eines mathemati-
schen Projekts

Der im Folgenden angebotene Projektablauf
(Abb. 2.4.3.a) muB nicht fiir jedes Projekt gelten.
Dennoch nennt die Abbildung wichtige Aspekte

fiir viele Projekte. Fiir die Sekundarstufe 1 muss

dieser Ablaufplan mit seinen Aufgaben und An-
forderungen passend reduziert werden.
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2.4.3 Die Rolle des Lehrers bei
Projektarbeit

Aus groBleren Projekten, etwa auch aus dem In-
formatikunterricht, ist der Begriff des Projektma-
nagements bekannt. Ein Projektmanager hat die
Aufgabe, das Projekt zu fiihren und zu verwal-
ten. Er ist verantwortlich fiir die Organisation und
Vorgehensweise der Projektgruppe und muss in
der Lage sein, Probleme zu erkennen, sich um sie
zu kiimmern und sich mit seinen Mitarbeitern um
systematische, konstruktive Losungen zu bemii-
hen.

Bei mathematischen Projekten hat der Lehrer

insbesondere folgende Aufgaben zu iiberneh-

men:

e Auswahl des Projektthemas, jedenfalls in den
meisten Féllen

Aufteilung in Gruppen, ggf. in Zusammenar-
beit mit den Schiilern

Leitung bei der Prizisierung von Aufgaben-
stellungen

Leitung gemeinsamer Diskussionen
Organisation von Zwischenberichten
Bereitstellung von den Schiilern unbekannten
mathematischen Hilfsmitteln

Bereitstellung von Medien

Hilfestellung durch Hinweise auf geeignete
Computerprogramme und Bedienungshiweise
und beim Finden schwieriger Ansitze, z.B. in
in mathematischen Detailfragen und bei der
Dokumentation

Phase 0: Projektvorbereitung (Vorkenntnisse, organisatorischer Rahmen, vorhandene Software)

Phase 1:

oder fachiibergreifend)
| Brainstrorming

——— Offene (komplexe) Problemstellung (meistens durch den Lehrer, moglichst gebietsiibergreifend

Ordnen: Zerlegung des Problems in Teilprobleme
———  Auswahl von Teilproblemen zwecks Bearbeitung, Prizisierungen

| Festlegung der Teamstruktur, Gruppeneinteilung

Phase 2: Arbeit in den Gruppen (ggf. Lehrerhilfe)

,,Uberwa— - Materialbeschaffung
I « - Benutzung von Hilfsmitteln (Computer,...)
chung O
durch d - Kommunikation mit anderen Gruppen
Qi el - Dokumentationsarbeiten
Lehrer als Zwischenzusammenfassungen
APrOjekt— - Berichte, Kritik
manager - neue Direktiven vom Team bzw. dem Lehrer

Phase 3: Integration der Arbeitsergebnisse

- Endberichte

- Vorlegen der Dokumentationen, Ergénzungen, Zusammenstellung
- Beurteilung und Wertung, Kritik

- Ordnen

Phase 4: Der weiterfiihrende mathematische Ertrag (hier ist
stirkere Lehrerhilfe notig)

- Ordnen der mathematischen Ergebnisse, Lehrplanbezug

- Einordnen in groflere Zusammenhénge

Abb.2.4.3.a : Ablauf eines mathematischen Projekts
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2.4.4Die Rolle der Schiler und ihre Teamfahigkeit

Auch die Schiilerrolle verdndert sich gegeniiber dem ihnen sonst gebotenen Unterricht.
Man darf deshalb nicht erwarten, dass der in einer Lerngruppe erstmalige Einsatz von Pro-
jektunterricht sofort von den Schiilern in der gewiinschten Weise praktiziert werden kann.
Umso wichtiger ist es, den Schiiern bei ihrem Projekt das Besondere dieser Arbeitsform zu
verdeutlichen.

Teamfihigkeit gehort heute zu den Schliisselqualifikationen vieler Berufe und sollte auch
schon in der Sekundarstufe 1 trainiert werden

Teamfihigkeit bedeutet
e Artikulationsfahigkeit zum Vertreten eigener Meinungen und Aufnahmefihigkeit fiir
andere Meinungen sowie Kritikfdahigkeit eigener und fremder Arbeit gegeniiber entwi-

ckeln,

¢ kooperatives Arbeiten und Konfliktbewiltigung in einer Gruppe.

Damit wird deutlich, dass durch das Trainieren von Teamfihigkeit fiir den gesamten
Schulalltag wichtige Verhaltensweisen geiibt werden.

2.5 Computereinsatz

2.5.1 Computeralgebrasysteme -
der TI-92 als Werkzeug in der
Sekundarstufe 1

Die Verfiigbarkeit von Computeralgebrasystemen
(CAS) und Geometriesystemen auf Personalcom-
putern und auf Taschencomputern dndert den
Mathematikunterricht in erheblichem Mable.
Hiervon sind alle Gebiete der Schulmathematik
betroffen, sofern man nur gewillt ist, die neuen
Moglichkeiten auch zu beriicksichtigen. Dabei
handelt es sich nicht nur darum, den Computer als
reines Rechen- oder Zeichenhilfsmittel zu benut-
zen; es geht besonders darum, neue Methoden zur
Gestaltung des Mathematikunterrichts zu entwi-
ckeln, die den Moglichkeiten des Computerein-
satzes gerecht werden.

Der Einsatz von Computeralgebrasystemen dient
zu allererst dem Ziel, Mathematikunterricht zu
verbessern.

In dem vorliegenden Heft wird an Beispielen zum
Unterricht tiber Terme gezeigt, wie man das klas-
sische Unterrichtsthema mit den heutigen Hilfs-
mitteln behandeln kann. Der Computer spielt
seine Rolle als Rechen- und Zeichenhilfsmittel,
insbesondere aber als wirkungs-

volles Experimentiergerit. Als Werkzeug wird
hier der Taschencomputer TI-92 mit seinem CAS
benutzt. Andere Werkzeuge arbeiten dhnlich. An
verschiedenen Stellen werden aus der Erfahrung
erwachsene methodische Hinweise zum Einsatz
von CAS gegeben. Insbesondere wird auf die
Uberlegungen iiber ,Terme als CAS-
Bausteine* hingewiesen, die vollig neue Vor-
gehensweisen im Unterricht ermdglichen. Man
beachte hierzu auch die Literaturhinweise.

Der heutige Informatikunterricht arbeitet viel
mit Tools (Werkzeugen) und dem Prinzip des
Einsatzes wiederverwendbarer  Bausteine
(Modulbibliotheken mit Prozeduren). Diese Bau-
steine werden hidufig als Black Box benutzt, von
der man nur ihre Arbeitsweise, nicht jedoch den
inneren Aufbau kennen muf. Das fiihrt insgesamt
dazu, dass Problemlosungen schneller erarbeitet
werden konnen, Detailprogrammierung ist weit-
gehend iiberfliissig geworden.

Eine ihnliche Arbeitsweise ist nun auch im
Mathematikunterricht moglich, denn Compu-
teralgebrasysteme stellen zahlreiche Bausteine zur
Verfiigung und weitere Bausteine konnen vom
Benutzer selbst definiert werden. Abbildung
2.5.1.a zeigt in einem groben Uberblick wie die
Arbeit unter Einsatz von CAS ablaufen kann.
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Abbildung 2.5.1.b geht detailliertier auf Terme, Das CAS ersetzt in vielen Bereichen die Handar-
Termumformungen und Termeinsetzungen ein. beit.

Problemlosen mit Computeralgebrasystemen und ihren Bausteinen

Das Problem
Modellbildung
Die Bausteinkiste enthilt

Der Griff in die
Bausteinkiste wiederverwendbare,

vordefinierte Bausteine
Die geschickte
Auswahl von und
Bausteinen

selbstdefinierte Bausteine
Problemangepal3te

Aufrufe -
passende Wahl
der Parameter

Andere Bearbeitungsmethoden
einsetzen

ohne Computer - mit Computer -
ggf. Definition neuer Bausteine

Arbeit an der
Problemldsung

Ergebnisse ermitteln Ergebnisse dokumentieren
Ergebnisse interpretieren Riickkoppeln, neu rechnen / zeichnen

Abb.2.5.1.a : Problemldsen mit CAS und ihren Bausteinen
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Die Rolle des Computers beim Thema ,,Terme*

und bewerten

Terme, Termumformun-
gen, Termeinsetzungen
e Probleme stellen, modellieren,
bearbeiten und I6sen

® Die Losungen interpretieren

Abb.2.5.1.b: Probleme mit Termen bearbeiten

Terme Term-Rechengesetze
Gleichungen Term-Einsetzungsregeln
Ungleichungen e die Arbeit auf den
Objekten, Termumformungen,
die mathematischen Termeinsetzungen
Objekte ® die mathematischen
GesetzmiBigkeiten
> V < 3
Computer Handarbeit
als Werkzeug und nur fiir einfache Rechnungen
Experimentiergerit p und Zeichnungen
e Computeralgebrasystem
o Grafik und nicht fiir sture Recheniibun-
gen

Der wichtigste Baustoff der Sekundarstufe 1 sind die Terme in vielfiltigen Verbindungen.
Sie erweisen sich bei der Modellierung von Problemstellungen immer wieder als niitzlich.
Auf ihnen operieren je nach Problem in vielféltiger Form Verkniipfungen, die vom Com-

puteralgebrasystem bereitgestellt werden.
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2.5.2 Auswirkungen des CAS-Einsatzes auf den Mathematikunterricht

Auswirkungen des Computereinsatzes auf den Mathematikunterricht

methodisch und

didaktisch organisatorisch
alte Inhalte in neue Inhalte Begriffsbildung experimentelles Lernen
neuem Gewand - Numerik Regellernen Demonstration
- Graphik Uben Partenerarbeit
- Simulation Problemldsen individuelles Lernen
- entdeckendes Lernen

(" mehr Anwendungen
mehr Modellbildungen
L mehr Interpretationen

mehr Algorithmen
weniger Handrechnung
weniger Taschenrechner

groflere Aufgabenvielfalt
andere Klausuren
andere Ubungen

( PR
mehr Kreativitit
hoherer Anspruch an Lehrer und Schiiler
mehr Motivation

andere Hausaufgaben

didaktische und methodische Bereicherung

Abb.2.5.2.a: Auswirkungen des Computereinsatzes auf den Mathematikunterricht

Computereinsatz macht den Mathematikunterricht
spannender und abwechslungsreicher und ermog-
licht stirkeren Anwendungsbezug und groBere
Problemorientierung.

Neue Anspriiche an den Mathematiklehrer

Die oben zusammengestellten Auswirkungen des

Computereinsatzes im  Mathematikunterricht

filhren zu neuen Anspriichen an den Mathematik-

lehrer. So mufl er Antworten auf Fragen finden,

wie z.B.

®  Wie geht man mit Anwendersoftware um?

® Wie gestaltet man Ubungsphasen?

® Welche Hausaufgaben stellt man?

* Wie werden Klausuren mit Computereinsatz
konstruiert?

®  Wie nutzt man die Computerkenntnisse der
Schiiler?

®  Welche Arbeitsform wihlt man bei Compu-
tereinsatz?
Wie motiviert man Beweise?
Wie gestaltet man die Ergebnissicherung?
Wie gestaltet man Erfolgskontrollen?

e Wie bewertet man Schiilerleistungen am
Computer?

® Wie kommt man in den Computerraum?

usw.

Der im Mathematikunterricht eingesetzte
(gra-phische) Taschencomputer bedeutet eine
erhebliche Erweiterung der didaktischen und
methodischen Maoglichkeiten - insbesondere,
wenn auf ihm auch Systeme zum symbolischen
Rechnen (CAS, Computeralgebrasysteme) zur
Verfiigung stehen!

Der im Mathematikunterricht eingesetzte Ta-
schencomputer bedeutet aber auch die Gefahr
eines Riickfalls in heute unerwiinschte Methoden,
wenn man mit ihm zu ausgiebig programmiert.
Dann geschieht das nidmlich in einer Weise, die
in der Informatik gerade bekdmpft wird: Es wer-
den schlecht strukturierte Programme geschrie-
ben, die Programme sind maschinenabhéngig und
es finden kaum Zerlegungen in Teilprobleme
statt. Auch werden haufig Spriinge im Programm
verwendet.



Offener Unterricht mit Termen

17

3. Offener Unterricht mit Termen -

Vorschlage fir die heutige Unterrichtspraxis

3.1 Grundlegende Ideen des Unterrichtskonzepts

Aus den oben genannten Thesen iiber Terme und Termumformungen erwichst ein methodi-
sches Konzept unter Beriicksichtigung der in Abbildung 3.1.a genannten Aspekte.

A

v

A

A

v Vv

Terme und Termumformungen unter neuen Aspekten be-
wusst auswihlen! Dabei stehen nicht

so sehr die Handrechnungen zu
Termumformungen im Vordergrund, sondern die Terme -
wo und wie sie jetzt und spéter auftreten und wi€ man sie

bearbeiten und auswerten ka

e

Viele Terme und Termumformungen konnen ersatzlos ge-
strichen werden, weil sie nie oder erst viel spiter eine Rolle
spielen! - Termumformungen zum Uben von Handrech-
nungen unterbleiben weitgehend.

Abb. 3.1.a: Das Unterrichtskonzept ,,Terme und Termumformungen*

Terme auswéhlen aus
auBler- und innermathe-
matischen Anwen-
dungsfillen und diese
beriicksichtigen

- aus der Sek.1
- aus der Sek.2
- aus Zeitung,
Zeitschriften
- aus Biichern

- Sonstiges

Mit neuer Aufgabenkul-
tur arbeiten, d.h. in der
Regel gehen wir von
offenen oder sich o6ff-
nenden Problemen aus,
bearbeiten diese gele-
gentlich von Hand, aber
hiufig mit dem CAS
und nutzen die vielen
Veranschaulichungs-
moglichkeiten.
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Der mathematische Hintergrund aller
Uberlegungen sind die

Gesetze fiir das Rechnen mit Variablen
und Termen sowie die Termeinsetzungs-
regeln

Kommutativgesetze
a+b = b+a, ab =Dba

Assoziativgesetze
(a+b)+c = a+(b+c) = a+b+c,
(ab)c = a(bc) = abc

Distributivgesetz
a(b+c) = ab+ac

Der methO(.i'ische Hintergrund
aller Uberlegungen

Neue Unterrichtskultur ~ Neue Aufgabenkultur
Neues Uben Verkniipfung von Hand-

und Computerarbeit
Schiilerzentrierung

Die Gesetze fiir das Rechnen mit Variablen wer-
den in der Regel in Klasse 7 abgehandelt. Zur
Erweiterung der Gesetze auf Terme werden die
Variablen a,b,c durch Terme T1, T2, T3 ersetzt.

Es sind im Zusammenhang mit dem Termbegriff
im Wesentlichen fiinf grole Bereiche, denen
immer wieder bei verschiedenen Anlédssen unser
Augenmerk gilt:

Terme ‘Wo kommen sie her?
‘Wozu braucht man sie?
Termeinsetzungen Sie sind notig, um

Probleme bearbeiten
und auswerten zu kon-
nen.

Termumformungen Sie sind notig, um
Probleme bearbeiten
und auswerten zu kon-

nen.
Gleichungen zwischen | Terme miteinander
Termen vergleichen, Aquiva-
lenzumformungen
durchfiihren
Termstrukturen Man muB sie erkennen,

um mit Termen umge-
hen zu konnen.

Die methodischen Uberlegungen orientieren sich
besonders an fiinf Themenkreisen:

Der Begriff des Terms wird als Bezeichnung fiir
mathematische Ausdriicke eingefiihrt - am besten
durch Beispiele. Zwei Terme T1 und T2 heilen
dquivalent (in der Grundmenge G), wenn die
Gleichung T1 = T2 allgemeingiiltig in G ist.

Terme sollten schon friihzeitig in einer Schreib-
weise abgekiirzt werden, die die verwendeten
Variablen bzw. Parameter erkennen ldft. Dabei
wird die Sprechweise ,,Term an der Stelle” ver-
wendet.
Beispiel 1: Fiir die Oberfliche eines Quaders
haben wir den Term O(a,b,c) = 2(ab+ac+bc)
kennengelernt.
e Berechne nun O(5,3,4). - Term an der Stelle
a=5, b=3, c=4.
¢ Ermittle die Kantenldnge a aus
0O(a,4,5) = 120.

Beispiel 2: Berechne den Funktionswert an der
Stelle 5, kurz (5), fiir f(x) = 1/x.

Beispiel 3: f(a,b.x) = (a-x) * (b-x).
e Berechne f(a,10,3)

Ein derartiges Vorgehen wird sich spiter bei den
verschiedensten Problemstellungen und insbeson-
dere auch in der Sekundarstufe 2 auszahlen!

Computeralgebrasystem-Bausteine

Fiir die Verwendung eines Computeralgebrasys-
tems (CAS) - aber auch sonst - wird sich das
Arbeiten mit Bausteinen als eine besonders mich-
tige Methode erweisen (siche Kap.2.5).

Bausteine

e werden definiert oder sind schon vorhanden,
e werden fiir Problemldsungen aufgerufen,

e dienen der Strukturierung von Sachgebieten,
e werden analysiert.
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3.2 Offener Unterricht mit Termen -
Anregungen zum Computereinsatz

3.2.1.1 Flachenberechnungen

Der Geometrieunterricht in der Sekundarstufe 1
liefert uns zahlreiche Formeln, die unter dem
Aspekt ,,Terme* verwendbar sind. Wir benutzen
hier ein Beispiel zur Flachenberechnung.

Beispiel: Der Term a® - b®

(a-b)/2

a’2-b"2

a*(a-b) + 2*b*(a-b)/2

Abb.3.2.1.a Verschiedene Fldchenberechnungen

Man kann z.B. so rechnen (oder von einem CAS
bestitigen lassen):

Terml(a,b) = 2a(a-b)/2 + 2b(a-b)/2 = a’ - b*

Term2(a,b) = (a-b)a + (a-b)b = a-b

Term3(a,b) = a(a-b) + 2b(a-b)2 = a’-b’
2

Term4(a,b) = 4 ((a+b)/2 * (a-b)/2 )= a*-b’

Der Term lésst sich fiir a,b > 0 und a > b deuten
als eine Flacheninhaltsberechnung, ndamlich der
Differenz zweier Quadrate. Die Aufgaben

e Berechne die Differenz der Quadratflichen
auf unterschiedliche Weise.

e Zeige, dass sich alle Terme zu a% - b% umfor-
men lassen.

fithren auf (fiir die Schiiler dann sehr einsichtige)
die Aquivalenz von Termen.

(a-b)*b + (a-b)*a

#((a+b)/2 * (a—b)/Z)/

4 Trapeze

I‘Fim‘l’ Fer Trsv‘l’ P TE FB
= |[Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElear‘ a—Z...
- LA3) . 0 A O Bl 20

z 2

Z g1

[a+bl-fa-b
mla-blra+la-blb [a+blfa-b
wa(s-bye 2020 (a+b)(a-b

2 ek
g2 (a+b)(a-b

MAIW EAD AUTO FUMC 4/30
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Schon an diesem Beispiel ldsst sich gut zeigen,
dass ein Computeralgebrasystem diverse Auswir-
kungen auf den Unterricht haben kann:

(1) Zunéchst fallt auf, dass der Rechner in keinem
Fall das Ergebnis a’- b’ liefert, sondern den i-
quivalenten Term (a+b)(a-b). Erst die Anweisung
expand((a+b)(a-b)) fiihrt zu dem erwarteten Er-
gebnis.

(2)Weiterhin sieht man, dass die Terme in anderer
Schreibweise iibernommen werden als sie einge-
geben wurden. - Wieder ist Erkldrungsbedarf
vorhanden: Sind die Terme dquivalent?

Wir sehen schon hier:
Die Arbeit mit dem CAS erfordert ein vertieftes
Verstindnis des Aufbaus von Termen!

Wir betrachten nun einen weiteren Aspekt: Hierzu
definieren wir einen CAS-Baustein.

3.2.1.2 Der CAS-Baustein
bau(a,b) := a® - b’

Hinweis: Uber die Arbeit mit CAS-Bausteinen

wird in den Kapiteln 2.5 und 3.2.12 genauer in-

formiert.

I‘Fi ]’ FeT Trsv]’ i T FE T F&
- E Algebra|Calc|Other |Prgnld|Clear a—z...]

la+b]l-(a-b)l+baula,b) Doke,
" baula, b [a+bl(a-b)
= hauid. 1, 3.1) F.Z
= hauiFe, 1) GOE3

B hauiF-a, -4-b
Error: Circular definition
B haui3 -, -4y (Z-x—-4-9)-(3T-x+4-4)

expandChautI*x, “d¥yd>
MAIN ERD AUTO FUMC B/Z0

Wir werden sehen: Friihzeitiges Arbeiten mit
Parametern (schon in Klasse 7!) gehort zu den
Fundamenten eines modernen Mathematikunter-
richts!

Einige Bausteinaufrufe zeigen seine Einsatzmog-
lichkeiten.

Bausteinaufruf Bedeutung Ergebnis
bau(4.1,3.1) (4.1+3.1)(4.1-3.1) 7.2
bau(70,1) (70+1)(70-1) 4899

Wie geht das mit Kopfrechnung?

bau(3x,-4y) (3x-4y)(3x+4y) 9x>-16y>
Einsetzung von Termen in einen Baustein.

bau(3a,-4b) Fehlermeldung: Circular definition
Laut Handbuch zum TI-92: Zirkuldre Definition:

Diese Meldung weist darauf hin, dass bei einer

Vereinfachung eine Endlosersetzung von Vari-
ablenwerten auftreten wiirde, wodurch der Spei-
cherplatz erschopft wiirde. Beispiel a+1—a,
wobei a eine unbestimmte Variable ist, fiihrt zu
diesem Fehler.

Wenn bei unserem Beispiel fiir a nun stets 3a und
fiir b stets -4b eingesetzt wiirde, kdme es in der
ersten Klammer (a+b) zu folgenden Termen
3a-4b, 3(3a) - 4(-4b), 3(3(3a)) - 4(-4(-4b)) usw.
und man ahnt, was passiert.

Wir betrachten weitere Bausteinaufrufe und er-
kennen neue Moglichkeiten, die uns Vernetzun-
gen zu anderen mathematischen Gebieten aufzei-
gen.

Ergebnis

Bausteinaufruf Bedeutung

bau(x,1) (x+1)(x-1) x>-1
Hierbei ergibt sich eine Vernetzung mit folgenden
Themen: Linearfaktoren, Parabeln, Nullstellen,
graphische Darstellung.

solve(bau(x,1)=0,x) Lose (x+1)(x-1)=0 x=1

oder x=-1
Hier wird der Baustein beim Losen einer Glei-
chung verwendet.

bau(x,x) (x+Xx)(x-X) 0
Warum ergibt sich bei gleichem Parameterwert
stets 0? Und wie es es bei bau(x,-x)?

Aufgabenvariationen

a’-b’= (atb)(a-b) => (a’-b%)/ (a-b) = (a+h).

e Was ergibt sich fiir (@®-b*)/(a-b) ?
Oder

e Zeige durch Handrechnung, dass
(a-b)(a*+ab+b*)=(a’-b’) gilt.

Ungerade Zahlen lassen sich als Differenz

zweier Quadratzahlen schreiben

e Es wird behauptet, dass sich jede ungerade
Zahl als Differenz zweier Quadratzahlen
schreiben 1dBt. Uberpriife die Aussage. Uber-
lege, wie sich hierfiir das CAS einsetzen lésst.

Die Schiiler finden durch Probieren zum Beispiel
21 =25-4 =5%2% oder auch 21 = 11°-10°.

Wie kann man das systematisieren - eine Methode
fiir andere Fille finden - einen Algorithmus dafiir
entwerfen?

Der eventuelle ntige Hinweis auf die binomische
Formel a’-b” = (a+b)(a-b) fiihrt zu



Offener Unterricht mit Termen 21

52.2% = (542)*(5-2) = 7*3, also zu der Idee der
Zerlegung von 21 in 7*3. Und offenbar ist das
verwendete a=5 die Mitte von 7 und 3, also
(7+3)/2.

Weitere Beispiele ergeben die Strategie bzw. den
folgenden Algorithmus:

Wir sind auf der Suche von a und b in der bino-
mischen Formel a’-b” = (a+b)(a-b)

(1) Zerlege die gegebenen Zahl in Primfaktoren:
147=3%7*

(2) Suche die Mitte von 3 und 72
(3+49)/12 = 26.
Damit ist a=26 gefunden.

(3) Suche b:
b=26-3 oder b=49-26.
Damit ist b=23 gefunden.

(4) (a+b)(a-b) = a>-b* benutzen:
(26+23)(26-23) = 26>-23>
Also 147 =26%-23

Nach der Entwicklung der Losungsideen kdnnen
wir das CAS einsetzen:

|’F1 T Fer T r3~r*|’ Fi+ T FE T FE
- E AlaebralCalc|0ther |PramI0|Clear a—z...]
bal

Fhaulis, 1)

® factord 147) 378
z
724z
- 26
mIE -3 23
 baul 26, 235 147
mogd o p3? 147
HMAlW FAD ALTO FUMC 16/%0

Wieder ergibt sich eine Moglichkeit, tiber enge
Grenzen einer Problemstellung, wie sie in der

Regel im herkommlichen Unterricht gesetzt wer-
den, hinauszukommen:

|’F1 T Fer T Fiv T Fi~ T FE T F& ]
- E Algebra|Calc|Obher|Praml0|Clear a-z..
= factorg 1050 375
B pegnl L3 353 19
m13-3 16
m19%- 162 165
Bpeanit2d 23 1 3 -4 G515
HAIN FAD AUTD FUHC E/50

In obigem Bildschirmabdruck haben wir einen im

CAS vorhandenen Baustein ,,mean‘ (Mittel-wert)

benutzt. Mit dessen Hilfe sind nun wieder Ver-

netzungen moglich:

e zu anderen Aufgabenstellungen, den Mittel-
wert betreffend und dabei auch

e zu Einblicken in statistische Fragestellungen.

Eine weitere Aufgabenvariation:
Der Term D(n) = (n+1) 2 - n? stellt fiir alle natiir-
lichen Zahlen n die Differenz der Quadrate zweier
aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen dar.
Welche Zahlenmenge liefert D(n)?

D(n) = (n+1) 2. n®=2n+l. D(n) ist also immer
eine ungerade Zahl!

Die Umkehrung : Es sei D(n) eine ungerade Zahl,
z.B. D(n)=15; also 2n+1=15 bzw. n=7., Dann
gilt D(n) = 8- 7%

Zusammenfassung: Der Term T(a,b)= a® - b
liefert zahlreiche Interpretationsmoglichkeiten
und fiihrt je nach Parameterbelegung und Deu-
tung zu unterschiedlichen Fragestellungen und
Bearbeitungen.
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3.2.2 Abzahlprobleme

OO00O0O0O0OO0OOO
OO0O00O0O0O0O0OO00
OO0O00O0O000O0OOO
OCO0O0OO00O0O00
OO00O0OO0OOOO0
OO000O0OO00O0OOO
OO000O0O0O0O00OQOO

O000O0OO00OO00
OO0O00OOO0O0OO0OO

OOO0O0OO0O0O0OO000
OO0O0O0O000O00O00
OO0O0OOO0OO OO0

Abb.3.2.2.a

Abzihlvorginge sind sehr geeignet, um Terme
einerseits zu erzeugen und dann auch umzufor-
men.

Kreise zihlen

Abbildung 3.2.2.a zeigt n Kreise in jeder Zeile
bzw. Spalte. Es geht nun darum, diese auf ver-
schiedene Weise abzuzdhlen. Einerseits ist das
Ergebnis n*2 unmittelbar einsichtig, aber andere
Terme sind ebenfalls denkbar. Termumformun-
gen zeigen die Aquivalenz der Terme. Die Schii-
ler konnen z.B. feststellen:

a; =n% a=2n+2n2) + (n-2) >
a; =(0-2)" +4(n-1)
=2n+2n-4+n°-4n+4
= nz-4n+4+4n-4
=n

Die Offenheit der Problemstellung wird durch

folgende Aspekte bewirkt:

e FEs gibt viele Terme, Rechenfehler werden
,von allein“ deutlich!

® Andere Figuren konnen betrachtet werden
Veranschaulichungen sind gut moglich und
sie zeigen, dass die Terme dquivalent sein
miissen.

00000000000
OO0O0O0OO0OOO0O
OO00O0O000OO0O
OO0 O0O0O0O0O0O
OO0O0O0OOO0O0O00O
OOO0O0O0000OO0O
OO0 O00000OQO

OO0 0000O00O0O
OCOOO0OO00OOO

OO000000000
OO0 0000000
00000000000

0000000000

00000000000

Hindeschiitteln - ein bekanntes Prob-

lem

In einem Raum versammeln sich n Personen, jede
schiittelt jeder Person die Hand. Wieviel mal wird
hiandegeschiittelt?

S(n) =n(n-1)/2; oder auch

S(m) =(m-1)+n-2)+... 3+2+1

Wie grof3 ist S(n) an der Stelle n=12, also S(12)?

Der Héndeschiittel-Graph

Hierzu wird S(n)=n(n-1)/2 fiir eine bis zehn Per-
sonen im Koordinatensystem (Anzahl der Perso-
nen, Anzahl Hindeschiitteln) dargestellt. Die
Werte konnen aus der Zeichnung abgelesen wer-
den.

Aber auch eine Wertetafel ist in dieser Situation
sinnvoll.

n 1 2
Sm) 0 1

Fragestellung erweitern

(1) Kann es sein, dass 235 mal Hinde geschiittelt
wurden?

(2) a Frauen und b Minner kommen in den Raum.
Jeweils nur Frauen und Minner schiitteln sich die
Hand!
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Der Héndeschiittel-Graph

=1 )

2o

=n]

15

10

—q ) = L3 i | =] =] = 2] B 10
Anzahl der Diagonalen im n-Eck
An einer Zeichnung kann man sich iberlegen, Weg 2:

dass D(n) = (n-3)+[(n-3)+(n-2)+...434+2+1]
= (n-3)+(n-3)(n-2)/2 = (n-3)n/2

Aufgaben

Zeichne ein n-Eck und die moglichen Diagonalen.

Begriinde den Term T1.

T1(n) = (n-3)+((n-3) + (n-4) + (n-5)+.. . +2+1).

Gegeben ist auch der Term T2(n), wobei gilt

T2(n) = (n-3)+(n-3)(n-2)/2. Zeige durch Einsetzen

von Werten, dass die Terme T1 und T2 offenbar

dquivalent sind.

n 3 4 5 6 7 8

TL 0 2 5 9 14 20

T 0 2 5 9 14 20

e Berechne jeweils den Abstand zweier aufein-
anderfolgender Glieder.

e Forme den Term T2(n) noch weiter um. Das
Ergebnis:ist T2(n) = (n-3)n/2.

e Stelle eine Wertetafel fiir beide Terme auf.

Fertigkeiten bei den hier nitigen Termumfor-
mungen (geschickt - ungeschickt)

Der eben benutzte Term (n-3) + (n-3)(n-2)/2 zeigt
die Moglichkeiten und die notigen Fertigkeiten
fir Termumformungen:

Weg 1:

@-3) + 0-3)(n-2)/2 = [2(n-3) + (n-3)(n-2)] /2 =
(0-3)(2+(n-2)) /2 = (n-3) n /2,

Hauptnenner, im Zahler ausklammern, im Zéhler
zusammenfassen, das ist geschickter als Weg 2:

(0-3) + (0-3)(m-2)/2 =[2(n-3) + (n-3)(n-2)] /2
= [2n-64+n"2-3n-2n+6] /2
=[n"2-3n] /2 =n(n-3) /2.

Wieder kann ein Graph erstellt werden, den man
mit dem beim Hindeschiittelproblem vergleichen
kann - ggf. kann man die beiden Graphen in das-
selbe Koordiantensystem zeichnen.

Termumformung mit dem CAS
Und wie macht es das CAS - ohne unsere Mitwir-
kung bei der Umformung?

|‘F1 T Fer Trsv]’ Fir ]’ FE T TG ]
- E AlaebralCalc|Other|PramIl|Clear a—z..

n-ﬂw nin-31

HMAlN KAD AUTO FUMC /30

Nach Eingabe des Terms wird sofort umgeformt!
Schrittweise Umformung scheint nicht moglich.

Das CAS kann hier methodisch

e als Kontrollinstrument (nach der Handlosung)
oder

e zur Vorgabe der von Hand zu bestitigenden
Losung eingesetzt werden. Das muss/soll he-
rauskommen.
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Weitere Varianten
Gibt es ein n-Eck mit 120 Diagonalen?

Losung mit dem CAS:
Solve(n(n-3)/2=120,n)

|‘F1 ]’ FEv T rsv]’ Fir T FE T F& ]
- E Alaebra|Calc|0ther |PramI0|Clear a-=z..

T

(=== 853
[ n-lh—3)
2

563 +
n= 9692 SDI""

B zolue = 12El,n]

_ -[[EEE-3)
h= 7

n-lh—3)
2

lsolue[ =54,n] n=12 ar n= -9

HMAIN EAD AUTO FUMC 1530

Besser geht es mit 54 Diagonalen:
Solve(n(n-3)/2=54,n)

Permutationen

Hier kann man z.B. Sitzordnungen in der Klasse
betrachten und die Anzahl von Vertauschungen
feststellen. Wir kommen zur Fakultit von n, also
zun!.

Auch hier gibt es Moglichkeiten fiir Termumfor-
mungen, etwa

e n!=(n-2)!*n-1)*n

e  Was bedeutet n!/(n-2)! ?

Beide Ergebnisse geben Anlass zu weiteren Dis-
kussionen.

Terme auf dem Lottoschein
(siehe auch Kapitel 4)

1 23 4 5 6 7

8 9 101112 13 14

1516 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35

36 37 38 39 40 41 42

43 44 45 46 47 48 49

e Betrachte die Zahlen auf den beiden Diagona-
len! Stelle einen Term auf, der die Zahlenfol-
gen beschreibt.

Nebendiagonale: ND = 6n+7 fiir n=0,1,2,...6

Spalte 1: 7n+1 fiir n=0,1,2,...6

Spalte 2: 7n+2 fiir n=0,1,2,...6 usw.

Aufgaben

e Wo findet man auf dem Lottoschein die Er-
gebnisse fiir den Term (7n+1)+(7n+2)?

e Markiere auf dem Lottoschein den Weg der
Zahlen n"2.

e Suche nach weiteren mathematischen Zusam-
menhéngen auf dem Lottoschein.

3.2.3 Das Arbeiten mit Geraden-
termen - Termeinsetzungen

In Klasse 7 haben wir es mit der Gleichungsform
ax+b = ¢ zu tun. Ein CAS bietet uns auch hier die
Mbglichkeit zu veranschaulichen und zu rechnen.

Bei hdufig vorkommenden Termen bzw. Glei-
chung lohnt sich die Verallgemeinerung mit ei-
nem eigenen Baustein. So ist es auch mit der
Gleichung ax + b = c. Wir definieren daher

Gleichungsdefinition
GL(a,b,c,x) := (a*x+b=c)

|‘F1 ]’ Fzv Tr:vT ruv]’ FE T FE ]
- E Algebra|Calc|0ther|PramId|Clear a-z..
mag-xw+hbh=c+alia,b,c,x Do
Beoluelglia,b,c, =), =) x=@
msoluelgl(v, 3,5, ®), ®) w = 24T
msoluelgl(l, 3,5, ®), ®) false
Beoluelgl(?, 3,9, 2570, %) Lrus
HAIN FAD_AUTO FUMC E/%0

solve(GL(a,b,c,x),x) liefert uns die allgemeine
Losung der Gleichung, wobei man a<>0 zu be-
achten hat.

Interpretation anderer Bausteinaufrufe

solve(gl(7,3,5,x)x), Ergebnis x = 2/7, berechnet x
fiir die Gleichung 7x+3 = 5.

solve(gl(0,3,5,x)x) ergibt keine Losung, weil a=0
ist, die Gleichung also Ox+3=>5 lautet.

solve(gl(7,3,5,2/7),x) liefert den Wert ,.true®, da
die Einsetzung von 2/7 fiir x eine wahre Aussage
liefert.

2l(2,3,4,5): Ein Aufruf mit a=2, b=3, c=4, x=5
gibt die Auskunft, dass die Gleichung mit diesen
Werten nicht erfiillt ist.

Achsenschnittpunkte berechnen
Die Aufrufe

solve(gl(2,1,0,x),x) und solve(gl(2,1,y,0),y)

bestimmen uns die Achsenschnittpunkte der Ge-
raden y=2x+1 (x=0 bzw. c=0 setzen).
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Zerlegung der Gleichung in zwei Terme
Gl(a,b,x) := ax+b
G2(c) =

Diese Definition ermoglicht Veranschaulichungen
und damit auch noch andere Nutzungsméglichkei-
ten:

I‘Fi TszT E T F4 Trs-TFsvTF? T *|
- E Zoom|Trace |Rebraph [Mat.bh (D aw -

|’F1 T Fev Trsz F'H-'T FE T F& ]
- E Al gebral|Calc|Other [Praml0(Clear a-z..
Ba-w+tbh=c+glia,b,c,=) Dore
=gli2,3,4,3) falze
Bg-x+b+glia, b, Done
uC o gRich Oaore
Wgl(Z, 1, =)+ g20x) Dok
®mzolue(gli?, 3,0, x), =) W= =302
mzoluvergli?, 3,4, @0, 4=23
AN ERD_ALTO FUNL 770

Die linke und die rechte Seite der Gleichung wer-
den als getrennte Terme gl(a,b,x) und g2(c) defi-
niert, die nun mit den Aufrufen gl(2,1,x) bzw.
g2(4) in den y-Editor des TI-92 (4 y=) iibernom-
men werden. So ergibt sich die Moglichkeit der
graphischen Veranschaulichung (4 Graph) von
Gleichungen.

|‘F1 T sz]’ 3 Tru TFSv‘l’ FE™ B
vE Zoom|Edit) ~ JAL] StuleTe'-‘:}:e-f T ]

AFLOTE
TN
V"H = LS a x
|
Ug=

uo=
=

HMAIN EAD AUTO FUHC

Die folgende Abbildung zeigt die Geraden y =4
und y = 2x+1:

1 Fev | F= i FEx |_FE™ |F7
- E Zoom|Trace |ReGraph [Math|Draw]-

MAIN KAD AUTO FUMC

Intersection
#2il.5 g =i,
MAIN ERD _ALTO FUML

AnschlieBend kann man zur automatischen
Schnittpunktbestimmung den Befehl ,intersec-
tion“ aufrufen (F5 - intersection) und erhélt

x =1.5 als Losung der Gleichung 2x+1=4.

Mit dem Baustein weiter forschen
Das obige Bild zeigt auch, wie man mit einem
Baustein weiter forschen kann.

|‘F1 T Fiv Trsz Fur T FE T FE
- E Alaebral|Calc|0ther |PrgrmI0{Clear a—z...]

Bg-x+h+glia,b,x) Done
Bgli3, -2,=)=agl(-2.1,:

Frw-—2=-Z-x+1

B=pluelglid, -2, x)=9l{-2,1,x),
® =540
mgli3, -2,349) -1-5
mgli-2,1,3<5) -1-5

HMAIW FEAD AUTO FUMC E/Z0

Beispiel einer Bildschirm-Dokumentation
Interpretiere den obigen Bildschirmabdruck! -

Beispieltext: Hier wird der Schnittpunkt zweier
Geraden bestimmt. Dazu wird zundchst der Term
ax+b als gl(a,b,c) definiert. Damit besteht die
Moglichkeit mit verschiedenen Geraden zu arbei-
ten. Durch die Aufrufe gl(3,2-,x) = gl(-2,1,x)
werden die beiden Geradenterme 3x-2 und -2x+1
gleichgesetzt. Mit solve wird der gemeinsame
Wert x=3/5 berechnet. Die beiden letzten Aufrufe
dienen zur Berechnung des y-Wertes. Damit er-
gibt sich als Schnittpunkt ~ S(3/5,-1/5).
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Uberblicksdarstellungen
Das Bausteinprinzip am Beispiel der Gleichung a*x + b =c:

Leider wird im Unterricht hiufig vergessen, Uberblick iiber die in letzter Zeit behandelten Gegenstinde zu
schaffen. Fiir unsere letzten Uberlegungen wire z.B. die folgende Darstellung niitzlich. Der Schiiler erkennt
an derartigen Abbildungen, welches weite mathematisches Feld erschlossen wird.

Die Gleichung a*x + b =c,
Bausteine T1 und T2

Bausteindefinition Bausteindefinition
Tl(a,b,x) :=a*x + b T2(c) :=c
Veranschaulichen Losung einer speziellen Gleichung Ein Losungsversuch
yl(x) =t1(1,1,x) Solve(T1(1,1,x) = T2(-1), x) mit
y2(x) = t2(-1) ] Xx=-2 —1x=-4
T1(1,1,-4) =T2(3)

Zeichnen und Allgemeine Losung
,,Intersection Solve(T1(a,b,x) = T2(c), x)
an wenden: x=-(b-c)/a

(x=-2.y=-1)
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3.2.4 Terme am magischen
Quadrat

Im Internet kann man unter dem Stichwort ,,Ma-
gische Quadrate” auf die Suche nach Informatio-
nen iiber dieses spannende, die Schiiler immer
interessierende Thema gehen. Dabei findet man
u.a. die Seite

http://www.pse.che.tohoku.ac.jp/ "msuzuki/Magic
Square.algebra.form.html.

Hieraus zitieren wir (Zitat kursiv gedruckt):

Internet-Zitat
,Algebraic form of magic squares

Japanese version is not availble
3 x 3 square
a b c

d e f
g h i

Let h and i be the independent varables, then the
algebraic form ofr the magic square becomes;

10-i 10-h -S+h+i
-10+h+2i 5 20-h-2i
15-h-i h i

Formula due to Edoourd Lucas (from Lee Sal-
lows ‘essay)

c-b c+a+b c-a
c-a+b c c+a-b
c+a c-a-b c+b .

Diese Informationen oder auch nur Teile davon
konnen nun dazu dienen, eine Unterrichtsreihe
mit sich 6ffnenden Fragestellungen einzuleiten.

Problemstellung

(1) Ihr habt sicher schon einmal von Magischen
Quadraten gehort!

Irgendein Schiiler wird darauthin bestimmt ein
magisches Quadrat anschreiben und erldutern.

(2) Dann konnen wir z.B. das oben genannte
magische (h-i)-Quadrat vorlegen und erforschen
lassen.

Im Folgenden wird eine Bearbeitung mit dem
CAS des TI-92 gezeigt.

Bearbeitung mit einem CAS

Hinweis: Alle folgenden Fragestellungen sind
auch fiir Handrechnungen motivierend!

Zunichst wird das Quadrat iiber den Matrizenedi-
tor des T1-92 eingegeben

Tupei Matri=xs
Folderi mains

Uariable:MAGL
Row dimensioniZ |
Col dimension:Z |

(Enter=0K__» CESC=CAHCEL >

HMAlN KAD AUTO FUHC

Wir geben die Matrix unter dem Namen ,,magi®
ein und definieren anschlieBend den Baustein
MAG(h,i), da ja die Matrix von diesen beiden
Parametern abhingig ist.

[ T I P e FE D
|v{— il i =.;t,?:s-5*|F'r*ngI:l DEEERRIC I ]

-i+1a “h+18 h+i-3

R (h+Z2-i-10 5 “h-2-i+ 20
“h—i+15 h i
10 “h+10 h+i-5
ngi-10 5 “h=2-i+ 20|+ magth, i)
i+15 h i
Done
MAlN EAD ALTO FUMC 2/ 3

Nun konnen verschiedene Aufrufe des Bausteins
durchgefiihrt und analysiert werden:

F'r‘ngmIIII i i:i-é:is“:: J
T8 0]
" maglZ, 3 ['2 3 12
1o 2 3|
3 6 B]
magid, 7 [8 5 2
4 4 7]
MAIN RAD ALTO FUNE 4/ €

Beim Aufruf mag(2,3) erhalten wir auch negative

Zahlen, bei mag(4,7) sind es zwar nur positive

Zahlen, aber teilweise kommen diese doppelt vor.

e Gibt es einen Aufruf, der ein Quadrat mit den
Zahl 1,2,3,..8,9 (jeweils genau einmal) er-
gibt?

via Fllgrér:-r*a I:Faglvc, D{G;PTPPFQSNIDTCIEE;E a—z...]
2 7 B8]
" agls, 8 95 1
4 3 8
= magla, b) + magic, d)
“b—-d+ 20 fa-c+ 20 a+b+n
a+Z2-b+c+2-d-20 10 “a— 2
fa-b-c-d+ 30 atc b+ d
HRIN FAD AUTO FUNC 6750
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e Die Summe zweier magischer Qudrate ist
wieder ein magisches Quadrat!

e Probieren wir es einfach mit
mag(a,b)+mag(c,d)!

e Wie addiert man magische Quadrate?

e Wie ist es mit Vielfachen eines magischen
Quadrats?

Termumformungen

Mit der Aufgabe mag(a,b)+mag(c,d) kommt man
auch wie selbstverstindlich zu Termumformun-
gen. So z.B. fiir die neue Summe in der letzten
Zeile:

[(-a-b+15)+(-c-d+15) + (a+c) + (b+d)] = 30.
(auch fiir Handrechnungen geeignet!).

Und mit Matrizen geht das so:

viﬂ Hl;;vbr*a I:Faglvc. Eltf;u;r* F'r*rgsmIEI I:l-E-.arEIE a—Z...
la+2-b+c,+2-d—2El 10 a2,
fa-b-c-d+30 a+tc b+d

"[1 1 1](magia, b)+magic, d))

[Z@ 30 Za]

3

" magla, by +magic, d))-[1 1 1]T Ao}

30

Hald EAD AUTO FUHC B/Z0

Die letzte Zeile bedeutet:

Die Matrizen werden zundchst addiert:
mag(a,b)+mag(c,d); dann werden sie mit der
Matrix (1 1 1) multipliziert; damit werden drei
Zeilensummen gebildet, die hier jeweils gleich 30
sind.

Weitere Termumformungen

e Ist 3*mag(2,3)-5*mag(3,4) ein magisches
Quadrat?

e Fiihren die Quadrate der einzelnen Elemente
eines magischen Quadrats wie bei der Additi-
on zu weiteren magischen Quadraten?

e Bilde mag(x,x); siehe Bild rechte Spalte.

Gleichungen im magischen Quadrat

Der folgende Ansatz fiihrt zur Betrachtung von

Gleichungen.

Wir betrachten magische (3,3)-Quadrate, allge-

mein
a b
d e
g h

e FErginze das magische Quadrat. Es soll die

magische Summe 15 haben.
* 0 ok sk

c
f
i

* 5 ok

* 2 8

e Erginze das magische Quadrat. Es soll die
magische Summe 15 haben. h und i sollen als
Variablen im magischen Quadrat erhalten blei-
ben.

*k
5
h i

Hieraus erwachsen nun etliche Gleichungen, die

in Gruppen durch Handrechnung (oder mit dem
CAS) gelost werden konnen, z.B.:

a+5+1 =15 =>a=10- oder
g+h+i =15 =>g=15hi usw.

Weitere Anschlussprobleme

Aus den obigen Andeutungen erwachsen ver-
schiedene Aufgabenvariationen. Aber auch der
Ubergang zu magischen (4,4)-Quadraten fiihrt
weiter und das Internet motiviert noch andere
Untersuchungen.

Ubergang zu einer beliebigen Summe
Wenn wir uns die Struktur des Ausgangsquadrats

10-i 10-h -S+h+i
-10+h+2i 5 20-h-2i
15-h-i h i

ansehen und beriicksichtigen, dass die magische
Summe hier 15 ist und das Element in der Mitte
5=15/3 ist, so liegt der aus den folgenden Bildern
ersichtliche Ansatz nahe:

:E Fllgrérzur*a Eraglvi; thPI!uE-r* F'r‘rgsmIEI I:l-earEE a—z...]
2r-1i 2r—-h r+h+i
m -2 r+h+2i r 4-P—h—2-i}+me}
I r-h-1i h i
Dane
& 12 3]
B Magsumly . 2, 8 [4 T 10
11 2 &8 |
TIRIN FAD_AUTO FUNE 10,30

Die Matrix wird als magsum(r,h,i) definiert. In
der Tat liefert ein Beispielaufruf magsum(7,2,8)
die magische Summe s = 3r = 21. Moglicherweise
konnen wir nun magische Quadrate zu jeder ge-
wiinschten magischen Summe s=3r erzeugen.
Wann gibt es Losungen mit nur natiirlichen Ele-
menten?
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[Fi T Fer ]’r3~r]’ Fir ]’ TS ]’ [ ]
- E Alaebral|Calc|0ther[PramI0Clear a-=..

-x+ 10 “H I 2w -5
B Maglx, x) Ix-10 3 “Eex o+ 20
2w+ 15w ®

B pagsunir, 2, 2)
2r-8 2r—2 -r+10 7

Z2er+ 18 r 4. —-18
=18 2 g
RN FAD AUTO FUMC 12,30

e Interpretiere die Aufrufe magsum(r,2,8) und
mag(x,x). Welche Eigenschaften haben diese
magischen Quadrate?

s

Eine geometrische Deutung

Beim Aufruf mag(x,x) kann man die entstehenden
Elemente als Geraden deuten und sie zeilenweise
in der gleichen Farbe in einem Koordinatensys-
tem darstellen.

y =-x+10 y =-x+10 y=2x-5 blau
y =3x-10 y=5 y=-3x+20 griin
y=-2x+15 y=x y=X rot

Auch die Gerade y=15 fiir die magische Summe
wird eingetragen. Was fillt auf? - Alle Geraden
zu den Elementen des magischen Quadrats gehen
durch den Punkt (5,5). Zeige das rechnerisch!
(Termeinsetzung). Gleichzeitig kann man die fiir
die einzelnen Zeilen moglichen (natiir-lichen)
Zahlen erkennen.

o

-5

45

Magische Quadrate in der Linearen Algebra
Magische Quadrate sind ein interessantes Unter-
suchungsobjekte fiir die Lineare Algebra, denn
magische Quadrate sind besondere Matrizen. Man
kommt auf umfangreichere lineare Gleichungs-
systeme, kann Linearkombinationen von magi-
schen Quadraten bilden und kommt auf Vektor-
rdaume magischer Quadrate (siehe z.B. Leh-
mann,E.: Lineare Algebra mit Vektoren und Mat-
rizen, Metzler-Verlag 1990 - nur noch beim Autor
als Kopie erhiltlich).

abc
Der Ansatz mit der Matrix | d € f | sowie den
ghi

gleichen Zeilen-, Spalten- und Diagonalensum-
men s liefert das oben formulierte Ergebnis fiir
die Zeilensummen s - hier iiber ein lineares Glei-
chungssystem mit 8 Gleichungen und 9 Variab-
len (GaufB3-Algorithmus)

Zeilen Spalten Diagonalen
atb+c =1 a+d+g=1 ate+i =1
d+e+f =1 b+eth=1 cte+g=1
g+h+i =1 c+f+H =1.
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Zusammenfassung

Magische Quadrate leisten gute Dienste fiir einen
offenen Unterricht iiber Terme und Termumfor-
mungen. Sie bereiten gleichzeitig auf Problem-
stellungen in der Linearen Algebra vor.

3.2.5 Baumdiagramme als Termer-
zeuger

Voriibung: An einer Kreuzung verteilten 1244
Autos in die beiden Richtungen A und B zu 40%
bzw. 60%. An der jeweils ndchsten Kreuzung
teilten sich die Autos weiter auf (sieche Abbil-
dung): 80%

10%
Wieviel Autos durchfuhren die 4 Endpunkte des
Baumes?
Losung fiir den oberen Weg:
1244*40% = 4976; 4976*50% = 2488 Autos
oder auch
1244*40%*50% = 2488 Autos.

Die Abbildung wird nun verallgemeinert:

Autos verteilen sich nach Prozentsitzen auf
Strafien

p

Autos

Die Pfadregel in Bdumen erzeugt Terme
z.B. pp+p(l-p) + (1-p)p

Kauf zweier Zeitungen Z1 und 72

1-a

Zum Beispiel bedeutet a* (1-a) b> die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein Kiufer vier Wochen
lang Zeitschrift 1 kaufte, einmal zu Zeitschrift 2
wechselte und zweimal bei dieser Zeitschrift
blieb.

Es gibt weitere Inhalte, die in Baumdiagrammen
strukturiert werden konnen.

Das Warten auf einen Erfolg, z.B. auf eine 6
beim Wiirfeln

Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit, erst
nach 8 Wiirfen eine 6 zu erreichen, gleich

Warte(8) = p7 (1-p). Eine Tabelle zeigt, wie sich
die Werte beim Warten entwickeln.

Start

1/6

Wiirfeln
einer 6

3.2.6 Terme am Pascal 'schen
Dreieck

Aufgrund seiner Konstruktion ist das Pascalsche
Dreieck eine Fundgrube fiir Terme.

Zunichst lassen sich die Terme (a+b)2, (a+b)3
usw. leicht ausrechnen, fiir niedrige Hochzahl von
Hand, fiir hohere Hochzahl mit dem CAS, z.B.
(a+b)* = a*+4a’b+6a’b’+4ab’+b*. Dann wird das
Pascal’sche Dreieck entwickelt und es fillt aller-
lei auf, z.B. fiir die Schréigen!
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In den einzelnen Schrigen a,b,c,d ergeben sich
die Zahlen durch folgende Terme

a Tl(n)=n
b T2(n)=0.5n(n+1)
¢ T3(n)=1/6n(n+1)(n+2)

Diese Terme kann man entdecken lassen oder
auch vorgeben und verifizieren lassen. Dabei ist
wieder der Einsatz eines CAS angebracht, mit
dem man dann auch hohere Zahlen bestimmen
lassen kann, etwa T3(5) = 35, was sich anderer-
seits durch die Fortfithrung des Pascalschen Drei-
ecks bestitigen laft.

Damit ergibt sich auch bei diesem Beispiel das
Wechselspiel zwischen Term, Termeinsetzung
und ggf. Termumformung - was hier gar nicht

wiinschenswert ist, weil sich die Einsetzungen in
der Produktform besser berechnen lassen.

|’F1 ]’ Fev Tr:vT Far T 3 ]’ FB ]
- E Algebr-alCalc|0bher |PramlI0|Clear a-z..

BisE-nln+ 1)-(n+ 20 3 £30n) Dok
I 2

® expandl t30AD) ”T + ”T + %

LR igoy) a5

"i3n)|n=4¢(5 & 7 & 9
€35 56 54 120 1653

HalH ERD AUTO FUMC 430

Die Schreibweise t3(n)ln={5,6,7,8,9} bedeutet
beim TI-92: Berechne den Term t3(n) fiir die
angegebenen Werte 5,6,7,8,9. Die Ergebnisse
sind die nichsten Werte in der Schrigen c.

la
I3
T1
[2
1 T3
-5 -5 —a -3 -2 -1 2 A 5 2]
-1 T2
-2
-3
-4
-=

Den Termaufbau veranschaulichen
Wir veranschaulichen den Aufbau des Terms
Tx) = (x—l)2 =x*+ (-2x) +1. Er wird zusammen-
gesetzt aus

TI(x)=x%, T2(x)=TI(x) + (-2x)

T3(x) = T2(x) +1

Den Aufbau von Termen verstehen

Das Pascal’sche Dreieck ist gut geeignet, um die
Definition von Bausteinen und ihren Aufruf zu
iiben. So etwa fiir den Baustein

Bau (a,b):= (a+b)’.

Aufrufe sind z.B.Bau (x,1) = (x+1)2 und

Bau (x,2) = (x+2)2, die nun wieder auf graphisch
als Parabeln veranschaulicht werden kénnen.
Auch das Einsetzen von Termen gehort zu diesen
Aspekten: T1(x) = 3x+2, T2(x) = 2x-1 und

Bau (T1(x), T2(x)) = (3x+2 + 2x-1)*.

Uber die Bedeutung des Erkennens von Term-
strukturen fiir die Arbeit mit einem Computeral-
gebrasystem informiert Kapitel 3.2.11. Wenn man
in seinem Unterricht Ideen einer neuen Aufga-
benkultur einbringen mochte, so sollte ein Aus-
nutzen der Bausteintechnik nicht fehlen; Niheres
hierzu finden Sie in Kapitel 3.2.12. In diesem
Zusammenhang wird auch auf die Aufsitze [1]
und [2] verwiesen.
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3.2 7 Summen aufeinanderfolgen-
der Zahlen - ein Beispiel fiir Auf-
gabenvariationen

Hinweis: Einige Ansétze zu diesem Thema stam-
men aus [4, Schupp u.a.]

Ausgangsaufgabe:

e LiBt sich die Zahl 10000 als Summe zweier
aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen dar-
stellen?

Man glaubt zunidchst nicht, dass sich an Hand
dieser Fragestellung ein groBes Feld von Aktiviti-
ten und damit ein sehr offener Unterricht entfalten
kann.

Die Grundidee besteht darin, nach Abwand-
lungen der Aufgabestellung bzw. nach
,»AnschluBproblemen‘ zu suchen - eine Aufga-
be, die gern und phantasievoll von Schiilern
bearbeitet wird.

Anschluprobleme:
e Suche nach Veranschaulichungsmoglichkeiten
von Aufgabenstellung und Losung!

e LBt sich die Zahl 10000 als Produkt (Diffe-
renz, Quotient) zweier aufeinanderfolgender
natiirlicher Zahlen darstellen?

e LiaBt sich die Zahl 10000 als Summe dreier
aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen dar-
stellen?

e LBt sich die Zahl u als Summe aufeinander-
folgender natiirlicher Zahlen darstellen?

e Was ist, wenn man die bisher verwendete
Grundmenge der natiirlichen Zahlen aufgibt?

e Kann man rechnerische bzw. graphische Lo-
sungen (sogar allgemein) finden?

e Was ist, wenn man die Zahlen nicht direkt
aufeinanderfolgen 143t?

Mit derartigen Fragestellungen ist die Vorausset-
zung fiir offenen Unterricht (Partnerarbeit, Grup-
penarbeit, Projektarbeit, ...) gegeben, indem sich
experimentelles Arbeiten mit einem CAS schnell
als sehr hilfreich erweist.

Aktivititen

Einige Aktivititen dazu: Graphisch veranschauli-
chen, lineare Gleichung 16sen, quadratische Glei-
chung losen, Propiddeutik fiir Grenzwert von
Folgen, argumentieren beziiglich der Losungs-
mengen.

Wir nennen einige der entstehenden Terme, die
dann in Gleichungen zu Termumformungen ein-
laden.

Terme

n+(n+1) = 10000 n-(n+1) = 10000
n(n+1)= 10000 n/(n+1) =10000
Allgemeiner:

n+(n+1)=u n*(n+1)=u
n/(n+1)=u n-(n+1)=u oder

n+(n+1)+(n+2) = u n*(n+1)*(n+2) = u
Beispiel:

n+(n+1)+(n+2)=u =>3n+3=u =>3(n+l)=u
oder auch noch

(n+l)=u/3=>n=u/3-1.

Jedenfalls muB u durch 3 teilbar sein, wenn es
Losungen in N geben soll. Also z.B.

u =81 =>n = 27-1, die 3 Zahlen sind 26,27,28.
Aber

u = 86, keine Losung in N, wohl aber in Q:

n = 86/3 - 1 = 83/3, die 3 Zahlen sind 83/3, 86/3,
89/3.

Kleinere Summenzahlen haben den Vorteil, dass
sich die Vorginge gut (mafstabsgetreu!) gra-
phisch veranschaulichen lassen. Die folgende
Abbildung zeigt das fiir S=21.
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y=21

Die| Abschnitte n+1

Die| Abkschnitte n
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Abb.:3.2.7.a
Graphische Darstellung von n+(n+1) =21

~Programmierung* des Funktionenplotters
PLOTI11

fl: 21 die Summenzahl

f2: n,0,n,n  Strecke (n,0) (n,n), Zahl n

f3: n,n,n,n+(n+1)
Strecke (n,n) (n,2n+1), Zahl n-1

f4: n,{n+(n+1)=f1:n:undef},n,0
nur zeichnen, wenn Summe = 21

f5: n,{n+(n+1)=f1:n:undef},n,n+(n+1)
nur zeichnen, wenn Summe = 21

f6: n+(n+1)
die Gerade y = n+(n+1) = 2n+1

Hinweis: Man kann die einzelnen Graphen nach-
einander in verschiedenen Farben entstehen las-
sen, so dass sich eine schone Veranschaulichung
der gedanklichen Abfolge der Problemlosung
ergibt.

Die Abbildung fiihrt den Schiiler noch weiter;
denn offenbar geht es um den Schnitt der beiden
Geraden y = x+(x+1) = 2x+1 und y = 21. Mit
dieser Idee ldB3t sich weiter verallgemeinern. Of-
fenbar lassen sich derartige Problemstellungen
auf den Schnitt zweier Geraden (Gerade und
Parabel, ...) zuriickfiihren.

Losungen von n+(n+1) = u fiir ganzzahlige u-
Werte kann man auf der senkrechten Achse er-
kennen. Offenbar kann man mit n+(n+1) dort nur
ungerade u-Werte erreichen.

Beispiel fiir experimentelles Arbeiten mit ei-
nem CAS

Wir zeigen nun einen der vielen moglichen An-
sitze, um zu obiger Thematik mit dem CAS des
TI1-92 zu arbeiten.

Wir betrachten die zwei Terme zu

»Summe bzw. Produkt dreier aufeinanderfolgen-
der (natiirlicher) Zahlen*:

TERM(n,u): n+(n+1)+(n+2) = u
TERMI(n,v): n*(n+1)*(n+2) = v

Einige nun mogliche Aktionen mit dem CAS
sind in den folgenden Bildern zu sehen:
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Folgen
Erste Untersuchungen kénnten dem
Folgenaspekt dienen:

|’F1 Trzv]’ = Tru TFE?T FE* Fr

va foom|Edit| « FI].].S‘LH].E'FIXE'E...T ]
<FLOTS

< yl=n+n+1l+n+2

uil=

v ouZEn-ln+ 11(n+ 2]

uiz=

HMAIN KAD AUTO SER

Bild 1: Eingabe der Folgenterme

1 5 Faw | Fuw 3 TR
- E Algebra|Calc|0ther |Prgnll|Clear a-=z..

Br+n+l+n+2=u+ternin,u [al=Tyt=)
B bermlx, J) I+ I=y
BIw+ 3 =gyl Done
mrfn+ 11 In+ 21 =03 termlin, V) Dot
®termlx, ) e+ 1) [+ 2=y
W[+ 100+ 20 =0+ u2i Dake
AT RAD AUTO FUNC G750

|’F1 T Fer T F= T Fu T FE* T FE+ TF? T ‘I
- E Zoom|Trace|ReGraph|[Math|Oraw|- pf’?

Bild 4: Definition der Terme und Vorbereitungen
fiir die graphische Darstellung

rfi T szT Fz T 4 T rsj’v rsvT? T ]
- E Zoon|Trace |ReGraph|Mat.h|Draw |«

/

HMild FRD ALTO SEQ

Bild 2: Die Werte der Folge ul sind gut erkenn-
bar, von der Folge u2 sieht man wenig (warum?).
Der erste Wert auf der senkrechten Achse ist (0,3)
von Folge ul, (0,0) von Folge u2.

Der Aufruf der zugehorigen Tabelle liegt nahe.

i ™
- f—

[+

336,
S04,

| L] Doy | B D] ] o

=
Il
=

FAD AUTO IR

Bild 3: Offenbar sind die Werte der Folge ul alle

durch 3 teilbar!

e Kann man das allgemein nachweisen? (siehe
Ausfiihrungen oben)

e Bei der Folge u2: Sind alle Werte durch 6
teilbar?

Die Untersuchung der Folgen zeigt erste Ergeb-

nisse. Fiir das Produkt 60 bei u2 ergibt sich n=3,

also ist erwartungsgemdfl 60=3*4*5. Fiir das

Produkt 61 dagegen gibt es keine ganzzahlige

Losung.

=
=
Fa

Funktionsorientierte Uberlegungen

Wir wechseln nun zu einer mehr funktionsorien-
tierten Betrachtung (damit mehr fiir die Sekun-
darstufe 2 geeignet). Hierbei werden zunichst die
Terme TERM(x,y) und TERM1(x,y) definiert.

[ELIL] FAD AUTD FUNE
Bild 5: Der Aufruf der Terme mit den Parametern
x und y liefert die Funktionsgleichungen und
ergibt die Zeichnung der Graphen.

Umkehrfunktionen
[Fi""llj]’ Fer T rzv‘[ Fiw T FE T FE ]
= f=—|Alacbra|Calc|0ther [PramniI0Clear a-z..

msplueltermiy, ¥, d)

=2
y==5-1
meolusitermiiy, =i, u) g lu+11-(u+2)=2x

meoluel{g-(u+ 1)-(u+21=x,4]
yela+ 1)y +2)=x

®solueltermlin, 60, N n=23
menlueitermlin, &1, Nl n=3.02116
solvedtermin, 622 _n)

MAIN RAD_ALTO FONE 11720

Bild 6: Der Aufruf solve(term(y,x),y) vertauscht
die x und y-Werte im Term und 16st nach y auf -
das ist die Methode zum Ermitteln von Umkehr-
funktionen. Fiir Term1 schafft der Computer die
Auflosung nicht! Was ist da los?

Diese Andeutungen mogen geniigen, um zu zei-
gen, in welche Bereiche uns die beiden Termdefi-
nitionen fiihren konnen. Man denke dabei auch an
den Aufruf der Terme mit Zahlenwerten.

Wichtig ist jeweils die Fragestellung:

Welche inhaltliche (mathematische) Bedeu-
tung liegt bei den Aufrufen vor?
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3.2.8 Gleichungen losen und den Lo-
sungsweg veranschaulichen

Aufgabe

2
2x+2 4x-4
(Grundmenge G = Q-{1,-1})
.Wir wollen hier zeigen, wie man im Unterricht
von der Handrechnung zur Computerldsung mit
dem Befehl SOLVE iibergehen kann.
a) Handrechnung
b) Schrittweise Rechnung mit dem CAS - Simula-
tion der Handrechnung
c) Losung mit der Anweisung SOLVE

Lose die Gleichung

a) Handrechnung
Moglicherweise wird man so rechnen:

S 2 // Uberkreuz-Malnehmen
2x+2 4x-4
5 (4x-4) = 2 (2x+2) //Ausmultiplizieren
20x - 20 = 4x+4 /1 -4x+20
16x = 24 /1 :16
x = 1.5
2

Es geht aber auch so : =
2x+2  4x-4

5 2
20x+1) 4(x=1)

//*(x+1),vorher kiirzen

5 (x4

— = Il #(x-1)*2

2 2(x-1)

5(x-1) =x+1 /I ausmultiplizieren
5x-5 =x+1 Il -x+5

4x =6 /14

X =1,5

b) Schrittweise Rechnung mit dem CAS

Bevor man die Gleichung nun ,,schnell” mit ei-
nem CAS 16st (mit Hilfe von SOLVE), kann man
versuchen, die Gleichung mit einem CAS, aber
schrittweise zu 10sen - so oder so dhnlich wie von
Hand.

Dabei geht es um das Uben der Umformungsstra-
tegie und damit um eine Vorbereitung auf den
Befehl ,,solve®, der all diese Umformungen iiber-
springt.

1 e T T FE EF
va A et [N R =IEt?:s-s~TF'r*ngDII: HEE T “
5 2 '
Ttz Fx-g e
" a(Z) false
B {actordglxi) 3 = 1
Z=+11 2-(x-1)
" factorigix) (x + 1) Sop=—ntl
Z2x-11
- i ' L4 47
RN AL AUTO FUNC 1z/1E

Die Gleichung wird definiert als g(x). Mit g(2)
wurde ein erfolgloser Losungsversuch unternom-
men. Die ersten Umformungen sind ,fakto-
risieren® und ,,multiplizieren.

|f1 T Fev Tr:vT G T FE ]’ FB ]
vE Algebra|Cale|0ther [Praml0Clear a—=z..

" TrT =T I
" factor{glxn-(x+ 11-(=x—-11-2
Six-11==x+1
Sox-G=x+1
dxw-a=1

Do

®expand(S-(x - 11=x+1)
B5-x-S=x+1)-x

HalH FRD AUTO FUHC 4/%0

Die néchsten Losungsschritte werden hier zu
einer Gesamtstrategie vereint:

factor(g(x))* (x+1)*(x-1)*2. Dann benutzen wir
den Befehl ,.expand*.

1 Fzv Faw | Fuw FE F&
- E Algebra|Calc|0ther|PramI0fClear a-=z.
®expand(S-[x—1]1=x+ 1] S-x-5==x+1
BSx-S=x+1]-x 4-x-9=1
B(4d.x=-5=11+5 4w =8
4w =6 _
—a w =352
L= s ¥gry true
B ocoluelgll, ¥ = 342
HAIN FAD AUTO FUME 12730

Der letzte Schritt ist die Division durch 4.

Im Bild sehen wir schlieBlich die Losung mit der
Anweisung ,,solve; hier nun erhalten wir die

Losung sofort.

Die Umformungen konnen auch in anderen Rei-
henfolgen und mit anderen Anweisungen vor sich
gehen. In jedem Fall braucht man jeweils neue
Umformungsideen, die sich aus der Struktur
der jeweiligen Terme ergeben. Alle Schritte
fiigen sich zu einer Gesamtstrategie zusammen.
In diesem Fall wurde das folgende ,,Programm®
abgearbeitet:
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g(x):= (5/(2x+2) = 2/(4x-4) )

((expand(factor(g(x))*(x+1)*(x-1)*2)-x)+5)/4

kurz: Solve(g(x),x)

In der Tat ergibt ein CAS bei Eingabe dieser
Anweisungen die letzte Gleichung x = 3/2. Ein
anderes Schiilerprogramm wire:
(expand(g(x)-(2-x + 2)-(4-x-4))-4-x + 20) /16

¢) Losung mit der Anweisung SOLVE

Wenn Handrechnungen fiir einfache Beispiele
und einige Simulationen von Handrechnungen
mit dem CAS vorliegen, ist die Zeit gekommen,
um die ,,Superanweisung” SOLVE zu verwen-
den. Solve(g(x),x) ergibt sofort die Losung 3/2.
Von nun an ist SOLVE fiir Termumformungen
freigegeben.

Ein weiterer Losungsweg - veranschaulicht mit einem Funktionenplotter

f1=5/(2x+2)

2

-5 -5 -4 -3 -2 -1

£2=2/(4x.4)
f1

fl: 5/(2x+2) eine Hyperbel

f2: 2/(4x-4) eine Hyperbel

f3: senkr -1,1 die Polstellen, Einschrinkung des
Definitionsbereichs

f4: f1*(2x+2)*(4x-4)iiber Kreuz malnehmen

£5: £2*%(2x+2)*(4x-4)iiber Kreuz malnehmen

f6: f4-4x+20

f7: 5-4x+20

£8: f6/16  die Gerade y=x
19: f7/16  die Gerade y=3/2

Abb.3.2.8.a: Von 2 Hyperbeln durch
Umformung zu 2 Geraden

Die Grundidee dieser Veranschaulichung besteht
darin, jeweils die beiden Seiten einer Gleichung
graphisch als Funktionsterme darzustellen. Damit
bedeutet das Losen der Gleichung ein Bestimmen
des Schnittpunktes. Da die Gleichungen immer
einfacher werden, werden auch die zugehorigen
Graphen immer einfacher, schlieBlich sind es bei
x = 3/2 die Geraden y=x und y=3/2, so dass man
zuletzt die Winkelhalbierende des 1.Quadranten
mit einer Parallelen zur x-Achse schneidet. Alle
Schnittpunkte liegen auf einer Senkrechten zur x-
Achse, nimlich auf x=3/2.
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3.2.9 Nullstellen und Schnittpunkte
mit einem CAS - schon in Klasse 8

Graphen und Termumformungen

Computeralgebrasysteme bieten mit den integrier-
ten Funktionenplottern eine gute Moglichkeit,
algebraische (Term-) Umformungen mit zeichne-
rischen Darstellungen zu verkniipfen - sie quasi
gemeinsam zu betrachten. Wir demonstrieren das
an der folgenden Aufgabe, die die Aspekte

e Termdefinition

e Veranschaulichung

e Termeinsetzung

e Termumformung

miteinander verbindet.

Aufgabe:

Gegeben ist der Graph zum Term

T(x) = 0.5(2x+3)(x-2)(-x-1).

Zeige, dass der zugehorige Graph die x-Achse bei
x; = -1.5, X, = 2 und x3 = -1 schneidet. Fertige
zunichst eine Zeichnung mit dem CAS an und
benutze dieses dann zum rechnerischen Nach-
weis.

Losung:
a) Termdefinition
Zunichst wird t(x) definiert, siehe folgendes Bild.

b) Graphische Darstellung

t(x) wird mit t(x) — y1(x) in den y-Editor des TI-
92 geschickt und dann gezeichnet. Man erkennt
die Schnittpunkte mit der x-Achse.

¢) Termeinsetzung

Zum rechnerischen Nachweis werder t(-1.5), t(2)
und t(-1) gebildet, fiir die jeweils eine Klammer
des Terms gleich Null wird.

1 Fev Fzw [ Fur FE F&
- E Algebra|Calc|0ther [PramI0|Clear a—z...]

LIN=E - R X I R Ry RSt N X 6%y Doke
=t -1.5) o.
LR Ay o.
mti-1) .
" espandi L)) %% — 5 %2+ 3.5+ 3.
l'><3—.5-><2+3.5-x+3.+5(><} Done
HAIN RAD_AUTD FUNC 6770

d) AnschluBaufgabe - Termumformung

Das CAS 16st mit expand(t(x)) die Klammern auf.
Bestitige das Ergebnis durch ausfiihrliche Hand-
rechnung.

1 Few |_Fz Y Fow |_Fa™ |F7
- E Zoom|Trace |ReGraph|Math|Draw|~

HMAIN EAD AUTOD FLUMC

AnschluBBaufgabe - zweiter Graph
Hat S(x) = -2x"3 - 4x"2 + 2x + 6 den gleichen
Graphen?

Schnittpunkte - Aquivalenzumfor-
mungen veranschaulichen

Aquivalenzumformungen konnen veranschaulicht
werden, indem man zwei Seiten einer Gleichung
getrennt als  Funktionsgraphen in einem
Koordinatensystem darstellt. Gleichzeitig bearbeit
man damit eine Schnittpunktaufgabe.

Das wird hier an der Gleichung

(2x-1)(x+1) = 0.4x+1 gezeigt, die die Schiiler in
Klasse 8 zwar noch nicht rechnerisch 16sen kon-
nen, wohl aber zeichnerisch.

a) Hierzu werden zuerst die Graphen zu
f1=(2x-1)(x+1) und f2=0.4x+1 gezeichnet Schon
hier kann der Schnittpunkt abgelesen und die
Losung der Gleichung damit ndherungsweise
angegeben werden.

Was #indern nun Augivalenzumformungen an dem
Sachverhalt?

b) Nun erfolgen die Umformungen von
(2x-1)(x+1) = 0.4x+1 zwecks Beobachtung der
graphischen Auswirkungen.
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Umformung 1:
Umformung 2:
Umformung 3:

11-0.4x

2x-DH(x+1) = 0.4x+1
2x"2+x-1 = 0.4x+1 //-1
2X"2+x-2 = 0.4x
2x"M24+0.6x-2 = 0

1.Zeichnung
2.Zeichnung = 1.Zeichnung
3.Zeichnung
4.Zeichnung

Zwecks iibersichtlicher Darstellung werden die einzelnen Zeichnungen farblich unter-
schieden angelegt (Verwendung eines Funktionenplotters).

257240652 | -

auf dieser Geraden:liegen
die Schnittpunkte -

Abb.3.2.9.a: Veranschaulichung von Termumformungen

Die Zeichnung zeigt, wie sich die Parabeln (auf der linken Seite der Gleichung) und die
Geraden (auf der rechten Seite der Gleichung) veridndern, wobei die Geradengleichungen
immer einfacher werden, bis schlieBlich die x-Achse die letzte Gerade ist. Gleichzeitig
wird deutlich, dass die Schnittpunkte aller Konfigurationen auf der senkrechten Geraden
x=0.81 liegen.
In der Terminologie des Funktionenplotters HL-PLOT11 wurde geschrieben:

f
hid

f

=

ul

(2x-1) (x+1) -

¢ 2XN24X-2- -

griin
griin

schwarz
schwarz

f
f

f

3:
4:

7:

2x"2+x-1--- blau, iiberzeichnet griin
0.4x+1----- blau, tiberzeichnet griin

2x"2+0.6x-2-- lila

........... lila
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3.2.10 Interessante Terme -
Primzahlterme

Die folgende Problemstellung ist (erstaunlicher-
weise) gut geeignet fiir offenen und projektartigen
Unterricht.

Aufgabe:
Untersuche die Terme
f1(x) = x*+x+17 und f2(x) = x*+x+41.

Warum das? Viel kann doch wohl nicht dahin-
terstecken!

Vermutlich kommen die Schiiler auf die Idee,
doch mal einige Werte einzusetzen, x=1 oder x=2
oder ... Vielleicht zeichnen sie auch die zugehori-
gen Graphen und hoffen auf Ideen.

o0
80
270
reD
==
a0
==l
=0
210
=laly]
l190
120
170
160
150
140
130
J1=0
110
100
oo

Bo

Fo

Eo

Eo

lao

eo

po
1o
—1 1

|
[£:]

Es dauert nicht lange, bis das Stichwort ,,Prim-
zahlen“ fillt und damit Offnet sich die An-
fangsaufgabe:

e Vermutungen werden formuliert,

¢ neue Aufgaben entstehen,

e s bilden sich Schiilergruppen

und die Arbeit an den Problemen beginnt.

Die Offenheit der obigen Problemstellung wird

hier erreicht durch

e Art der Fragestellung

e Art der Bearbeitung (graphisch, Wertetafel,
Primzahltafel, Euler,...)

e Bausteinansatz

e Animation der Schiiler, von sich aus weitere
Fragen zu stellen

Hier folgt ein Ausschnitt aus den moglichen Akti-
vititen:

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Abb. 3.2.10.a: Primzahlen?
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Da die Terme bis auf das allgemeine Glied die
gleiche Struktur haben, lohnt sich die

Definition eines Bausteins f1(a,b) := a’+a+b.
fl(x) = x*+x+17 erhilt man dann durch den Bau-
steinaufruf: f1(x,17)

Beim Funktionenplotter HL-PLOT11 kann man
definieren:

f 1: a”2+a+b, Bausteindefinition
f 2: x,0,x,fl1(x,17),die einge
zeichneten Strecken
f 3: £f1(x,17), Graph zu x"2+x+17
: f1(x,41), Graph zu x"2+x+41
f 5: fl(x,7), Graph zu x"2+x+7

H
sy

=1
8o
70
==
pso
lpao
30

f1(x,41)

So erhilt man die Wertetafel

X 2 3 4 f5

0.0000 17.0000 17.0000 41.0000  7.0000
1.0000  19.0000 19.0000 43.0000  9.0000
2.0000 23.0000 23.0000 47.0000 13.0000
3.0000 29.0000 29.0000 53.0000 19.0000
4.0000 37.0000 37.0000 61.0000 27.0000
5.0000 47.0000 47.0000 71.0000 37.0000
6.0000 59.0000 59.0000 83.0000 49.0000
7.0000 73.0000 73.0000 97.0000 63.0000
8.0000 89.0000 89.0000 113.0000 79.0000
9.0000 107.0000 107.0000 131.0000 97.0000
10.0000 127.0000 127.0000 151.0000 117.0000
11.0000 149.0000 149.0000 173.0000 139.0000
12.0000 173.0000 173.0000 197.0000 163.0000
13.0000 199.0000 199.0000 223.0000 189.0000
14.0000 227.0000 227.0000 251.0000 217.0000
15.0000 257.0000 257.0000 281.0000 247.0000

N_f1(x.17)
~_fl(x7)

i4 |15 16 17 18 19

Abb.3.2.10.b: Welche Primzahlen werden erzeugt?

Problembearbeitung mit DERIVE
Arbeitsweg, Ziele:

Arbeit mit selbstdefiniertem Baustein, Kennen-
lernen von VECTOR und FACTOR
Fl(a,b):=a"2 +a+b

Fl1(x, 17)

X2 +x+17

VECTOR(F1(x, 17), x, 0, 30, 1)

[17,19, 23, 29, 37,47, 59, 73, 89, 107, 127, 149,
173, 199, 227, 257, 289 (fiir x=16, 17*17) , 323,
359, 397, 437, 479, 523, 569, 617, 667, 719, 773,
829, 887, 947]
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FACTOR(227)

227 (227 ist also Primzahl)
FACTOR(289)

1772 (289 ist also keine Primzahl)

Einige Anmerkungen zur DERIVE-
Bearbeitung:

Da wir moglicherweise mehrere Graphen dhnli-
cher Art zeichnen wollen bzw. dhnliche Rechnun-
gen planen, empfiehlt sich die Definition eines
Bausteins - hier abgekiirzt mit F1(a,b). Je nach
Art des Bausteinaufrufs konnen nun verschiedene
Aufgaben bearbeitet werden.

Fortsetzungsmoglichkeiten

Beziiglich des Themas ,,Primzahlen” gibt es nun
diverse Fortsetzungsméglichkeiten, wobei immer
wieder Terme auftreten, die ja hier das eigentliche
Thema sind.

1) Finde Primzahlen der folgenden Formen

a) (10"-1)/9; welche Form haben diese Primzah-
len?

b) 2°-1 (Mersennesche Primzahlen)
¢c)27(2*n) + 1  (Fermatsche Primzahlen)

2) Priife die Aussage (Wilson Kriterium):

Die natiirliche Zahl n ist genau dann eine Prim-
zahl, wenn (n-1)! +1 durch n teilbar ist.

Wieder ermoglichen passende Bausteindefinitio-
nen und Bausteinaufrufe experimentelles Arbeiten
zu den obigen Behauptungen.

In dhnlicher Weise kann man andere interessante
Terme aus innermathematischen Fragestellungen
oder auch aus Anwendungsfillen betrachten.

Was fillt dir an dem folgenden Term auf?
T(x) = (x-3)(x-2)(x-1)(x+1)(x+2)(x+3).

Die Antworten oder Fragen konnen in verschie-

dene Richtungen gehen, etwa:

e Der Term hat einen systematischen Aufbau.

e Welchen Grad hat die Funktion?

e Man kann die Nullstellen sofort ablesen. Wer-
den diese auch vom CAS gefunden? Immerhin
ist es eine Funktion 6.Grades!

e Zeichne den Graphen mit dem CAS. Welche
Darstellungsprobleme entstehen?

e Wie kann man den Term noch verallgemei-
nern?

e Multipliziere die Klammern aus! Nenne den
neuen Term S(x).

Zwischenergebnis:

S(x) = (X*-1)(x*4)(x*-9) = ...

Wie geht das moglichst bequem? Uberpriife
graphisch, ob du (voraussichtlich) richtig
umgeformt hast.

e Welche Informationen gehen bei S(x) verlo-
ren?

Andererseits kann der Graph auch gegeben wer-
den und es kann nach Auffilligkeiten gefragt
werden.

Graph zu
T(x) = (x-3)(x-2)(x-1)(x+1)(x+2)(x+3)
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3.2.11 Termstrukturen

Bei der Arbeit mit Termen - nicht zuletzt auch bei
der Benutzung eines CAS - kommt es immer
wieder darauf an, die Struktur eines Terms zu
erkennen bzw. eine bestimmte Struktur herzustel-
len, um so Ergebnisse besser auswerten zu kon-
nen. Zu diesem Aspekt zunichst einige Beispiele:

a) Nullstellen

Wenn es um Nullstellen einer Funktion geht, ist
es besser den Term als Produkt von Linearfakto-
ren zu schreiben. So lésst sich die Gleichung
4(x-2.4)(2x-3) = 0 besser und schon in Klasse 7
auswerten (Nullstellen x=2.4 und x= 1.5) als die
Gleichung 8X2—31.2X+28.8=0, mit der Schiiler von
Klasse 7 iiberfordert wiren.

b) Geradengleichung

Mit der Gleichung y = 4x-2 verbinden die Schiiler
dank unseres Unterrichts sofort die Vorstellung
einer Geradengleichung, mit 4x-y-2=0 jedoch
nicht.

So kommt es immer wieder darauf an die fiir das
Problem passende Schreibweise eines Terms zu
erzeugen und ldangst nicht immer macht das CAS
eine Umformung so, dass wir das Ergebnis aus-
werten konnen.

¢) Distributivgesetz

Die Struktur von Termen kann gut mit Hilfe von
Termbdumen dargestellt werden. So zum Beispiel
fiir das Distributivgesetz:

a*(b+c) = a*b + a*c.

a b C

b+c

'

a*(b+c)

a*b+a*c

Vom Distributivgesetz wissen wir, dass je nach
Anwendung Umformungen von rechts nach links
oder von links nach rechts gebraucht werden.

d) Das Distributivgesetz im CAS

Wir definieren
dglinks(a,b,c) := a*(b+c) und
dgrechts(a,b,c) :=a*b+a*c.

Danach konnen wir z.B: ansetzen:

solve(dglinks(a,b,c)=dgrechts(a,b,c),a)
solve(dglinks(a,b,c)=dgrechts(a,b,c),b)
solve(dglinks(a,b,c)=dgrechts(a,b,c),c)

Lost man die Gleichung, so erhilt man stets
Ltrue®, d.h. die Gleichung gilt fiir alle a,b,c. Das
gilt tibrigens auch, wenn man in die Bausteine
Funktionen einsetzt:

solve(dglinks(x,x"2,x"3)=dgrechts(x,x"2,x"3),x)
ergibt den Wert true

1 Few Few T_ Fuw FE FB
- E Al gebra|Calc|0ther|PramI0|Clear a-z..
"o (b+cl*dglinksia,b,c) Dok
ma-b+ac+darechtsia.b,c) Done
msolue(dalinksia, b, o) =darechtsla, b, cip
true
®msplueldalinksla, b, o) =darechtsla, b, cipk
Lue
B colueldglinksia, b, c)=darechtsla, b, clp
tirue
RN FAD AOTO FUNC /50

¢) Der Computer als Kontrollinstrument -
zuweilen mit Uberraschungen

Term-Handrechnungen aller Art koénnen (ohne
Lehrer) gut mit einem CAS kontrolliert werden,
was erfahrungsgeméil fiir Schiiler recht motivie-
rend ist.. Dabei sind allerdings Uberraschungen
nicht ausgeschlossen! Thre Analyse erfordert
Schiilerwissen iiber den Aufbau von Termen!

Sei T2(p.q) := 3*p"2*q (mit der TI-92-Syntax).
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Dann ergibt der Aufruf
T2(a,1-a) = -3a"2(a-1) und nicht wie erwartet den
Term 3a”2(1-a).

f) Rechenbiume (Termbiume)

Wir haben oben bereits gesehen, dass es sinnvoll
sein kann, Rechnungen aller Art in Termen und
Gleichungen durch Rechenbdume darzustellen, in
denen die Struktur von Termen analysiert wird.
Hierzu noch ein Beispiel:

3x-21=5x+11

°

g) Asymptoten

Wir betrachten die Terme

T1(x) =(x"2-1)/x und

T2(x) =x - 1/x

Bei T1(x) erkennen wir sofort die Nullstellen und
die Polstelle x=0, bei T2(x) ist das nicht so leicht
zu sehen, stattdessen wissen wir besser, wie sich
der Graph aus grundlegenden Graphen (y=x,
y=1/x) zusammensetzt und konnen das fiir eine
instruktive graphische Darstellung nutzen. Au-
Berdem erhalten wir die schrige Asymptote. Auch
dieses Beispiel zeigt, dass es auf die Struktur
eines Terms ankommen kann.

lq
=
= Der Graph zu
y=(x"2-1)/x
bzw. zu y=x-1/x.
1
-6 -5 -4 -3 -2 H 2 3 4 6
X

14

Veranschaulichung der
Differenzen x - 1/x als
Strecken.

Wir halten fest:

Das Erkennen von Termstrukturen ist
von grundsitzlicher Bedeutung fiir den
Mathematikunterricht (mit oder ohne
CAS) und darf deshalb im Unterricht
itber Terme nicht fehlen. Die Struktur
von Termen sollte jeweils bewusst ge-
macht werden, Ubungen dazu sind
angebracht.
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3.2.12 Terme als CAS-Bausteine -

Der Fldcheninhalt eines (nicht notwendig gleich-
schenkligen) Trapezes berechnet sich bekanntlich

ein wichtiger Beitrag zu einem
modernen Mathematikunterricht

Das Arbeiten mit CAS-Bausteinen

Bei der Bearbeitung mathematischer Probleme
mit Hilfe des Computers werden zunehmend (wie
in der Informatik schon ldnger) Bausteine ver-
wendet. Hierfiir haben in letzter Zeit die Compu-
teralgebrasysteme (CAS) einen fiir den Unterricht
entscheidenden Beitrag geleistet. Dabei kann es
sich um vom System her vorgegebene Bausteine
oder vom Benutzer selbst definierte Bausteine
handeln. Wir haben im Verlauf der Darstellung
zahlreiche solcher Bausteine kennengelernt. Ein
weiteres Beispiel soll nun den Bausteinaspekt
vertiefen.

Ein Baustein fiir Flicheninhalte von
Trapezen

nach der Formel A = %h.

Da diese Formel fiir diverse Aufgabenstellungen
benotigt wird und aus anderen unterrichtsmetho-
dischen Griinden (siche unten) erscheint es sinn-
voll, einen fiir diesbeziigliche Fragestellungen
geeigneten Baustein einzufithren. Da der Fli-
cheninhalt von den drei Parametern a,b,h abhin-
gig ist, erscheint es sinnvoll,

+b
Trap(a,b,h) := “Th zu definieren. Die Einfiih-

rung des Bausteins Trap(a,b,h) mit Nennung der
Parameter war bislang nicht iiblich. Wir werden
jedoch sehen, dass Trap(a,b,h) neue Aspekte in
den Mathematikunterricht der Klasse 7 oder 8
hineinbringt. Das soll belegt werden durch einige
Bausteinaufrufe, die unterschiedliche Probleme
bearbeiten:

Bausteinaufrufe
Hinweis: Fiir die Veranschaulichungen betrach-
ten wir gleichschenklige Trapeze.

b
h Trap(2,4,3) ist ein Aufruf zur Berechnung einer
Trapezflache, Ergebnis 9 FE
a Trap(2,4,h) liefert uns Trapezflichen in Abhin-
gigkeit von der Hohe h. Zeichne solche Trapeze!
5.5
b=
=]
5.5
5.0
e verschiedene
| Hohen
4.0
3.5
2.0
2.5
2.0
1.5
1.0
o= a=2
-1 1 2 3 4 5 5 7 g ]
-0.5
Trapeze mit den Seiten 2 und 4 gezeichnet mit dem Funkti-
-1.0 und beliebiger Hohe onenplotter HL-PLOT11

Trap(a,4,3) liefert uns Trapezfliachen in Abhéngigkeit von der Grundseite a, Zeichnung der Trapeze!
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=

b=4
n

A
3
h=3

=

hier ist a=2
11 v

a verindert sich
1 = 2 4 5 & 7 2
gezeichnet mit dem Funktio-

_1 nenplotter HL-PLOT11

Die Zeichnung stellt weitere Fragen, wie z.B.

e Wie verindert sich a?

e Was geschieht fiir b=0?

®  Wie wiirde die Zeichnung fiir feste a=2 und h=3, aber fiir variables b aussehen?

Trap(2,4,x) -> y1(x) liefert uns einen Graphen, der uns Trapezfldchen in Abhédngigkeit der Hohe x zeigt.
Trap(x,y,3) bringt eine 3-dimensionale Darstellung (die Ebene z = 1.5x+1.5y)

Trap(a,a,a) ergibt die Fliche eines Quadrates mit der Seitenlidnge a

Trap(g,0,h) Fldachenformel fiir ein Dreieck mit der Grundseite g und der Hohe h

Fiir den TI-92 lassen sich die obigen Aufrufe durch die folgenden Eingaben erzeugen:

|’F1 T Fer *I’rsz ru-T FE T 3 |’F1 *I’rzv']’ FE T 4 Trs-r'l’rs-]f? T ]
- E Algebral|Calc|0ther |PramI0|Clear a—z...] - E Zoom|Trace |Rebraph|Math|Draw|«

laé”-h-}trapta,b,hj Dot
" tLrap(2, 4, 30 2 trap(2,4,x)=3x
Btrapld.d, kh) Zh
B Lrap(2, 4, x) F gl(x) Done

2
"trapla.a.a g'.ah Beachte: Keine
= tiapla, @, k) —= | | negativen Flichen

und Seitenlédngen!

MAlN FAD AUTO FUMC B/30 MAIM EAD AUTO FUMC
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trap(x,y,3)
z=1.5x+1.5y. Ebene

gezeichnet mit ,,Derive for Windows*

Anwendung von ,,Solve* auf den Bau-

stein ,, Trap*

Gegeben ist ein Trapez mit dem Fldcheninhalt A= 18
FE und den Seitenlidngen a=12 LE und b= 1 LE. Wie
grof} ist die Hohe des Trapezes?
Solve(18=Trap(12,1,h),h) ergibt den Wert h=36/13

Was bedeutet der Aufruf Solve(18=Trap(a,a,,h),h) ?

1 Fer Faw T_ Fu™ FE [
- Elngebr‘a I:alcll:lther* FramI0|Cleat a—z...]
®mtrapla, a, a) ac
g-h
" trapig, O, h) =
menluell8=trap(lZ, 1,kh), k) h=36<13
Bcplualld =trapla,a,h), k) h—lfis
u l—f ERT Y] Done
HAIN AL AUTO FUMC 8730

1 Fev | Fz T4 M
- E Zoom[Trace [ReGraph|Math|DFauw (-

MAIN RAD AUTO FUNC

Der Graph zu y=18/x zeigt die Hohe in Abhingigkeit
von den (gleichlangen) parallelen Seiten bei gegebe-
nem Flidcheninhalt des Trapezes.

Die obigen Beispiele zeigen, dass der Baustein

Trap(a,b,h) := ath

h eine ihm eigene Mathematik-

Welt enthilt. Versuchen wir eine Strukturierung der
vielen Baustein-Aufrufe. Wir erhalten einen Aus-
schnitt (iiber Fldcheninhalte) aus der ,,Mathematik
am Trapez*.
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Mathematik am Trapez

Termeinsetzungen Termeinsetzungen
Trap(a,b,h):= h
Formeln ableiten
Zahlenrechnungen Trapezmen- Termumformungen
T ,a,b),
Trap(2.4.3), Trap(2.4.h), solve(18=trap(12,1,h),h), Flr:‘f}fz - n}i "
emne fes“f Tra?ezﬂachen Trapezhohe ist gesucht, eines Recht-
Trapezfliache abhingig von die Seiten und der Fli- .
5 ecks
der Hohe h cheninhalt sind gegeben
Trap(g,0,h),
Trap(a,4,3), Flicheninhalt
Trapezflichen Abhin- eines Dreiecks
abhingig von gigkei-
der Grundseite a ten gra-
phisch
dastel-
Trap(a,4,3), len

Trapezfldchen
abhingig von
der Grundseite b

Von der White-Box zur Black-Box
Offenbar ist in derartigen Bausteinen viel von der
Mathematik versteckt, fiir die man im normalen
Unterricht entspechend viel Zeit aufwendet. Diese
Welt erschlieft sich uns durch Bausteinaufrufe.
Bevor wir dazu fihig sind, mufl es jedoch erst
einmal zur Definition des Bausteins kommen. Das
bedeutet fiir Trap(a,b,h):

(1) Eine konkrete Fragestellung, die auf die Her-
leitung der Fldcheninhaltsformel

A= %h fiir das Trapez fiihrt.

(2) Einige Aufgaben zur Benutzung der Formel
mit Handrechnung festigen ihren Gebrauch

- noch befinden wir uns in der White-Box der
Trapezformel.

(3) Definition des Bausteins:

Trap(a,b,h) := ath h

(4) Der Baustein ist nun (und auch fiir spiter) zur
Bearbeitung weiterer Aufgaben freigegeben

- der Baustein ist zur Black-Box geworden.

(5) Es besteht die Moglichkeit, die Leistungsfi-
higkeit des Baustein durch geeignete Aufrufe

genauer zu analysieren (siehe Abbildung ,.Ma-
thematik am Trapez). Damit gewinnen wir
gleichzeitig Uberblick iiber eine kleine ,,Mathe-
matik-Welt“, ndmlich den Fliachenberechnungen
im ,,Haus der Vierecke®.

Black-Box: Wir wissen, was man in die Black-
Box hineinstecken muf3 (wie man sie sinnvoll
aufruft), brauchen aber keine Details, wie die
Ergebnisse ermittelt werden - oder diirfen die
Details vergessen.

Fiir die Unterrichtspraxis ist klar, da3 der Einfiih-
rung einer solchen Black-Box das mathematische
Verstindnis fiir ihre Arbeitsweise in der Regel
vorangehen muf3. Das mathematische Verstindnis
fiir eine Black-Box wird in einer ,,White-Box*
zusammengestellt.

Die obigen Betrachtungen am Baustein
Trap(a,b,h) - und in anderen Fillen ergibt sich die
gleiche Problematik - zeigen, dass es ganz we-
sentlich darauf ankommt, den richtigen (flieBen-
den) Ubergang von der White-Box zur Black-Box
zu finden. Dieser Ubergang findet in einer Grau-
zone statt, in der auch die Grey-Box enthalten ist.
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Die Grauzone - didaktisch-methodischer Handlungsspielraum fiir den Lehrer

Wieviel White-Box ?

&——

Wann Black-Box ?

—

White Box Grey Box Black Box
Verstehen der Simulieren der Handrechnung Ablegen des
Handrechnung am Computer Algorithmus

Grey-Zone

—

Der unterrichtliche Handlungsspielraum
fiir den Ubergang zwischen den Boxes

Die Grauzone kann nun je nach Bedarf verscho-
ben, vergroBert oder verkleinert werden. Fiir wel-
ches Vorgehen sich der Lehrer entscheidet ist u.a.
abhingig von der jeweiligen Lerngruppe, der
Erfahrung im Umgang mit dem Computer, dem
Lehrplan und der zur Verfiigung stehenden Zeit.
In jedem Fall liegt hier fiir den Lehrer ein erheb-
licher Handlungsspielraum, den er letzlich nach
eigenen Vorstellungen ausfiillen muf3. Die Erfah-
rung zeigt jedoch, dal man immer auch die Grey-
Box in den Lehrgang einbeziehen sollte.

als Baustein

Anwenden der
Black Box

Bestimmung des Schnittpunkt zweier

Geraden mit Bausteinen

Als Beispiel fiir die Arbeit mit dem Baustein
gerade(x,m,n) betrachten wir die Schnittpunktbe-
rechnung zweier Geraden G1 und G2 mit
Gl:y=2x+3,G2: y = 4x+5.

Loésung 1: Mit den Bausteinen gerade(x,m,n)
und solve( ) :

Nach der Definition m*x+n => gerade(x,m,n)
kann man so verfahren.

1 Fer Fer |_ Fu™ FE F&
|T.. E Algebral|Calc Dther*TF'r*ngDTElear* a—z...1

B geradel -1,1,2)

“ITb—-d
u ger‘ade[% 2 33 b]

Beolusigeradelx, 1,2 =geradel =, 4, 01, =)

B coluelgeradelx, a, bh) = geradel =, ¢, d1, =)

Zahlenbeispiel
®= "1
1
w o= -l:b — d:l Allgemeine
a—- - Losung
(b-d)-c
a-rc +d a<>c!
FUHC EAz0

HMAIN KAD AUTO

Loésung 2: Mit den Bausteinen xwert(x,a,b,c,d)
und solve
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[‘Fi Trsz B Tru TrsvT FE™ B
va Zoom|Edit] « [A1l[Style i«

|’F1 T Fev Trsz o T FE T F&
- E Algebra|Calc|0ther |PramI0|Clear a—z...]

<FLOTE
“yl=geradex, 2, 3)
JgZzﬁer‘ade(x 24,5

(b —d] b-dlc
lgerade[—a_c ,a,bJ — = +d
s wt+h=c-xw+d*xwertix,a,b,c,d)

Done
®soluelxwertix, 2, 3,4, 51, x) = -1
g+ bguertix, a, b Dore
B ygpert-1,2, 3 1
mgyert-1,4,5) 1
HAIN KAD_AUTO FUNL 10,30

Losung 3: Mit dem Baustein rref(M)
Ein weit stirkerer Baustein 16st ein Gleichungs-
system mit Gau-Eliminationen:
Nach Eingabe der Matrix M fiir das obige Glei-
chungssystem, alsg von

21 -3)
M= , erhédlt man mit dem Baustein

-1 =-5X

0-1)
rref(M) = §El 1é und kann sofort die Lo-

sung x = -1, y = 1 ablesen.

An dem Beispiel wird sehr deutlich, dass die
Computerarbeit ein vertieftes Verstindnis fiir die
Zusammenhinge erfordert. Dieses zeigt sich hier
in der Definition und Benutzung passender Bau-
steine, wobei die Schiiler durchaus unterschiedli-
che Definitionen fiir das gleiche Problem wihlen
konnen. Selbstverstindlich miissen derartige
Bausteindefinitionen geiibt werden. Die Bearbei-
tung mit dem CAS macht aber auch klar, welche
Vorteile sich durch die Verwendung der Parame-
ter ergeben bzw. wo moglicherweise Schwierig-

keiten auftreten konnen.

Losung 4: Graphisch

Eine weitere Losungsmoglichkeit ergibt sich
durch graphische Darstellung. Man betrachte
hierzu die folgenden Bilder.

I’Fi T Fzv Tr3vT Faw T FE T F& ]
- E Algebira|Calc|0ther|Pranld|Clear a—=z..

B+ * geradels:, m, Nl Dok
B geradelx, 2, 31+ Jlix) Dok,
B geradelx, 4, 51+ 920 Dare
MAIN FAD ALTO FUNE 3730

Die beiden Bausteinaufrufe werden in y1(x) und
y2(x) gespeichert und kénnen im y-Editor des TI-
92 eingesehen werden.

[ELIL] ERD ALUTO FUHC

Die zugehorigen Graphen sieht man maf3stabsge-
treu in der folgenden Abbildung:

I‘Fi Trzv]’rs T F4 TFSvTrﬁv‘I‘F? T ]
- E Zoom|Trace |ReGraph|Math|Draw|- fy

HMAIN EAD AUTO FUNC

In dem Math-Menii (F5) des Rechners kann man
nun die Anweisung ,,Intersection” aufrufen, die zu
den folgenden Fragen auf dem Grafikbildschirm
fiihrt:

1 st Curvs Auswihlen von Gerade 1

2 nd Curve Auswahlen von Gerade 2

Lower Bound  Rechteck um den Schnittpunkt
legen, linke Begrenzung

Upper Bound  rechte Begrenzung

Der Cursor wandert nun automatisch zum
Schnittpunkt, und es wird angezeigt
x=-1,y=1.

rh Trsz B T 4 TrsvTrsv‘lf? T ]
- E Zoon|Trace|ReGraphMath|Draw (-

Intersection
#oE -1, goil.
MAIN FAD ALTO FUNC
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4. Das Unterrichtsprojekt ,,Terme auf dem Lottoschein®

R i
Permu sas o  [PEAGEEE | VEW &= o (EEEEEED
8,75 12 27,50 [1g ”
1, 35— 1, 10 37,50 “
System- [9] 105,— System- 11 82,50 :
Tip 262,50 Tip 22 96,25
577,50 26 162,50
1.155,— 12 165— [§
Permu 6 aus DM VEW fr=ahl oM
8,75 12 27,50 .@.. ..
2, 35,— 2. 10 3750  [ig) . .
System- [9] 105,— System- 1 82,50
Tip 262,50 Tip 22 96,25
577,50 .....4 26 162,50 [36][37] 3e][39][ao] 1] o2
ves—  EREEEEE = - (gaslslale -
” Losnummer é
ST LOB 0L 2 VSUPER 6 | VSPIEL 77| Wochenlau :
S sorsart | LJua Clninf Clua Uil 2 S 2ol
Super 6
B Spiel 77 0711200139 [

Einige grundsitzliche Ausfithrungen zu Projekten
im Mathematikunterricht finden Sie in Kapitel
2.4. Hier soll nun ein moglicher Ablauf eines
konkreten Unterrichtsprojekts beschrieben wer-
den. Die hier benutzten Projektideen konnen in
einer 7. oder 8.Klasse verwirklicht werden. Mit
den eingangs in einem Brainstorming-Prozess
gesammelten Ideen konnen aber auch Projekte in
hoheren Klassenstufen durchgefiihrt werden.

Ein Lottoprojekt kann je nach Themenauswahl
weit iiber die mathematischen Fragestellungen
hinausgehen und fachiibergreifend in andere Be-
reiche der Lebenswelt weisen. Je nach Altersstufe
wird das Brainstorming unterschiedliche Ergeb-
nisse liefern. Viele Ideen werden sich in der Se-
kundarstufe 1 nicht verfolgen lassen und sind eher
fiir hohere Klassenstufen geeignet.

Es werden hier insbesondere solche Bereiche
herausgegriffen, die das Anliegen ,,Terme,
Termumformungen, Termeinsetzungen* for-
dern.

4.1 Brainstorming

e Jeder Schiiler bringt zum Unterricht einen
Lottoschein mit oder

e jeder Schiiler erhlt einen Lottoschein oder

e der Lehrer projiziert einen solchen oder

e wir lassen Vorabinformationen aus Lottoan-
nahmestellen holen.

Es folgt eine Bestandsaufnahme und Ideensamm-
lung ,,Rund um den Lottoschein*:

Es gibt verschiedene Arten von Lottoscheinen,

die Lottoscheine enthalten zahlreiche Informatio-

nen. z.B

e Riickseite: Auszug aus den Teilnahmebedin-
gungen

e mehrere Zahlenquadrate von 1 bis 49

e Artder Wette, z.B.:

e Permu (Permutationswette), mit einer Spalte

namens ,,6 aus“ 7,8,....12 und den zugehorigen

Preisen

VEW-Systemwette

Wochenlaufzeit

Losnummer

Zusatzspiele: Super 6, Spiel 77

Was geschieht mit dem insgesamt eingezahlten
Geld? Lottoquoten, Lottospenden, Spielsteuer?
Wie ist der Ablauf fiir einen Kunden beim Lotto-
spielen?

usw.
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Strukturierung in Themenbereiche
Nach der Sammlung der Ideen sollten diese nach
passenden Gesichtspunkten (inhaltliche Ver-
wandtschaft, Schwierigkeitsgrad, ...) geordnet
werden. - Auch eine Aufgabe fiir die Schiiler!

Der Lehrer (in seiner Eigenschaft als Projektma-
nager) entscheidet iiber die Teilthemenauswahl
und sorgt fiir die Einteilung der Schiiler in Grup-
pen.

4.2 Gruppeneinteilung

Im Folgenden werden einige fiir die Klassen 7/8
mogliche Gruppenthemen genannt und einige
Ansitze fiir denkbare Fragestellungen und ihre
Bearbeitung vorgestellt. Vor Beginn der Arbeit
hat der Lehrer den Gruppen mitzuteilen, in wel-
cher Form sie ihren Arbeitsweg und ihre Ergeb-
nisse dokumentieren sollen und dass die Ergeb-
nisse den Mitschiilern vorzutragen sind.

Das Lottoprojekt in Klasse 7/8

/\

A Lotto- B Lotto- C Das Zah- | |D Die Per- | |E Lotto- F Ein Pro-
spielen, ziehung lenquadrat | |mutations- | [simulation | |gramm fiir
wie geht im Fernse- | |auf dem wette mit dem den TI-92

das? hen Lottoschein Computer

Gruppenergebnisse vortragen, Gruppendokumentationen

Projektdokumentation insgesamt

4.3 Ausschnitte aus der
Teamarbeit

Team A

Lottospielen, wie geht das?

Gehe in eine Zahlenlotto-Annahmestelle. Nenne
die einzelnen Schritte (1., 2., 3., ....), , die ein
Lottospieler durchfithren muss, bis er an der
nichsten Ziehung teilnehmen kann.

Ein Blick ins Internet:

Lotto am Samstag

Gegenstand des Lotto am Samstag ist die Voraus-
sage von 6 Zahlen, die jeweils aus der Zahlenrei-
he 1 bis 49 ausgelost werden (Gewinnzahlen). In
einer Ziehung werden neben den 6 Gewinnzahlen

eine Zusatzzahl und gesondert eine Superzahl
ermittelt. Der Gewinnbetrag eines Spielteilneh-
mers wird nach dem Totalisatorprinzip errechnet,
wobei die Jackpotregel gilt. Die Gewinnsumme in
Hohe von 50% des Spieleinsatzes verteilt sich auf
7 Gewinnklassen. Die durchschnittliche Aus-
schiittung bei 6 Richtigen mit Zusatzzahl liegt bei
iiber 5 Mio.DM. Die Teilnahme am Lotto am
Samstag ist in allen Verkaufsstellen der deut-
schen Lotto- und Totogesellschaft moglich.

Der Spieleinsatz fiir eine Tippreihe betrdigt DM
1,25 zzgl. Bearbeitungsgebiihr.Uber die Lotto-
zahlen kann man sich dann entweder Samstags-
Abends 19.50 Uhr in der ARD live informieren
oder per Internet.

Die Gewinnsumme in Hohe von 50 % des Spieleinsatzes verteilt sich auf 7 Gewinnklassen:

Gewinnklassen Ausschiittungsanteil je Gewinnklasse Durchschnittliche Gewinnguote
I 6 Richtige + Superzahl 6 % 3.495.954,00 DM

Il 6 Richtige 10 % 1.165.318,00 DM

III 5 Richtige + Zusatzzahl 6 % 87.398,85 DM
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1V 5 Richtige 20 %
V4 Richtige 20 %
VI 3 Richtige + Zusatzzahl 14 %
VII 3 Richtige 24 %

Ziehungshdufigkeiten der einzelnen Gewinn-
zahlen seit dem 09.10.1955

Stand: 50/98

1 2 3 4 5 6 7
271 286 291 263 274 285 266

8 9 10 11 12 13 14
258 284 272 271 266 224 265

15 16 17 18 19 20 21
272 265 282 278 281 270 297

22 23 24 25 26 27 28
278 266 260 278 291 281 245

29 30 31 32 33 34 35
266 263 285 326 286 247 273

36 37 38 39 40 41 42
294 281 302 285 274 281 284

43 44 45 46 47 48 49
272 268 258 278 267 295 311

Bemerkungen

Neben den hier vorgestellten "seridosen” Lotterie-
und Lotto-Veranstaltern gibt es gerade in letzter
Zeit immer mehr zwielichtige Angebote, die oft
nach dem Schneeballsystem funktionieren. Auch
ist in diesen Angeboten die Rede von "ungeahn-
ten Verdienstmoglichkeiten". Unser Tip: Finger
weg!

Team B

Lottoziehung im Fernsehen
Beschreibe den Ziehungsvorgang aus dem Fern-
sehen! - Die Lottozahlen werden also zufillig
gezogen!

Auch dein Taschenrechner kann Zufallszahlen
angeben! Wie geht das? Welche Zahlen erzeugt
der Rechner? Wie kann man daraus Lottozahlen
von 1 bis 49 machen?

Erzeugung von Lottozahlen
Der Taschenrechner hat eine Taste, mit der man
Zahlen aus dem Intervall ]0,1] erzeugen kann, die

6.936,42 DM
129,05 DM
71,08 DM
9,14 DM

zufillig erscheinen (z.B. die Taste RAN). Einige
Ergebnisse beim Driicken der Taste:
0.142 0.451 0.098 0.335 0.866 0.170.

Terme mit Zufallszahlen

Daraus miissen Lottozahlen aus der Menge
{1,2,..49} werden - Die Uberlegungen fithren
zum Term

T(z) = int(49%z+1), dabei ist z aus der Menge
10,1]; int(x) schneidet die Nachkommastellen von
x ab. Beispiel: int(7.894) =7

Auf dem TI-92 geht das so:

|‘F1 T Few Tr:v]’ Fu T FE T FE
- E Algebra|Calc|Other |PranI0|Clear a—z...]

B and) 87293
B gl 490 12
mzeyirandi49),1,1,6, 1)

41 192 1 19 9 6

mcegirandid49),1,1,6, 1)
{12 40 44 16 34 17
®ceolrand(49),1,1,6, 12
45 15 19 35 47 1Z

HMAIN EAD AUTOD SEQ 14/30

Der Bildschirmabdruck gibt die einzelnen Schrit-
te wieder, wie sie im Unterricht erfolgen konnten.

1) Es gibt die Funktion rand(), die eine Zufalls-
zahl aus dem Intervall ]0;1] erzeugt.

2) Die Funktion rand(n) erzeugt eine Zufallszahl
aus der Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,...n},
wir benotigen hier rand(49).

3) seq(rand(49),i,1,6,1) erzeugt 6 Zufallszahlen
aus der Menge {1,2,..49}, also eine Lottozie-
hung.

Allerdings: Unter den 6 Zahlen koénnen auch
gleiche Zufallszahlen auftreten! Was nun? - Hier-
fiir briuchte man ein Programm, das solange
Zufallszahlen aus {1,2,...49}erzeugt, bis 6 ver-
schiedene Zahlen gefunden sind.

Wir machen es einfach so: Wir fithren immer
wieder den Aufruf seq(rand(49),i,1,6,1) durch, bis
wir 6 verschiedene Zufallszahlen und damit auch
eine verniinftige Ziehung haben.
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Termeinsetzungen in einen neuen

Baustein
Hier lassen sich wieder Termeinsetzungen durch-
fithren. Dazu definieren wir z.B. am TI-92:

seq(rand(n),i,1,m,1) — zufall(n,m)
und fragen nach der Bedeutung verschiedener

Aufrufe. Jeder dieser Aufrufe bedeutet eine
Termeinsetzung.

|’F1 T 5 Tr3v]’ i T FE T 3 ]
- E Algebra(Calc|0ther|PramI0Clear a-z..

de 15 19 FE 47 1

W zeylrand(nl, 1.1, m, 10+ zufallin. m
Dore
" zufallié, 187
73 6 4 4 1 1 1 & & 3

" zufallidd, 62

tia 16 42 16 11 23
mrufallidd, 1 L19%

HAlW EAD AUTO SEQ 1B/20

zufall(6,10) gibt uns 10 Zufallszahlen aus der
Menge {1,2,...6},
zufall(49,1) gibt uns eine Zufallslzahl aus der
Menge {1,2,...49}.

Team C
Das Zahlenquadrat auf dem

Lottoschein
234567
9 101112 13 14
516 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49

1
8
1

Terme und Zahlenfolgen im Lottoschein

e Betrachte die Zahlen auf den beiden Diagona-
len! Stelle einen Term auf, der die Zahlenfol-
gen beschreibt.

Hauptdiagonale: HD = 8n+1 fiir n=0,1,2,...6
Nebendiagonale: ND = 6n+7 fiir n=0,1,2,...6
Spalte 1: 7n+1 fiir n=0,1,2,...6

Spalte 2: 7n+2 fiir n=0,1,2,...6 usw.

Im Folgeneditor des TI-92 werden die Folgen HD
(als u3(n)) und ND (als u4(n)) eingetragen.

[‘Fi Trsz Fx Tru TFSTT FE™ T F7 T ]

va Zoom|Edit] « [A1l[Style|Axes. ..

LFLOTS
ul - andi)
uil=
u2=iPar~t[
uiZ=

“ y3=g-n+1
uii=ll

Y ydEE R+ 7

uil=
FMAIN EAD AUTO SER

I‘Fi Trzv]’ Fx T F4 TFSTTFETTF? T ]
- E Zoom|Trace [ReGraph|Math|Draw|« f"?

49 -1 - rand) . 1]
3]

' .Darstellung zweier
Folgen, n=0,1,...6

FAIN RAD AUTO FER

In der Abbildung sind die Folgen HD und ND

dargestellt. Welche Punkte gehoren zu welcher

Folge?

e Welche Folgen ergeben sich, wenn man den
Laufbereich fiir n vergrofert?

¢ Bilde die Summe der Elemente einer der obi-
gen Folge.

e Wo findet man auf dem Lottoschein die Er-

gebnisse fiir den Term (7n+6)?

e Markiere auf dem Lottoschein den Weg der
Zahlen n"2.

56 17

10 11 12 13 14

17 18 19 20 21

32 33 34 35
38 39 40 41 42
43 44 45

Notiere im Lottoquadrat die Zahlen des Terms
T(n) = n(n+1)/2.

1 23 456 7
8 9 10111213 14
15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49

Was fillt auf? Beachte dazu auch die folgende

Aufgabe.

e Wie grof} ist die Summe aller Lottoschein-
Zahlen?
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e Suche nach weiteren mathematischen Zusam-
menhéngen auf dem Lottoschein.

Team D

Die Permutationswette

e  Wie kommen die Preise dafiir zustande?

e FEine Formel fiir die Anzahl von Permutatio-
nen von n Elementen
P(n) = n*(n-1)*(n-2)*...*3*2*1 = n!
(n-Fakultét).

e Nenne oder erfinde andere Aufgaben, in de-
nen Permutationen gebraucht werden.

Team E

Lottosimulation mit dem Computer
Information: Das Programm Lotto ist 1994 in
einem Informatikkurs in Projektarbeit entstanden.
Benutze das Programm durch Aufrufe in einer
sinnvollen Reihenfolge.

Stelle folgende Informationen zusammen:

e  Was leistet das Programm?

® Notiere eine sinnvolle Folge von Aufrufen
durch den Benutzer.

* Auf welche Weise kann man sich einzelne
Tipps, aber auch sofort eine grole Anzahl von
Tipps verschaffen?

Worauf ist bei der Tippeingabe zu achten?

e FErldutere den Zusammenhang zwischen den

Tipps der Kunden und der Lottoziehung.

Hinweis: Das Programm LOTTO ist beim Autor

erhéltlich. Es ist in Turbo-Pascal geschrieben und
lauft also unter MS-DOS.

Das Hauptmenii:

1 Tippen,von Hand oder Computer
2 Ziehung u. Vergleich mit Tipp

3 Statistik

4 Anleitung, Hilfen

5 Abbruch (Quit)

Bitte mit dem Cursor auswdhlen!

Team F

Ein Programm fur den TI-92
Schreibe ein Programm fiir den TI-92, das 6 Zu-
fallszahlen aus der Menge {1,2,3,...49} erzeugt.

Nach Einweisung der Schiiler dieses Teams in das
Programmieren mit dem TI-92 konnte sich als
Ergebnis der Arbeit ergeben:

1 5 FEv [ FuT FE FE™
vE Control |I<0War|Find. .. [Mode ]

fFor i,1,6,1
tiPartiddnrand(i+1)9z
t0izp =

tEndFor

;EndPPgm

HalH FRD AUTO SER

Ein Programmaufruf PROG1() im Home-Editor
liefert das folgende Ergebnis

ﬂé;;‘PPE%IDk:hhﬁTiffL.]

HalH FRD AUTO SER 1A%

Aufgabe:

Fiir die Ziehungshiufigkeiten der Zahlen 36 bis
49 werden in einer Statistik die folgenden Werte
angegeben. Was erwartest du von den Ziehungs-
hiufigkeiten der Zahlen 1 bis 21?

36 37 38 39 40 41 42
294 281 302 285 274 281 284

43 44 45 46 4T 48 49
272 268 258 278 267 295 311

4.4 Vortragen der Ergebnisse
und Dokumentation

Nach Beendigung der Teamarbeit in den Gruppen
werden die Ergebnisse vorgetragen. Eine gute
Motivation fiir eine Gesamtdokumentation besteht
u.a. darin, das Endprodukt 6ffentlich zu machen,
z.B. in der Schulzeitschrift, oder es anderen Schii-
lergruppen zur Verfiigung zu stellen. AuBlerdem
sind die Dokumentationen Grundlage fiir eine
Klassenarbeit zum Projekt.
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5. Eine moderne Klassenar-
beit zum Thema ,Terme“ in
Klasse 8

Bemerkungen zu neuartigen Klassen-
arbeiten

Eine Anderung von Unterrichts- und Aufgaben-
kultur fiihrt selbstverstindlich auch zu anderen
Klassenarbeiten und Klausuren als sie bisher
geschrieben wurden.

Wihrend bisher zuweilen selbst die Formelsamm-
lung bei Klassenarbeiten verboten wurde, kann
nun sogar die Benutzung auch anderer Hilfsmittel
in Erwigung gezogen werden. Das konnen u.a.
sein:

e Das Unterrichtsheft,

das Schulbuch,

die Formelsammlung,

der Taschencomputer.

Die Aufgaben werden anders zu formulieren sein:

e Offener,

e mehr orientiert an Modellbildungen und An-
sdtzen,

e weniger orientiert an Standardrechnungen,
nur mit wenig Handrechnung,
mit Auftragen zur Interpretation von Ergeb-
nissen,

® mit vorgegebenen Zwischen- oder Endergeb-
nissen,
mit Vorgeben weiteren Materials,
mit Computerbenutzung zum Rechnen und
Zeichnen und zum Experimentieren,

e mit der Dokumentation der Computerarbeit.

Einige dieser Aspekte werden im Folgenden be-
riicksichtigt:

Eine Klassenarbeit in Klasse 7/8
(je nach Lehrplan)

1) Im Internet wird ein magisches (3,3)-Quadrat
mit den Variablen a,b,c angegeben. Wir nennen
es kurz Q(a,b,c)

c-b c+a+b c-a
c-a+b C c+a-b
c+a c-a-b c+b

1.1. Bilde die Summe der Elemente der 2.Zeile
und der Hauptdiagonalen mit ausfiihrlicher Hand-
rechnung. Ist es wirklich ein magisches Quadrat?

1.2 Berechne Q(1,2,3) und Q(c,c,c). Welche
Eigenschaften der magischen Quadrate lassen
sich feststellen?

2)

2.1 Definiere im CAS des TI1-92:

0.5*%(x+1)"3 => y1(x) und lasse yl(x) mafstabs-
getreu zeichnen. Als Dokumentation bitte eine
Skizze unter Beriicksichtigung der Punkte A(1,?)
und B(-1,?) und der Achsenschnittpunkte. Benut-
ze das beigefiigte Kosy.

2.2 Beschreibe den Verlauf des Graphen und
begriinde die Unterschiede zu 0.5*(x+1)"2 =>

y2(x).

2.3 Berechne den Term 0.5%(x+1)"3 ausfiihrlich
von Hand und tiberpriife mit dem CAS.

3) Die Oberfléiche eines Quaders betrage

120 gcm. Die Kantenldngen a und b sind bekannt:
a=5cm, b=8cm. Berechne die dritte Kante ausge-
hend von der dir bekannten Oberflichenformel.

3.1 Durch ausfiihrliche Handrechnung (erst all-
gemein, dann Zahlen einsetzen)

3.2 Mit Hilfe des TI-92-CAS-Bausteins
2ab+2bc+2ac => Ob(a,b,c). Kommentiere dein
Vorgehen. Uberpriife dein Ergebnis durch eine
geeignete TI-Kontrollrechnung. Notiere den Bild-
schirminhalt.

Hinweis: Falls die Arbeit als zu lang fiir eine
Schulstunde empfunden wird, kann z.B. 2.2 weg-
gelassen werden.
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Losungen und Bewertung

Losung zu 1.1: Die Summe der Elemente der
2.Zeile bzw. der Hauptdiagonalen ist:

s(z2) = c-a+b +c +c+a-b = 3¢, da a und b heraus-
fallen.

s(thd) =c-b+c+c+b =3c, dab herausfillt.
Kopfrechnung zeigt, dass sich iiberall (Zeilen-
summen, Spaltensummen, Diagonalsummen) die

Summe 3c ergibt. Es ist ein magisches Quadrat.

Losung zu 1.2: Q(1,2,3) =

1 6 2
4 3 2
4 05

Die magische Summe ist gleich 9. Es kommen
Zahlen mehrmals vor.

0 30
c ¢c ¢
2c -¢ 2¢

Die magische Summe ist gleich 3c. Es kommen
Zahlen mehrmals vor; wenn c positiv ist, ist ein
Wert negativ.

Losung zu 2.1:

[Fi T Fer ]’r3~r]’ Fir ]’ TS ]’ [ ]
- E Alaebral|Calc|0ther[PramI0Clear a-=..

LS (x+ 1)3-}I=|1Exj Dohe
"L S (x+ 1)2+'=|2(><} Done
" gliEy .5
o soluelglix) =0, ) w=-1

u expand[.ﬁ-(x+ 1)3]
LSS 15w 1.5 x4 .5

HMAIN FAD AUTO FUMC E/20

Ich definiere y1(x) und y2(x) und lasse zeichnen,
dabei Korrektur des Mafistabs mit ZoomDec. Zur
Ubernahme in das Kosy lasse ich die Achsen-
schnittpunkte mit y1(0) und solve(y1(x)=0,x)
berechnen. Diese sind Sx(-1,0)=B und Sy(0,0.5).
AuBerdem benutze ich A(1,4) (im Kopf berechnet
durch Einsetzen in y1(x)).

Losung zu 2.2:

1 Fer | F3 F4 FE* | FGT |F7
- E Zoom|Trace |ReGraph [Math|Draw |-

HMAlW ERD _AUTO FUNC

Hinweis: Als Handskizze fiir y1(x); y2(x) steht
auf dem Bildschirm nur zum Vergleich.
Moglicher Text: Der Graph zu y1(x) verlduft im
1. und 3.Quadranten, ein bisschen auch im
2.Quadranten und ist offenbar punktsymmetrisch
zu (-1,0). Der Graph von y2(x) dagegen hat nur
positive y-Werte, weil quadriert wird. Wegen des
A3 kann y1(x) auch negative Werte haben.

Lésung zu 2.3 : Handrechnung
0.5x+1)"3  =0.5(x"2 +2x +1)(x+1)
= 0.5(XN 3+ 242X 24++2X+X+1)
= 0.5(x"3+3x"2+3x+1)
= 0.5x"3+1.5x"2+1.5x+0.5
(wie das CAS, s.0.)

Lésung zu 3.1:
2a+2b+2¢c = 0 =>2¢ = 0 -2a-2b => ¢ = O/2-a-b.
Also ¢ =120/2 -5-8 =43cm

Lésung zu 3.2:

|’F1 T Fer Trsz Fir T FE T F&
- E Alachra|Calc|0ther [PramI0|Clear a—z...]

2a*b+2b*c+2a*c>ob(a,b,c)

[ R e e R W ! =T T o Dotz
®zolueobi3, 8, c0= 120, ) 20/13 etk
" ohi5, 8, Mrs= 128 Lrue
mm——— 2013 g FURE =750
Zeiteinschiitzung

Aufgabe 1: Ca. 157

Aufgabe 2: 207

Aufgabe 3: 10°



Zusammenfassung

57

6.

Zusammenfassung

6.1 Wo kommen Terme her - welche Termumformungen sind nétig?
Wieviel Termaufgaben sollen es denn nun sein?

Die Antworten sind abhingig von den Unterrichtsvoraussetzungen, wie
(a) Computer stehen nicht zur Verfiigung,

(b) Computer stehen gelegentlich zur Verfiigung,
(c) Computer stehen immer (auch in den Folgeklassen) zur Verfiigung, wenn ihr Einsatz gewiinscht wird.
AuBlerdem ergeben sich unterschiedliche Antworten, je nachdem, ob es um die Benutzung von PCs geht oder
um die von Taschencomputern wie den TI-92.

Ausgewihlte The- |von Hand Veranschaulichen | mit CAS arbeiten
men zu ,, Terme, ohne CAS mehr Nutzen vieler Mog- | Kontrollen, Veran-
Termumformungen, | Handrechnung, lichkeiten, von Hand | schaulichungen, Ex-
Termeinsetzungen® | mit CAS weniger oder mit CAS, Funk- | perimente, Baustei-
Handrechnung tionenplotter,CAD | ne, Dokumentation
Gesetze, Termeinsetzun- unabdingbar Graphen, Punkte Gesetze im CAS, Terme
gen definieren, T(a)
Termstrukturen erkennen | unabdingbar Termbdume fiir Arbeit mit CAS unbe-
dingt notig
Binomische Formeln unabdingbar u.a.Pascal-Dreieck Baustein

Bin(a,b,n):=(a+b)"n

Abzihlprobleme Erzeugung dquivalenter Punktmengen, Folgengra- | Aquivalenz zeigen, Sol-
Terme, schone Ubungen phen ve(tl(x)=t2(x),x)
Termumformungen nur einfache Beispiele, dazugehorige Graphen mit CAS, Aquivalenz

wenig

zeigen

Einsetzungen in Terme

unabdingbar, wichtig
(jetzt und spiter)

Graphen, Punkte, Tabellen

z.B. T(a,b), Term an der
Stelle a,b, T(3,-2)

Gleichungen 16sen

unabdingbar, Termum-
formungen erwachsen aus
den Problemstellungen,
einfache Beispiele!

Graphen, Aquivalenzum-
formungen graphisch

White-Box, Grey-Box,
Black-Box
Solve(...)

Nullstellen wichtig, Ausblick S2, Graphen Solve, Factor, Bausteine
faktorisieren x2-2x-8 [iir Standardformen
Schnittpunkte moglich, Ausblick S2 Graphen Solve, Factor

Interessante Terme in
Mathe- und anderen An-
wendungen

sehr zu empfehlen, z.B.
,,Primzahl-terme*

Graphen, Tabellen

Tabellen mit CAS, gut
zum Experimentieren,
Bausteindefinitionen

Terme aus Klausuren der
Sek.2

zu empfehlen, weckt Neu-
gier

Graphen usw.

mit Graphen experimentie-
ren

Baumdiagramme als

zu empfehlen, wichtige

Béume

Termerzeuger Methode
Terme als CAS- auch von Hand moglich, Graphen, Tabellen Wichtige Arbeitsweise in
Bausteine aber richtig sinnvoll erst CAS, schafft Uberblick,

mit CAS

fordert Experimentieren
heraus

Abb.6.1.a: Von Hand bearbeiten oder mit CAS bearbeiten?
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Abbildung 6.1.a versucht eine Zusammenfassung und Wertung verschiedener ,,Termthemen* unter den As-
pekten

- Bearbeitung von Hand (ohne Computer),

- Bearbeitung mit dem Computeralgebrasystem und

- Veranschaulichungsmoglichkeiten, z.B. mit Computergrafik.

Die Notwendigkeit von Handbearbeitungen - auch bei zusétzlichem Computereinsatz - wird mit den kursiv
gedruckten Begriffen wie ,,unabdingbar®, ,,wichtig* , ,,sehr zu empfehlen* gekennzeichnet. In der Spalte ,,mit
CAS* (auch andere Software kommt in Frage) sind die besonders wichtigen Aspekte ebenfalls kursiv her-
vorgehoben. In allen Féllen spielen Veranschaulichungen eine wesentliche Rolle und in einer Unterrichtsrei-
he sollte auch die Vielfalt moglicher Themen genutzt werden.

Abbildung 6.1.a gibt zusitzlich einige Hinweise, wie die Bedeutung der einzelnen Themen tiber Terme gese-
hen werden kann.

Welche Termtypen werden benétigt?

In Kapitel 3 wurden zahlreiche Vorschlidge fiir Themen tiber Terme unterbreitet. Wir fassen hier zusammen,
welche Terme dort verwendet wurden und gewinnen so einen Eindruck von Termarten, die im Unterricht der
Sekundarstufe 1 (vorwiegend in den Klassen 7-9) auftreten - ohne allerdings dabei Vollstidndigkeit erreichen
zu konnen. So fehlen hier beispielsweise Terme in Zusammenhang mit Exponentialfunktionen oder trigono-

metrischen Funktionen.

Themenkreis Beispielterme,
Bemerkungen zum Einsatz von CAS
Fliichenberechnungen a’-b’, (a-b)*b+(a-b)*a, 4*((a+b)/2 * (a-b)/2)),
(a+b)?
CAS-Bausteine, z.B. bau(a,b):= a%-b?
Abzihlprobleme Folgen, Reihen
Kreise (Punkte) zihlen n?, 2n+2(n-2)+(n-2)%, (n-2)*+4(n-1)
Hindeschiitteln n(n-1)/2, (n-1)+(n-2)+...+34+2+1

Anzahl Diagonalen im n-Eck

(0-3)+[(n-3)+(n-4)+... +2+1] ,
(n-3)+(n-3)(n-2)/2 , (n-3)n/2,

Permutation n!, (n-2)! (n-1) n
Termumformungen mit CAS
Geradenterme Baustein GL(a,b,c,x):=(a*x+b=c) oder

Gleichung a*x+b=c
Achsenschnittpunkte von Geraden

Bausteine T1(a,b,x):=a*x+b und T2(c)=c
Verwendung von SOLVE,
Grafikkomponente des CAS

Terme am magischen Quadrat

Baustein Mag(h,i):=

10 10-h —5+h+i )

@10+h+2i 5 20—h—2i
15—-h—i h i N

Summenbildungen, Gleichungen
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Baumdiagramme als Termerzeuger
Prozente im Ubergangsgraphen
Zeitungskauf

Warten auf Erfolg

p(1-p)+(1-p)p+p’
a* (1-a) p°
(1-p)p’ ,Baustein Warte(p,n):=(1-p)*p"

Terme am Pascalschen Dreieck

0.5n(n+1), 1/6n(n+1)(n+2), n°/6+ n*/2+n/3
(a+b)’,(a+b)?
Baustein Binobau(a,b,n):=(a+b)"

Summen aufeinanderfolgender Zahlen und
verwandte Fragestellungen, Teilbarkeit

n+(n+1)=u, n*(n+1)=u, n/(n+1)=u,
Baustein Term(n,u):=(n+(n+1)+(n+2)=u)

Gleichungen und Veranschaulichung
Parabel, Gerade, Hyperbel

,Umformungsprogramme*

5

, 2x-1)(x+1) = 0.4x+1
2x+2 4x-—-4

schrittweise Losung von Hand , SOLVE,
schrittweise Losung mit CAS,
Grafikkomponente des CAS
((expand(factor(g(x))(x+1)(x-1)2)-x)+5)/4

Nullstellen und Schnittpunkte

f(x) = (2x+3)(x-2)(-x-1), SOLVE
EXPAND, Grafikomponente des CAS
2x+3y=5, y=10x-1, y=x*

,,Primzahlterme* f1(x)=x"+x+17,
Baustein PT(a,b):= a’+a+b
Folgen wie (10"-1)/9, 2"-1
Termstrukturen Distributivgesetz, Termbdume, Geradenglei-

chung, Asymptoten

Terme als CAS-Bausteine

Baustein Trapez(a,b,h):=(a+b)*h/2, Bau-
steinaufrufe

White-Box, Grey-Box, Black-Box,
Mathematik am Trapez, zahlreiche weitere
Beispiele stehen oben

Projekt Lotto
Lottoscheinmatrix, Permutationswette, Lotto-
simulation

Tabelle fiir Ziehungshiufigkeit der Zahlen,
Folgen, z.B. 8n+1, 6n+7, Permutation
P(n)=n!, Terme mit Zufallszahlen,

Baustein zufall(n,m):=seq(rand(n),i,1,m,1)

Abb.6.1.b: Eine Termliste
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Die genannten CAS-Bausteine ermoglichen jeweils

intensive Forschungsarbeiten der Schiiler rund um das jeweilige mathematische Objekt
die Losung von Aufgaben zu dem Objekt

Kontrollrechnungen

einen guten Uberblick iiber die Mathematik rund um das Objekt

die Verkniipfung mit anderen Objekten

Welche Termumformungen werden gebraucht?

Die obigen Zusammenstellungen zeigen uns auch, welche Termumformungen bei den
jeweiligen Themen benotigt werden. Es sind das - unter Beschriinkung auf die Klassen 7-
8-9 (teilweise, hier ohne Rechnen mit Wurzeln):

Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren ,,auf beiden Seiten* bei Gleichun-
gen

Beim CAS: Das macht SOLVE automatisch oder kann schrittweise simuliert wer-
den.

Auf den Hauptnenner bringen, Uberkreuzmalnehmen, Anwendungen des Distributiv-
gesetzes (Ausklammern, ausmultiplizieren), Zusammenfasssungen, Vereinfachungen
Beim CAS: Das sind die Anweisungen FACTOR, EXPAND.

Termeinsetzungen

Werden in die Variablen eines Terms Terme eingesetzt, so ergibt sich wieder ein Term.
Beispiel: y=u” und u=3x-1, y = (3x-1)°

Beim CAS: Es gibt verschiedene Moglichkeiten fiir Termeinsetzungen, siche die
folgende Abbildung.

Fi Fer Fzr T_ FUT FE FB
- ETFIIEIEE!I"‘E Calc Dther‘TF'r*ngDTClear‘ a—z...]

o
lu2|u=3-:=-:—1 (Z-x-1)
Z

Bg= 3+ termliu) Done
m berml(3 x - 1) (T —- 179
mL-w =1+ termdix Oone
m Lermllbernzco) (T -1
mtarmll) 49

MAlN EAb AlUTO FUMC 11/ =0
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6.2 Ein Vorschlag fiir eine Unter-
richtsreihe
»rerme - Termeinsetzungen -
Termumformungen®

Je nach Lehrplan ist die Unterrichtsreihe in Klas-
se 7 oder 8 denkbar. Die im Folgenden skizzierte
Unterrichtseinheit gibt indirekt weitere Auskiinf-
te, in welchem Umfang Terme bei Einsatz des
Computers behandelt werden konnen. Auflerdem
wird noch einmal auf die anfangs formulierten
Thesen hingewiesen.

(1) Terme kennenlernen - Zahlen in

Terme einsetzen

Fir verschiedene Problemstellungen werden
Terme aufgestellt oder vorgegeben. Von Anfang
an erfolgt die Abkiirzung von Termen in den
Formen T(x) oder T(a,b) je nach Art der Variab-
len. Dabei wird stets auf Visualisierungen geach-
tet. Termeinsetzungen werden in der Form
T(2,9)... geschrieben.

CAS: Das CAS kann erstmals benutzt werden:
Die auftretenden Terme werden eingeben, Terme
bzw. Bausteine werden definiert, Werte werden
eingesetzt, ggf. wird graphisch dargestellt.

(2) Terme umformen

Umformungen konnen z.B. tiber Abzihlprobleme
motiviert werden. Nun entsteht der Zwang, pas-
sende Gesetze zu formulieren (z.B. Distributivge-
setz) und zu benutzen. Hierbei kann auch mit dem
Thema , Termstruktur, Termbdume* begonnen
werden - diese Inhalte konnen auch schon in
fritherem Unterricht eingebracht werden.

CAS: Die Aquivalenz von Termen wird ,,kontrol-
liert“ durch etliche Einsetzungen von Zahlen.
Spiter geht das mit

Solve(T1(x)=T2(x),x) - Ergebnis: true.

(3) Gleichungen losen

Als wichtigste Anwendung kénnen nun Gleichun-
gen gelost werden. Diese sollten aus Problemen
heraus entstehen, z.B. Schnittpunkte, Nullstellen,
Anwendungsprobleme. Zunichst erfolgt das in
Handrechnung (einfache Beispiele).

CAS: Nach einigen Handrechnungen, bei denen
die schrittweise Umformung als Algorithmus

formuliert werden sollte (,,auf beiden Seiten®),
wird die Rechnung mit dem CAS nachgemacht -
mit Dokumentation! Am Ende erfolgt der Uber-
gang zu ,Solve”. Die jeweiligen Links-
Rechtsterme in den Gleichungen kénnen ggf. im
Koordinatensystem veranschaulicht werden.

(4) Die binomischen Formeln - der

Baustein Binobau(a,b,n)

Fiir die Behandlung binomischer Formeln gibt es
bekanntlich viele Moglichkeiten; besonders
dankbar ist das Pascalsche Dreieck.

CAS: Die binomischen Formeln bieten ein scho-
nes Beispiel fiir die Definition eines CAS-
Bausteins, etwa Binobau(a,b,n):=(a+b)"n. Mit
diesem Baustein und Aufrufen desselben er-
schlieft sich eine umfangreiche ,,Mathematik-
welt“. Einzelheiten hierzu lassen sich nachlesen in

[

Beispiele:

Binobau(a,-b,2) = (a-b)"2, 2.binomische Formel
Binobau(x,1,2) = (x+1)"2, Gleichung einer Para-
bel, diese graphisch darstellen!

(5) Ubungen zu Termen - Bearbeitung
teils mit Verwendung des CAS und
teils von Hand, Arbeiten mit Baustei-
nen

Vielfiltige Aufgaben unter Verwendung des

CAS bearbeiten

e Uben, Terme zu finden (Ubungsaufgaben

entstehen aus der Modellierung von Proble-

men)

Losungsansétze beschreiben

Bearbeiten mit und ohne Black-Box

Veranschaulichungen iiben

Uben von Dokumentationen

Entwurf und Beschreiben der verwendeten

Strategien iiben

e Interpretieren iiben, z.B. von vorgelegtem
Material (z.B. von Ansitzen, dokumentierten
Termumformungen) oder von Losungen

¢ Durchdenken / Bewusstmachen des mathema-
tischen Hintergrunds

e Termstrukturen aufzeigen

e gelegentliche Handrechnungen, Kontrollieren
mit dem CAS



62 Terme im Mathematikunterricht

Wo liegen hierbei die Grenzen ,,ver-

G

niinftiger* Termumformungen? 9 E (20y)- 1 27y)-7 = E 2ly)
5 3

Die folgenden Beispiele stammen aus einem
Schulbuch. Es enthilt noch umfangreichere Auf- ? 6u(-3u+7) + 8u’ > 5(2u-3) - 10 v’
gaben. Die Aufgaben sind plaziert innerhalb von
Aufgabenkaskaden - ohne jeden Bezug zu iiber- 9 5x=2y-1 a-2b b-2 +i +ib
geordneten Problemstellungen. Ahnliche Vorge- ' 3a 6ab 15 15 30

hensweisen findet man in vielen Schulbiichern.
Antworten zur Frage nach ,,verniinftigen® Term-
? 27ab-12a*+13bc-a’+3ab-12bc+ab-55 umformungen ergeben sich aus den Ausfiithrungen
in diesem Heft. Die obigen Aufgaben jedenfalls
miissen als ungeeignet fiir einen modernen Ma-
? 20t: 9 A4te: §+15 e 7 thematikunterricht bezeichnet werden.

AbschlieBend halten wir noch einmal fest:

Der Unterricht iiber Terme und Termumformungen besteht zur Zeit in erheblichem Maf3e
aus unnotigem Vorratslernen - hiufig noch weit iiber das spiter Benotigte hinaus. Das
1468t sich leicht dndern, egal, ob mit oder ohne CAS-Einsatz.

Terme sind nicht einfach da! Terme erwachsen aus konkreten Problemstellungen.
Deshalb sollte man solche Probleme auch stellen und bearbeiten. Dabei kann der regulire
Lehrplan auch verlassen werden zugunsten einer Vernetzung mathematischer Inhalte.

Stupides Uben von Termumformungen muB unterbleiben! Viele Termumformungen
sollte man dort besprechen, wo sie gebraucht werden.

Wohl aber konnen Funktionen mit Parametern betrachtet und damit das durchgéngig
wichtige Prinzip der Definition/ Verwendung / Analyse von Bausteinen eingeleitet
werden.

Es ist ein wesentliches Unterrichtsziel, die Struktur von Termen erkennen zu konnen.
Mit dieser Féahigkeit ist es dann auch moglich, Computeralgebrasysteme zielgerichtet ein-
zusetzen.

Nach jeweils einfachen Beispielen fiir die verschiedenen Termtypen sollte stets der U-
bergang zum Arbeiten mit dem CAS erfolgen.

Das Arbeiten mit dem CAS erfordert eigene Strategien und Dokumentationstechni-
ken und muss geiibt werden. Das Uben sollte mit gelegentlichen Handrechnungen ver-
bunden werden.
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