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Vorwort

Adressatenkreis des Heftes

Das vorliegende Heft wendet sich an Lehrer, die die neuen Mdoglichkeiten von Computer-
algebrasystemen (CAS) im Unterricht ausprobieren wollen. — Das Heft ist aber auch so
konzipiert, dass es fiir die konkrete Arbeit im Unterricht geeignet ist und damit auch in die
Hand der Schiiler gegeben werden kann. Hierzu dienen u.a. der jeweils einleitende Text und
die vielen Arbeitsblitter.

Die Unterrichtseinheiten entnehme man dem Inhaltsverzeichnis. Sie stammen alle aus dem
Standardstoff der Sekundarstufe 1 (Klasse 7 bis Klasse 10). Durch passende Vertiefungen
oder zur Einfilhrung in die Arbeit mit Bausteinen sind viele Teile auch fiir den Unterricht in
der Sekundarstufe 2 verwendbar.Der Anhang dient der mehr theoretischen Grundlegung und
ist fiir den Lehrer oder fiir im Umgang mit CAS bereits erfahrene Schiiler gedacht.

Neue Moglichkeiten durch Verwendung von Parametern

Computeralgebrasysteme und andere Mathematik-Software haben in den letzten Jahren
zahlreiche neue Moglichkeiten fiir den Mathematik-Unterricht erdffnet. Aufsédtze in den
Fachzeitschriften, Biicher und Hefte mit konkreten Unterrichtsbeispielen und Lehrplan-
entwiirfe zeigen, dass diese Moglichkeiten von engagierten Lehrern inzwischen erkannt und
schon gut ausgenutzt werden. Schulbiicher dagegen halten sich noch sehr zurtick.

Bei den bisherigen Uberlegungen wird ein besonderer Aspekt, der sich zu einer Leitidee
entwickeln kann, noch wenig beachtet wird. Es handelt sich um die Arbeit mit Bausteinen
(Modulen), die die Idee der Parameter schon friihzeitig - schon in der Sekundarstufe 1 -
ermoglicht. Mit Parametern wird bisher in der Regel erst in der Sekundarstufe 2 gearbeitet —
und das meist in bescheidener Weise.

CAS und andere Programme lassen die Arbeit mit Bausteinen zu, beispielsweise kann
man einen Baustein gerade (...) fiir die Punkt-Steigungsform einer Geraden definieren:

gerade(x,m,a,b) : = m*(x-a)+ b nach der Syntax von DERIVEDS
Aufrufbeispiel: gerade(x, 2, 3,4)

define gerade(x,m,a,b) = m*(x-a)+* b oder

m*(x-a)+ b > gerade(x, m, a, b) nach der Syntax des TI-92-Plus
Aufrufbeispiel: gerade(x, 2, 3,4)

fl: c*(x-a) + b nach der Syntax von HL-Plot-Win
Aufrufbeispiel: f1(3,4,2)

Andere Bausteine sind schon vorhanden, etwa fiir das Bilden von Funktionsableitungen.

Bausteine sind deshalb so wichtig, weil man sie unter verschiedenen Zielsetzungen
verwenden kann und weil sie die Erreichung diverser Lernziele des Mathematikunterrichts
unterstiitzen; Ndheres hierzu siche Anhang.



Fiir das frithzeitige Arbeiten mit Parametern schon in der Sekundarstufe 1 sprechen
u.a. folgende Griinde:

e Die vielen in der Sekundarstufe 1 auftretenden Formeln aus Algebra und Geometrie
enthalten ohnehin Parameter.

e Die bewusste Beriicksichtigung dieser Parameter fiihrt zu einer Verbreiterung des
mathematischen Wissens.

e Die Wahl verschiedener Einsetzungen bei Parameteraufrufen (Zahlen, Variabeln oder
sogar Funktionen und andere Datenobjekte) fithrt zu mehr Verstindnis und zu einer
Verkniipfung verschiedener mathematischer Bereiche.

e Viele mathematischen Unterrichtsgegenstdnde lassen sich besser begreifen, wenn man
nicht mit Einzelexemplaren arbeitet, sondern mit mehreren Exemplaren gleichzeitig
hantiert und damit Vergleichsmdglichkeiten hat und ggf. Fallunterscheidungen leichter
durchfiihren kann.

e Erfahrungen aus der Informatik zeigen, dass das Arbeiten mit Parametern, z.B. bei
Prozedurdefinitionen und -aufrufen keine besonderen Probleme bereitet.

e Bisher wird das Arbeiten mit Parametern erst in der Sekundarstufe 2 als wichtiges
Konzept angesehen (hdufig erst bei Kurvenscharen). Eine rechtzeitige Vorbereitung und
Einiibung in der Sekundarstufe 1 an einfacheren Beispielen — wie es nun durch die CAS
moglich ist — nutzt dem spéteren Unterricht.

Verwendete Software:
- CAS des TI-92-Plus (Texas Instruments)
- DERIVE 5 (Texas Instruments)
- ANIMATO (H. und E.Lehmann, mirza@snafu.de)
Animationen mit Funktionen / Relationen, Funktionenplotter, Windows-Version 2001

Eberhard Lehmann,
Berlin, im Januar 2002
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1. Parameter bei Flacheninhalten und
Umfangsberechnungen von Rechtecken

1.1 Rechtecke

Unterrichtsvoraussetzungen:
Wir kennen die Formeln fiir den Umfang und den Flacheninhalt von Rechtecken:

a

Umfang U=2a+2b

Flacheninhalt A =a*b

Die Berechnung von Umfangen und Flacheninhalten ist also bei
Rechtecken abhangig von den Variablen a und b. Die obigen
Formeln werden aussagekraftiger, wenn wir das auch auf der
linken Seite bertcksichtigen und schreiben:

U(a,b) = 2a + 2b bzw. A(a,b) =a * b.

Dabei sind a und b sogenannte ,Parameter”, fir die man zum
Beispiel Zahlen oder auch Variable (oder sogar Terme) einsetzen
kann.

So deutet z.B. U(5,6) die Aufgabe, den Umfang eines Rechtecks mit den Seiten a =5 LE
(L&ngeneinheiten) und b = 6 LE zu berechnen, also U(5,6) = 2*5 + 2*6 = 22. Der Umfang
betragt also 22 LE.

U(x, 3) = 2x + 6 ist der Term fur ein Rechteck, das den Umfang 2x + 6 hat. Man kann aber
den Term auch graphisch deuten und im Koordinatensystem eine Gerade dafiir zeichnen. So
erhalt man eine Aussage Uber die Veranderung des Umfangs.

Aufgabe 1.1.1:
Lose die folgende Aufgabe durch Handrechnung und beschreibe das Bild der
Computerrechnung.

|’F1 ]’ Fer Trzv]’ Fi= ]’ FS T FE*
- E AlgebralCalc|0ther |PramI0|Clean Up

Abbildung 1.1.1 auf Seite 7
zeigt die Ansicht eines Hau-
ses. Berechne die Inhalte der
mab+flica, b Dome vier sichtbaren Flachen.

Flig1.5,1)  f£li,
= =

BliCE, 3+ Flic.5, 20 + =
954

MAIM EAD EXACT FUNC 2/30
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Ab 1 2 3 4 5 5 7 g 3 0on g2 g3

1

AbblllHausﬂachen

Im Computerbild erkennt man die Definition eines Bausteins fiir den Fldcheninhalt (fli) eines
Rechtecks:  a*b = fli(a,b).

Anschlieend wird der Baustein mehrfach benutzt.

Aufgabe 1.1.2:
Definiere den Umfangsbaustein 2a + 2b - umf(a,b) zur Berechnung der Umfénge aller
Rechtecke von Abb. 1.1.2. Berechne dann alle Umfange unter Benutzung dieses Bausteins.

ﬂ

umf(63) -

42 A1 A0 9

Abb. 1.1.2: Réchtéckuﬁlfdﬁge -
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Aufgabe 1.1.3:

Veranschauliche den Bausteinaufruf ,,umf(1,x)". Beachte: Umf{(1,x) = 2*1+2*x = 2+2x. Man
kann also den Term fiir umf(1,x) in ein Koordinatensystem zeichnen, siche Abb. 1.1.4.
Schreibe einen passenden Text dazu.

Abb.1.1.3: Rechtecke mit den Seiten 1 LE und x LE, Umfang Umf{(1,x).

Aufgabe 1.1.4:

H
B
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0

1 1 P 3 B 5 F 7 B 3 Q0 1 p2 13 14 45 16 17 18 13 20

Abb.1.1.4: Rechtecktreppe
Berechne den Flacheninhalt der Rechtecktreppe mit Hilfe des Bausteins fli(a,b).

Losung:

Erldutere die folgenden Losungswege und erprobe sie an deinem CAS.

1) f1i(2,2)+f1i(2,4)+f1i(2,6)+f1i(2,8)+11i(2,10), oder

2) wenn man auch die Teilergebnisse sehen mochte: seq(fli(2,n),n,2,10,2) und
3) sum(seq(fli(2,n),n,2,10,2),1,5) = 60 FE.

I‘?i"m‘[ Fz= szT Fu= T FE FE* T ‘l .
- f— Fllgebr*aTEali: Ot e PPngDTEleah U Weitere Aufgaben

a) Die Ausgaben des Compu-

mabsflica, b Done ters fordern zu Weiterer} Frage-
mFLiC2, 20+ Flic2, 41+ £Flic2, &2+ £1ic2, Sap stellungen auf! Formuliere
£,
solche Fragen!
Byl flicZ2,nl. N, 2, 10,22
£4. 5. 12, 16. 2E.F b) Berechne andere Rechteck-
msumisegqiflic?2, M. n, 2, 10,21, 1,51 =18 treppen.
Eﬁ',':‘,,m Cseql fn%nlﬁfpgn—g nt.n "Fﬁ,‘,; :!,'E,;' 23.1... Beachte hierzu das Arbeitsblatt

Abb. 1.1.5: Losung mit dem Taschencomputer TI-92-Plus
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Arbeitsblatt 1.1: ,,Rechteck-Kunst” am Wohnhaus

Abb. 1: Foto aus Cosenza in Calabrien / Italien

Aufgabe 1:
e Skizziere das Kunstwerk auf dem Balkon in vergroferter Form. Farbe die Flachen.
e Berechne die Rechteckfldchen. Benutze einen passenden Baustein.

Aufgabe 2:
Entwirf selbst Balkonfldchen aus Rechtecken / Dreiecken.
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Arbeitsblatt 1.2: Rechteckfliche und Rechteckumfang

Dzer Recilte(:k'g : : : : : : : :

- Die Rechteckfliche wichst. : : :

Dié Rechtiecke wgerden g:rt')ﬁer, iweil dfe Seitehlﬁnge x wécﬁst.

2 a s o

Das er;ste Reéhteck flat die ;
Flache 1*1 FE und den
Umfang 1+1+1+1 =4 LE.

Abb. 1: Animation fiir die Verdnderung von Fldcheninhalt und Umfang von Rechtecken

Aufgabe 1:
Erldutere Abbildung 1 unter dem Gesichtspunkt ,,Abhidngigkeit von Rechteckflache und
Rechteckumfang von den Seitenlédngen”

Aufgabe 2:
Erstelle mit Hilfe des CAS die Graphen fiir U(2,x), U(x,2), Fli(2,x), Fli(x,2).. Was bedeuten
die Bausteinaufrufe ausfiihrlich geschrieben?

Aufgabe 3:
Berechne mit dem CAS die Flicheninhalte und Umfange der folgenden Rechtecke:

Rechteckseite 1 in cm 1.12 6.1 11 10.2 140
Rechteckseite 2 in cm 412 5.1 1.1 10.2 123

Benutze die Bausteine U(a,b) und Fli(a,b).
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Arbeitsblatt 1.3 Rechtecktreppen an der Parabel und am Kreis

Die beiden folgenden Abbildung zeigen, dass man mit Rechtecktreppen auch noch andere
Flachenprobleme bearbeiten kann.

Aufgabe 1:
Beschreibe die beiden Abbildungen.

Aufgabe 2:

Mit den Rechtecktreppen kann man angenédherte Berechnungen fiir den Inhalt eines
Viertelkreises und fiir den Flacheninhalt unter einem Parabelbogen berechnen. Begriindung?
Fiihre solche Berechnungen durch.
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1.2 Zusammenfassung - Mathematik mit Rechteck-Parametern

In Kapitel 1.1 haben wir Rechteckberechnungen in verschiedenen Situationen durchgefiihrt.
Die Formeln fiir Flicheninhalt und Umfang eines Rechtecks sind lange bekannt.

Von Bedeutung wurde nun die Sichtweise, die Seitenliingen a und b eines Rechtecks als
Parameter aufzufassen:

U(a,b) = 2a + 2b bzw. A(a,b) =a * b.

Damit kann man in Computeralgebrasystemen zwei viel verwendbare Bausteine
definieren:

ab - fli(a,b) fur den Flacheninhalt
2at+2b > umf(a,b) fur den Umfang

Diese Bausteine wurden in verschiedenen Aufgabenstellungen benutzt.

Mit den Aufgaben, Flicheninhalte unter einer Parabel und im Kreis zu berechnen,
haben wir bereits einen Beitrag fiir spiteren Unterricht geleistet.

Hierzu wird besonders an die beiden besprochenen CAS-Eingaben erinnert:
seq(fli(2,n),n,2,10,2) Berechnung einer Folge von Rechteck-Flacheninhalten
sum(seq(fli(2,n),n,2,10,2),1,5) Aufsummierung von Rechteckinhalten

In die obigen Bausteine kann man nicht nur Zahlen, sondern auch Variablen einsetzen:

So liefert zum Beispiel umf(x, 7) den Geradenterm 2x+14, so dass man die Verdnderung des
Umfangs von Rechtecken mit der Seite 7 und den Seiten x graphisch veranschaulichen kann.

Ausblick: | fli(x,y) | =| x*y|

WD
Y .“\\,\},\'/??l!!ll’
L

Absolutbetrag von x*y,

5 eine Flache im
dreidimensionalen Raum
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2. Parameter bei magischen Quadraten

2.1 Forschen, Entdecken und Beweisen

Unterrichtsvoraussetzungen:

Im Internet finden wir bei Eingabe des Suchbegriffs ,magische Quadrate” mehrere
interessante Formeln, mit denen man magische Quadrate erzeugen kann. Diese Formeln
konnen auf vielfaltige Weise benutzt werden, um Mathemeatik auf verschiedenen
Niveaustufen zu betreiben. — Hier wird eine Formel zur Erzeugung von (3,3)-Quadraten
herausgegriffen und unter folgenden Aspekten bearbeitet:

e Darstellung des magischen Quadrates mit Hilfe von Parametern
¢ Definition eines passenden Bausteins
e Arbeit mit dem CAS

— Experimentelles Arbeiten

— Aufgabenldsen

— Algebraische und graphische Deutungen

Die bendtigten Vorkenntnisse sind gering und entsprechen denen aus Klasse 7. Bei der
Arbeit mit dem Baustein kénnen dann Fragen unterschiedlichen Schwierigkeitsgrads
entstehen.

Aufgabe 2.1.1:
Gib das magische Quadrat mag3(i,h,k) von Seite 14 entsprechend der Vorgabe in den
Abbildungen 2.1.1 und 2.1.2 in dein CAS ein.

i Fz Fz Fu Ft Fa™* F? .
- E FPlot Setup|Cell Headerltalcluti 1 |Stat 1. APPS driicken

& HEH ™ 2. Data/Matrix/Editor > New (ENTER)
3. Data > Matrix (ENTER)

Tupe: Mati i+
Folder: mMain 4. Variable mag (siche Abb. 3.1)
e P o 5 Row 3 und Col 3 (ENTER)
Col dimersion: 6. Nach ENTER erscheint eine Tabelle. Dort
(Enter=0F  ¢ESC=CRAHCELD werden die Elemente des Magischen Quadrates
eingegeben.
7. Zum Home-Editor
HMald ErD AUTO FUHC
Abb. 2.1.1
| 1‘“‘] i f:.:.r\- : :"E E:?.- -"‘:oi.:“--\. Fs |-"" T 5": D . . . .
. ol i T EHTI'W' oo |Pran O s ’m Hier wurde die eingegebene Matrix namens
5k =i Sk=h h+i-k ; mag im Editor aufgerufen.
[h+2-i—2-k k “h=2-i+4-k
cth-i+3k h i . . T, .
2ok -1 ' Tk-h h+i _1 ke Man holt sich die Matrix in die Eingabezeile
w2 i-2k k -2+ k| M und definiert den Baustein mag3(i,h ,k)
“h-1+3%-k h i
mag3Ci h .kl
HMald EaADl AUTO FUHC z/ 2
Abb. 2.1.2
Aufgabe 2.1.1

a) Uberpriife die Funktionstiichtigkeit deines Bausteins durch die Aufrufe magi(1,2,5) und
mag3(1,k,5).
b) Liegen wirklich magische Quadrate vor?
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1 emralc ot ot her Pramiolc1emn U] | Erfolgreiche Uberpriifung!
g 2 -ZI Was fillt alles so auf?
®nagifl, 2,3 -5 5 15
12 1 2 |
W psgi(i.h, 3}
[1'3 —h =i h+i-3 ] Die magische Summe ist gleich 5.
2-h+1-10 5 2-h-1+20
“h—-i+15 i h
|IHJN FAD ALTO FUHC 4/Z0

Aufgabe 2.1.3
Zeige, dass die magische Summe gleich 15 (aus 3*5) ist. — Hinweis: Die magische Summe
entsteht als Summe aller Elemente jeder Zeile, jeder Spalte und der beiden Diagonalen.

Aufgabe 2.1.4

Nun geht es ans Forschen und Entdecken. Dabei wird sich der Baustein mag3(i,h,k) als
ideales Hilfsmittel erweisen. Noch ein paar Tipps, falls du noch nie auf diese Weise geforscht
hast. - Viel Spal}, es gibt viel zu entdecken. Auch im Internet steht so Einiges!

Tipps und Tricks zum Forschen, Entdecken und Beweisen
am Beispiel des Bausteins

2k—i 2k—h h+i—k
mag3(i,h,k) = h+2i2k  k  —h-2i+4k
—h-i+3k  h i

(1) Far die Parameter i, h und k kann man andere Zahlen, aber auch andere Variable
einsetzen. Damit hat man den Baustein ,aufgerufen” (Bausteinaufruf).

(2) Beim Einsetzen sollte man aber immer nur die Werte fur einen Parameter andern,
sonst erkennt man die Auswirkungen der Anderungen nicht mehr.

(3) Die jeweiligen Ergebnisse sollte man genauestens studieren: Auffalligkeiten und
RegelmaRigkeiten? Auch das Bilden von Summen ist haufig nutzlich.

(4) Man kann oft auch graphische Veranschaulichungen, z.B. im Koordinatensystem
erstellen. Dazu ist es nutzlich, einen Parameter durch x zu ersetzen und (beim TI-92)
Ergebnisse in y1(x) usw. zu speichern.

(5) Es ist auch moglich, zwei Bausteinaufrufe miteinander zu verknupfen, z.B.
mag3(1,2,5) + mag3(2,1,5).

(6) Wenn du eine Entdeckung beweisen willst, musst du versuchen, allgemein zu
arbeiten. Du musst dich also in der Regel von speziellen Zahlen trennen.
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Arbeitsblatt 2.1: Check the Square

Beim Umgang mit magischen Quadraten wird man héufig nachpriifen miissen, ob es sich
wirklich um ein magisches Quadrat handelt. Dazu ist das Bilden von Zeilen-, Spalten- und
Diagonalsummen nétig. Mit Hilfe der sogenannten Matrizenrechnung geht das auch mit
einem CAS ganz leicht.

Zur Information:

Matrizen sind rechteckige Schemata aus Zahlen, Variablen oder gar aus Funktionstermen.
Magische Quadrate sind also besondere Matrizen, ndmlich quadratische Matrizen.
Matrizen kann man — sofern sie paarweise dafiir geeignet sind — miteinander addieren oder
multiplizieren. Dabei gelten dann einige Rechenregeln.

Du lernst jetzt an einem fiir uns geeigneten Beispiel die Rechnung zur Multiplikation
zweier Matrizen kennen.

8 9 -2
1*8/ 152 ? ;5
e
1 1 1 1#8+1%(-5)+1*12 1*9+1%5+1%*1 1#(-2)+1*15+1%2
= 15 15 15

Die Matrix I =[1 1 1] wurde mit der Matrix des magischen Quadrats multipliziert. Dazu
wird jeweils die eine Zeile der Matrix I genommen und jeweils mit einer Spalte der
anderen Matrix verkniipft (man spricht von Skalarprodukt ,,Zeile * Spalte”). Die Rechnung
ergibt die drei Spaltensummen. Alle Summen sind gleich 15, also gleich der magischen
Summe.

Am TI-92 sehen Eingabe, Rechnung und Ergebnis so aus:

Fi ""H] Fer 7 FiT ] Fyr Fir Abkiirzung der schon gespeicherten
TFIlgehr*aTEalcTDLher*TF'r*ngD Clean I.IF'\H Matrix mit dem Namen ,,mat1”
83 831 Bilden der Spaltensummen
1 -3 3 13]+nmatl 7513
Bilden der Zeilensummen. Jede Zeile
2112 211 der Matrix matl wird mit der Spalte [1
i1 1 {]matl [15 15 5] 1117, ,multipliziert”. [1 1 1] " ist eine
andere Schreibweise fiir die Spalten-
T 1] matrix :
inatl-{1 1 1] 15 1
15| :
Hinweis: Mit den Diagonalensummen
m geht das nicht so einfach.
MAIN RAD AUT FUNC 11430

Hinweis: Das T findet man beim TI-92 mit der Tastenfolge ,,2" catalog (blattern) T”
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Arbeitsblatt 2.2:
Graphische Darstellung von magischen Quadraten, Teil 1

Wenn wir den oben definierten Baustein mag3(i, h, k) aufrufen mit mag3(x, 2, 5) so ergibt
sich das folgende magische Quadrat (liberpriife das!):

8 10=x x-3
X-6 5 16-x

mag3(x, 2, 5) = Bx x )

Jeder Term in diesem magischen Quadrat kann als Term {ber eine Gerade aufgefasst
werden, also gezeichnet werden. Das Ergebnis ist die folgende Abbildung 1.

Abb. 1: Die Geraden zu einer Zeile der Matrix sind in gleicher Zeichenstirke dargestellt.

e Welche Gerade gehort zu welchem Matrixelement? Beschrifte die Geraden mit den
zugehdrigen Termen.

e Was fillt am Zeichenergebnis auf?

e Untersuche andere Bausteinaufrufe: Behalte das x bei, 4ndere nur immer einen Wert
(siehe ,,Tipps und Tricks: Forschen und Entdecken”).
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Arbeitsblatt 2.3:
Graphische Darstellung von magischen Quadraten, Teil 2
Al oebra|c ot ot PramI 0lc1een Us| | Aufgabe 1: Der Aufruf mag3(x, x, 5)
18-  18-x 2-x-5 ] erzeugt Terme in x , die man gut in
" a3k, 3, 5) [3 x =18 5 20-3x einem Koordinatensystem darstellen
13-2ww w H . kann, siche Abb.1. Probiere statt der
" AR R : S hl 5 (es gilt 3*5=15) noch
Fokms Pokew Teow—k ummenzahl 5 (es gilt ) noc
Touw-2k k 4k=-3xu andere Summenzahlen.
I-k-2-x = % | Welche Idee steckt hinter dem Aufruf
33(]{ . RI:IHIJTI:I FUNC 16730 mag3(xs X, k)?
L s 2 N
: : : " : : : : : : : :
Abb.1: Graphische Darstellung des Bausteinaufrufs mag3(x, x, 5)

Abb.2: Graphische Darstellung der Bausteinaufrufe mag3(x, x, ?)

Aufgabe 2:
In diesem Sinn kannst du weiter experimentieren und entdecken. Notiere deine Ergebnisse
in tibersichtlicher Form.
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2.2 Zusammenfassung - Mathematik an magischen Quadraten

Die obigen Forschungsarbeiten mit Hilfe des Bausteins

2k-h 2k—i  h+i—k
M = mag3(ih,k) 9 2h+i—2k  k  —2h-i+4k
_h-i+3k i h

haben gezeigt, dass in den magischen Quadraten viel Mathematik verborgen ist.

Man kann leicht nachweisen, dass die Summe der Elemente jeder Zeile bzw. der jeder
Spalte und die Summe der Diagonalelemente von M immer gleich ist, hier ist die
magische Summe s = 3k, also das Dreifache des mittleren Elements. Zur Rechnung kann
die Zeilenmatrix [1 1 1] bzw. die Spaltenmatrix [1 1 1] © benutzen.

Alle Matrizen der Form Zahl * mag3(i, h, k), z.B. 4 * mag3(i, h, k), sind wieder magische
Quadrate.
Hinweis: Bei 4 * mag3(i, h, k) wird jedes Element von mag3(i, h, k) mit 4 multipliziert.

Man kann sogar beweisen: Wenn A und B (zueinander passende) magische Quadrate sind,
dann sind auch die ,,Linearkombinationen” r;*A + r,*B (mit rj, r, €3) magische Quadrate.

Fiir die Parameter i, h und k in mag3(i, h, k) kann man Einsetzungen vornehmen, die zu
zahlreichen neuen Erkenntnissen fiihren. Verwendet man auch die Einsetzung ,,x”, so
konnen auch graphische Darstellungen mit bemerkenswerten Eigenschaften erzeugt
werden (parallele Geraden, Geraden gehen durch einen Punkt usw.).

Aus der Literatur oder dem Internet kann man sich andere Formeln fiir magische Quadrate
(auch groBer als 3*3) besorgen. Viele der oben genannten Eigenschaften lassen sich dann
sofort libertragen.

Die Formeln fiir magische Quadrate kann man sich z. B. aus linearen Gleichungssystemen
besorgen, indem man fiir alle Zeilensummen, Spaltensummen und Diagonalsummen eine
Gleichung notiert, z. B. fiir

a b c at+b+c = s (magische Summe) usw.
d e f
g h 1

Das Gleichungssystem — in diesem Fall 8 Gleichungen mit 9 Variablen — kann dann mit
Hilfe eines CAS gelost werden.
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3. Bausteine erzeugen Geradenlandschaften

3.1 Bilder mit vielen Geraden

In dieser Unterrichtseinheit geht es darum, viele Geraden in ein Koordinatensystem zu zeich-
nen — so, dass eindrucksvolle ,,Geradenlandschaften” entstehen. Ein Beispiel sieht man in
Abb. 3.1.1.
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Abb. 3.1.1: Beispiel einer eindrucksvollen ,,Geradenlandschaft”

Unterrichtsvoraussetzungen

Man sollte zumindest die Form y = mx + n (Beispiel y = 2x — 1) einer Geradengleichung ken-
nen, wobei bekanntlich m die Steigung der Geraden und n den Abschnitt auf der y-Achse
angeben. Mit dieser Form seien einige Aufgaben bearbeitet worden, dabei sind sicher solche
Geraden auch ins Koordinatensystem eingezeichnet worden. Zur Erinnerung an die Begriffe
Gerade, Steigung, Steigungsdreieck, Abschnitt auf der y-Achse usw., kann Abbildung 1 auf
dem Arbeitsbogen 3.1 dienen.

Als Software fur diese Unterrichtseinheit sind u.a. geeignet:

CAS DERIVE, CAS des TI-92, Animationsplotter / Funktionenplotter HL-ANIMATO. Mit dem
TI-92 wird man nur einige wenige Geraden zeichnen lassen. Mit dem Animationsplotter kann
man die Zeichenvorgange dynamisch steuern.
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Arbeitsblatt 3.1: Zeichne viele Geraden

Aufgabe 1:
Erlautere die folgende Abbildung

: : : : : : : g : : :
Abb.1: Wiederholung von Begriffen zur Geradengleichung y = mx + n.

Aufgabe 2:
Zeichne moglichst viele Geraden durch den Punkt P1(3,4). Benutze dein
CAS (Computeralgebrasystem) oder andere passende Software.

Losungsansitze zu Aufgabe 2:

(1) Wenn wir nur erst eine Gerade durch |y=mx +n

den Punkt (3;4) hatten! Sagen wir mal, die |4 =2*3 +n

Gerade mit der Steigung m = 1. n=-2

y=2x-2

tatséchlich:

4 = 2*3 — 2 (wahre Aussage, Punkt auf
Gerade)

(2) Noch eine Gerade durch P1(3;4)!

(3) Und nun noch viele weitere Geraden
durch P1(3;4)!

Aufgabe 3: Kommentiere die obige Losung!
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Das Zeichnen vieler Objekte
kann man sich sehr erleichtern,
wenn man einen geeigneten
Baustein benutzt.

Fiir Abbildung 3.1.1 kann es der Baustein | gerade(x, m, n):=m*x +n sein.
Warum?
Erlduterung Mathematische Herleitung

Wir wissen, dass y = mx + n.

Da alle Geraden durch den Punkt P1(3;4)
verlaufen sollen, miissen die Koordinaten

x =3 und y = 4 alle Geradengleichungen er-
fiillen. Die Werte konnen in die Gleichung
eingesetzt werden.

In dieser Gleichung kommen nun nur noch
Steigung m und Achsenabschnitt n vor. Fiir
das Paar (m,n) gibt es viele Moglichkeiten,
etwa (1, 1), (5,-11).

Wenn wir nun z.B. m variabel lassen, errech-
net sich n mit der nebenstehenden Formel.
Damit kann man nun zahlreiche Geradenglei-
chungen ganz schnell angeben — und alle ge-
hen durch den Punkt P1(3;4).

Alle Geradengleichungen haben die nebenste-
hende Form:

Benutzen wir den bekannten Geradenbaustein
gerade(x, m, n) : = m*x + n, so lassen wir m
bestehen und konnen fiir n den Term 4 — 3m
einsetzen.

y=mx-+n

4=3m+n

Zum Beispiel
m=1, dann n =1,
m=5,dannn=-11.

n=4-3m

m n  Geradengleichung
1 1 y=x+1

-1 7 y=—x+7

0.5 25 y=0.5x+25

y=mx + (4 —3m)

gerade(x, m, 4-3m)
zeichnet viele Geraden durch den Punkte
P1(3;4), je nach Wahl von m.
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Aufgabe 3.1.1:
Die folgende Seite gibt noch einige Anregungen zu Geradenlandschaften. Du kannst

sie nachbauen oder besser deine eigenen erfinden.
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Abb. 3.1.2: Geradenlandschaft 2
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Abb. 3.1.3: Geradenlandschaft 3
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Arbeitsblatt 3.2: Benutzung des Bausteins gerade(x, m, n) : = m*x + n

Aufgabe 1: Erliutere die beiden folgenden Bildschimkopien:

1 Tw Fyw FE FE* . .
P:r E|Fllgel:ur*a Calc Dther*TF‘r*ngElTlilean Llpm Fiir Erlduterunen

B+ B geradelx, m, n) Done
m{-2 -1, -1 -5 @ .5 1 1.5 ) o

£-2 -32 -1 -1s2 @ 1.2 1 3/2p Hierwird m als Menge defi-
" geradelx, M, 4 = 3-m) > yglix) Done yl(xj wird fiir die Zeichnung
B geradelx,m,d4 —3-m) benétigt.

{lEI—E-x 1702 - 25 o q1ez-E )

2 2

FAIN FAD ERALT FUNL /=0

Fu FEx | FE™ [F7 e
o i
r {—|2 ar Tr*ai:e Fear-aph|Math Dr*awTr iﬁ:?T { ]

7NN

FMAIN ERD ESACT FUMEC

Aufgabe 2:
Erzeuge viele parallele Geraden mit den Steigung m1 =—1/3 und m2 = 3.
Was fillt auf?

Aufgabe 3:
In ein CAS werden die folgenden Bausteinaufrufe eingegeben. Notiere die zugehorigen Ter-
me in mathematischer Schreibweise und erldutere die Ergebnisse der Aufrufe.

a) gerade(x, 5, 5) = y1(x), fiir das CAS des TI-92.

b) gerade(x, 5, 5), gerade(2, 5, 5), gerade(2, 5, 5) = 15, gerade(2, 5, 5) = 12.

c) solve(gerade(x, 2, 3) = gerade(x, -1, 2.9), x).

d) solve(gerade(x, m1, n1) = gerade(x, m2, n2), x), siche folgende Abbildung.

EF;i'c. Eltm;r'- F'PEINIU I:lnzi-arEﬁ a—z. rJ

JOET = TT; 1] oT

u 501ue(ger‘ade(x ml,nl)=geradelx, mz2, nZk

_ lnl —nZ2)
T oml -2
-(hl —nE:I -(hl - n2)
Ml —mz ml —m2
“mZ2-[hl -nZ
" geradeixs, ml, nll LN UL B m(n_ Nzn ) + nZ

gepradetxs . ml . nl>us

HMAIN EAD AUTO FUHC 4/%0
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Arbeitsblatt 3.3: Punkt-Steigungsform

Der Geradenbaustein gerade2(x,m,a1,b1) : = m*(x - a1) + b1

Aufgabe 1:
Arbeite den folgenden Text durch. Berate dich mit deinem Nachbarn.

Neben der Geradengleichungsform y = mx + n gibt es auch noch andere Formen,
wie z.B. die Punkt-Steigungsform (y - yl1) = m*(x - x1), bzw. y = m*(x - x1) + y1.
Diese Geradengleichungsform ist besonders geeignet fiir die Aufgabe, viele Ge-
raden durch einen Punkt zu zeichnen. Als Punkt kann man sofort (x1; yl1) benut-
zen und m kann verschiedene Steigungswerte durchlaufen.

Man muss nun nur noch y = m*(x - x1) + y1 als Baustein definieren. Fiir den TI-92
ist die Variable y1 fiir Zeichnungen vergeben, wie bezeichnen daher den Punkt
mit (al, bl) und definieren:

gerade2(x,m,al,bl) : = m*(x - al) + bl

Baustein fiir die Punkt-Steigungsform einer
Geraden

Nun konnen wir die Geraden durch P1(3; 4) durch den Aufruf gerade2(x, m, 3, 4)
erzeugen.

Aufgabe 2:
Was leisten die Aufrufe gerade2(x, m, -3, 4), gerade2(x, m, 3, —4), gerade2(x, m, =3, —4)?

Aufgabe 3:

1 Fer Faw | Faw FE F&

- Elﬂlgebr‘altalc DtherlPrngD Clear a—z...] _1E o reice ReEFrllaph HFas’r:hll:l:*Egulvi? |
B+ 1 geradels, m, n Oore

®gsradelx, m,nd | = ra and ® 2 b3 sdalx, mk

Done

mada(x. 2,1, "3, 10 Zom+l

madg(x, 2,1, 3, 1)+ 9l Dore

Wzdalx, ~1,4, 1,30+ 920 Dot

msdatx, 1,3, 5,70+ u30a Done N
TRAIN RAD AUTO [ ED ETT T AT

Erldutere die beiden Bildschirmabdrucke! Rechts sieht man eine stiickweise definierte Funk-
tion. Hinweis: ,,sdg” stiickweise definierte Gerade.

Erzeuge das Bild noch einmal, nun aber mit Hilfe der Punkt-Steigungsform, also mit Hilfe des
Bausteins gerade2(...).
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3.2 Baustein-Analyse - ein Geraden-Projekt

In Kapitel 3.1 ist der Geradenbaustein in vielfaltiger Weise benutzt worden. Die Abbildung
3.2.1 bietet nun eine sehr inhaltsreiche Zusammenschau. Die Untersuchung dieser Uber-
blicksdarstellung kann man als Baustein-Analyse bezeichnen.

Projektaufgabe:

Zerlegt die Abbildung in Teilbereiche! Bildet Arbeitsgruppen, die dann jeweils einen Teilbe-
reich ndher untersuchen. Erzeugt dazu passende Bilder und erldutert den Zusammenhang mit

dem jeweiligen Bausteinaufruf.

Die folgende Abbildung zeigt einige Anwendungsmdglichkeiten des Bausteins gerade(x,m,n).

mx+n = gerade (x,m,n)

Stationen von
Bausteinaufrufen
mit aktuellen
Parametern

gerade(x,-2,-3) gerade(x,m,4) gerade(x,S,ﬁ)
die Geradengleichung das Geradenbiischel die Geradenschar .
y=-2x-3 y=mx +4 y=5x+n

gerade(5,-2,-3) =13,
Berechnung des y-Werts zu
x=5. Der Punkt P(5, -13) liegt
auf der Geradeny =-2x - 3

gerade(x,-2,-3) =0

Bestimmung der Nullstellen

gerade(x,m,4)| m={-1,1,2}
=> y2(x), Geradenbiischel
durch den Punkt (0,4)

—

gerade(S,-i,-3) =10
false, => Q(5,10) liegt nicht auf
der Geraden y=-2x-3

Solve(gerade(x,-2,-3)=0,x)
x=-1.5

gerade(x,5,n)|n={2,3,,4,5}
=>y1(x), Geradenschar mit d¢
Steigung m=5

gerade(-(n1-n2)/(m1-m2),
ml,nl)

Solve(gerade(x,m1,nl) =
gerade(x,m2,n2),x)
Allgemeine Schnittpunktberechnung:

Allgemeine Schnittpunktbe-
rechnung

x =-(nl-n2)/(ml - m2)

gerade(x,m,n) | c<=x
and x<=d
Strecke auf der Geraden

Abb. 3.2.1: Untersuchung von Aufrufen des Bausteins gerade(x,m,n)

Hinweis:

Etliche Antworten auf die sich stellenden Fragen finden sich auf den vorhergehenden Seiten.
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3.3 Zusammenfassung — Parameter bei Geraden

Was haben uns die vorhergehenden Betrachtungen fiir die Erweiterung unserer mathemati-
schen Kenntnisse gebracht?

Vorher haben wir ja bereits mit einzelnen Geraden-Exemplaren mittels verschiedener Frage-
stellungen gearbeitet. Dabei haben die Parameter m und n aus der allgemeinen Geradenglei-
chungen y = m*x + n bestimmte Werte angenommen, z. B. m =2 und n = 3.

Wir haben nun die Betrachtung von einzelnen Geraden-
exemplaren verlassen zugunsten umfangreicherer

GeradenWEIder Geradenmengen, von ,,Geradenwildern”.

Diese Sichtweise fiihrte uns zu spannenden Bildern und Geradenmustern, die uns die Bedeu-
tung der Parameter m (Steigung) und n (y-Achsenabschnitt) deutlich vorfiihrte — durch dyna-
mische Entstehung der Zeichnungen.

So kénnen wir jetzt die Menge aller Geraden durch einen bestimmten Punkt durch einen Bau-
steinaufruf erfassen:

Baustein m*x + n > gerade(x,m,n)

Beispiel: Allgemein:

Alle Geraden durch P1(3; 4) Alle Geraden durch den Punkt P(a; b)
y=mx+n y=mx +n

4=3m+n b=am+n

n=4-3m n=b-—am

y=mx + (4 —3m) y =mx + (b —am)

Bausteinaufruf: gerade(x, m, 4-3m) Bausteinaufruf: gerade(x, m, b—am)

zeichnet viele Geraden durch den Punkt|zeichnet viele Geraden durch den Punkt
P1(3;4), je nach Wahl von m. Man spricht|P(a;b), je nach Wahl von m. Man spricht von
von einem Geradenbiischel. einem Geradenbiischel.

Punkt-Steigungsform (Punkt (a1, b1), Steigung m)

e/ﬁ gerade2(x,m,a1,b1) : = m*(x - a1) + b1

aﬂd .
el
U

Achsenabschnittsform (x-Achsen.-Abschnitt a, y-Achsen-Aschnitt b)
gerade3(x, a, b) : = b*(1 — x/a)

——— o

Wir haben an dem Arbeitsblatt 3.3 erkannt, dass sich mit anderen Geradengleichungsformen
und zugehorigen Bausteinen entsprechend arbeiten ldsst. Diese Bausteine beinhalten gegen-
tiber dem Baustein gerade(x,m,n) gleiche aber auch noch andere Mdoglichkeiten
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Wir haben weiterhin gesehen, dass es sich lohnt, einen Baustein zu analysieren, denn das ver-
schafft uns einen umfassenden Uberblick iiber ein mathematisches Teilgebiet.

mx+n - gerade (x,m,n) Baustein’ Ana|yse

Stationen von Stationen von
Bausteinaufrufen Bausteinaufrufen
mit
pson
pen! oln
e
dom ©

Es gehorte zu den wichtigen Erkenntnissen, dass der eingefiihrte Baustein fiir die Losung verschieden-
artiger Aufgabenstellungen geeignet war. Beim Aufgabenlosen empfiehlt es sich also héufig, nach
einem geeigneten Baustein Ausschau zu halten.

- Ausblick: Ein Strecken-Baustein

1 Fer Fzv 1_ FuT FE & 1 Fer |_Fz F4 FE¥ | _FG¥ |FF
|~r Elﬁlgehr*alﬂalclﬂther" F'P‘EINIU'E].E'EIP a—z...] - E Zoom|Trace [ReGraph [Math|O-aw |-
B+ + geradelx, m, K Done
B geradelx, m, n:l|x >a and =2 b+ =sdalx, mp

Do
.5':’9(}{:2:1:-3:1:' 2+ 1
IEdg(x:Erin _3:1:'-}'51':}{:' Oone
.S'dg':x: -1:4:1,5)_}92(}{:‘ Dore \
®odglx, ~1,3,5, 71+ 93 Done
MAIN RAD ALTO FUNC B/Z0 MAIN FAD AUTD FUHC

Nach der Definition des Bausteins werden hier mit Hilfe der zusétzlichen Bedingungen Strecken bzw.
stiickweise definierte lineare Funktionen erzeugt.

Ein Streckenbaustein: gerade(x,m,n) / x>a and x<=b - sdg(x, m, n, a, b)

Aufgabe: Erprobe den Streckenbaustein fiir verschiedene Parameterwerte. Versuche dabei,
systematisch vorzugehen. Wann zeigen sich Schwéchen des Bausteins?
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4. Parameter helfen bei der Konstruktion
linearer Gleichungssysteme

4.1 Von der Handarbeit zur CAS-Benutzung

Unterrichtsvoraussetzungen

Die folgende kleine Unterrichtseinheit dient der Festigung der Arbeit mit linearen
Gleichungssystemen, getreu dem Motto ,Weniger rechnen — mehr verstehen”. Bei der
Konstruktion von linearen Gleichungssystemen mit vorgegebener (gedachter)
Lésungsmenge tritt der Aspekt des Verstehens in den Vordergrund. Der Schiler hat bereits
Gleichungssysteme von Hand und auch mit dem Rechner gelést. Er weiss, dass die
Lésungsmenge aus Paaren besteht (oder auch leer ist) und kann Lésungen durch Probe
bestatigen. Nutzlich ist auch die Kenntnis der Zusammenhange zwischen LGS und linearen
Funktionen mit ihren Graphen.

Das Problem

In deinem Schulbuch findet ihr jede Menge linearer Gleichungsysteme, meistens sogar mit
der erfreulichen Eigenschaft, dass die Losungen so schone glatte Werte sind.

Schone LGS baven-
wie geht das?

Aufgabe 4.1.1
Ein LGS soll die Losungsmenge L = {( 4, 5)} haben. Konnt ihr das LGS finden?

Losung
Du scharfes Nachdenken werdet ihr das wohl schnell heraus haben.

Ein LGS von Paul Ein LGS von Anke

Moglicherweise wird Paul die Gleichungen Anke macht es ganz raffiniert:
(1) 4x+2y=26 (1) Ix+0y=4

(2) 8x — 7y = -3 aufstellen. (2) Ox+1y=5

Was hat sie sich wohl gedacht?

Die obige Frage ist also nicht ganz richtig gestellt. Es gibt nicht das LGS, sondern sogar meh-
rere (unendlich viel), die das Paar (4, 5) als Losungspaar haben, z.B. auch

(1) 4r+2t=26

2) 8r—7t=-3.

Aber

das ist doch alles etwas miithsam, um viele LGS zu bauen — fiir jeden Schiiler eins! Wozu
haben wir unser Computeralgebrasystem? Computer sind doch immer dann besonders
geeignet, wenn es um viele Daten (hier Gleichungen) geht!
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Arbeitsblatt 4.1: LGS mit CAS

Weniger rechnen
mehr verstehen!

Das Problem
Wie baut der Lehrer lineare Gleichungssystem mit so schon ,,glatten”
Losungen?

Fiw Fyr FE
r {—TFIlgEhr*a Calc|0ther|PramIi I:lear'u Up

la x+hb-g*ternix,y,a,h) Done
mterm(l,2, 7, 3] 17
Btermix,d, 7, 0 =ternil, 2,7, 3)
Fx+tag=17
B termlx,d, 5, "By =term(l, 2,3, "8
Jx-8-y=-13
Ein LGS mit Loes—-Paar {1_.2)].

MAIN FAD AUTO FUMC 4/30

Die Mathematik und deine Erlduterungen

a*x +b*y=c

a*x + b*y = term(x,y,a,b) Ein Baustein fiir den Term der linken Seite wird mit
seinen 4 Parametern X, y, a, b definiert.

Das LGS soll jetzt mal das Das ist der Wert fiir die rechte Seite des LGS! Warum?
Losungspaar x=1 und y=2 haben
— und fiir a und b denken wir uns
Werte.

term(1,2,7,5) =17

term(x,y,7,5) = term(1,2,7,5)
Tx+ Sy =17

7x + 5y =17 eine Gleichung ist gewonnen!
term(x,y,3,—8) = term(1,2,3,-8) |3x — 8y =-13 eine zweite Gleichung!

Aufgabe 1: Erstellt je 5 LGS mit den Losungspaaren (3, 4), (-2,2), (8,12), (7,3).
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Arbeitsblatt 4.2: LGS mit CAS und Zufall

Information (vielleicht kennst du das schon)

Mit dem Computer (auch mit einem normalen Taschenrechner) kann man wiirfeln! Beim TI-

92-Plus geht das so:

Aufgabe 1
Bearbeite die Tabelle

Eingaben: Betitige nach der Eingabe des
Befehls jeweils mehrmals die Enter-Taste!

Ergebnisse und dein Kommentar dazu

rand()

rand(10)

rand(6)

rand(49)

Aufgabe 2
Erlautere das folgende Bild!

I‘Fi T Fzr Trzv]’ruv]’ FE T FE™ :I:;]
vﬂ Algebral|lCalc|0ther |PramI0jClean U

By xw+bygrtermix,d,a,hb) Dore
B rgndiG) -+ a 1
B rgndie) + b =

Btermi<,d,a,bi=termid, S, a,b)
dow+ 2y = 26

Blermix,d,a,bi=termid, S, a, bl
4w+ 2y =26

/Das Losungspaar soll (4, 5) sein.

Erlduterung:

a*x+b*y ist die linke Seite einer linearen
Gleichung. Sie wird unter dem Namen
term(x,y,a,b) gespeichert. Wir sprechen vom
,Baustein” term(x,y,a,b). Nun kann man den
Baustein aufrufen, z.B.

term(1,2,3,4), hierbei ergibt sich 11 (rechne
nach),

term(1,2,a,b), hierbei ergibt sich a*1+b*2.

Bitte weiterschreiben: 2>

MAIN FAD AUTO FUMC _E/z0
rF:l ]' Fer T Fav T Fhr T FE T FET

- E Algebra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up |
B rgnd(6) + & &
B randlE) + b bl

B termlx.d,a.b)=ternd,5,a.b)
Goxto-yg=49

B rgndi G + & 2

B and 6 + b 2

Btermix,d,a,b)=term(4,5, a2, b
2w+ 2-g=18

1'-m(x,y,a.,h)=term(4,5,a., h
MAl

M KAD AUTO FUMC 11720

Aufgabe 3: Erstellt je 5 LGS mit den Losungspaaren (3, 4), (-2,2), (8,12), (7,3).
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4.2 Eine graphische Bearbeitung

Aufgabe 4.2.1

Die Frage nach vielen linearen Gleichungssystemen mit der
Losungsmenge L={(4, 2)} lautet in ,,graphischer Formulierung” so:

Ermittle viele Geraden, die alle durch den Punkt P(4, 2) gehen.

Begriinde diese Feststellung!

Aufgabe 4.2.2

Besprich die folgende Tabelle mit deinem Nachbarn!

y-y1=m*(X - x1)

y =y + m*(x - x;)

Wir arbeiten mit der Punkt-Steigungsform
einer Geraden (falls dir diese nicht bekannt

ist: Eine Seite weiter findest du eine
Herleitung der Punkt-Steigungsform!

y=2+m*(x-4)

Der Punkt P(4, 2) soll auf den Geraden liegen.

2+m*(x-4)/m=1{-3,-2,-1,0,1,2, 3}
—> geraden(x, m)

geraden(x,m) =2 y1(x)

Wir benutzen das CAS des TI-92-Plus und

definieren den Baustein geraden(x, m), wobei

m die angegebene Menge durchliuft.

Zum Zeichnen im Graphik-Editor.

Aufgabe 4.2.3
Erzeuge die Bilder 1 und 2.

Fz & FEx | F&™ |F7 B
* f= |20 [Trace |Fegraph|Math|Oraw |« f

>’
A

HMAIW FEAD AUTO FUMC

Bild 1

1| Few

Aufgabe 4.2.4

[Fi T Fer TrhT ruvT FE T FE™ T]
- E AlaebralCalc|0ther|PramI0|Clean Up

B2+n(x-4l|m={-3 -2 -1 @ 1 2}

B gxpandlgeradent X , m))
Ll14-3F-w 10-2-w G-x 2 w®-2 2Z-i

FMAIN RAD AUTO FUHC /30

Bild 2

Mit den Ergebnissen von Bild 2 kann man die Geradengleichungen notieren. — Nenne
anschlieBend verschiedene Gleichungssysteme mit dem Losungselement (5, 2).
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4.3 Zusammenfassung —
Parameter bei linearen Gleichungssystemen

Wir haben verschiedene Methoden kennengelernt, mit denen man lineare Gleichungssysteme
mit 2 Variablen, also Gleichungen der Form ax + by = ¢, mit vorgegebener Losungsmenge
konstruieren kann.

e Von Hand: Fiir a und b beliebige Zahlen (Zahll, Zahl2) wéhlen, fiir x und y die
Losungselemente einsetzen. Das Ergebnis ist die rechte Seite (rS) der linearen Gleichung.
Dann kann eine Gleichung notiert werden, sie hat das Aussehen:

Zahll * x + Zahl2 *y =rS. In dieser Weise lassen sich leicht viele Gleichungen aufstellen
und zu linearen Gleichungssystemen zusammenfassen.

e FEine CAS-Losung ergibt sich so (Arbeitsblatt 4.1):
a*x + b*y =2 term(x, y, a, b) Bausteindefinition
term(Xx, y, awert, bwert) = term(Ix, ly, awert, bwert) Bausteinaufrufe
° X,y sind die Variablen,

Ix, ly sind die gewiinschten Losungswerte

awert, bwert sind selbstgewéhlte Werte fiir die Koeffizienten a und b

o

o

e FEine weitere CAS-Losung (Arbeitsblatt 4.2):

a*x + b*y =2 term(x, y, a, b) Bausteindefinition
rand(9) = awert Zufallswert fiir a
rand(9) = bwert Zufallswert fiir b

Dabei liefert rand(9) ganzzahlige Zufallswerte aus der Menge {1, 2, 3, ..., 8, 9}, die hier
als Koeffizienten gewihlt werden.

term(x, y, awert, bwert) = term(Ix, ly, awert, bwert) Bausteinaufrufe

° X,y sind die Variablen,

Ix, ly sind die gewiinschten Losungswerte

awert, bwert sind per Zufall bestimmten Koeffizienten a und b

o

o

e Es gibt eine bemerkenswerte Verbindung zur Aufgabe, viele Geraden durch einen Punkt
zu zeichnen.

Eine Erganzung:
Falls du fiir Geraden nur die Gleichungsform y = mx + n kennst, wird dir folgende Herleitung
fiir die Punktsteigungsform y—y; = m(x—x;) angeboten:

y =mx + n, der Punkt P1(x1, y1) liegt auf der Geraden, also

Y1 = mxq+ n

n = y1—mxy

y = mx + y1 — mxq, also y—y1 = m(x—x1). Das ist die Punkt-Steigungsform.

Erweiterungen — was kann so alles an Fragen auftreten?

e Man kann sofort auch Gleichungssysteme mit 2 Variablen und mit vorgegebener
Losungsmenge notieren, bei denen die Anzahl der Gleichungen gréBer (kleiner) als 2 ist.

e Es konnen sich Sonderfille bei den oben angegebenen Bauplidnen ergeben!

e Wie lauten Problemlésungen fiir 3 Gleichungen mit 3 Variablen?

e Bei Verwendung der Matrizenschreibweise kann man auch noch andere Losungen finden.
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5. Grasbiuischel — Streckenbausteine

Unterrichtsvoraussetzungen

In Kapitel 2 haben wir uns mit Geradenbausteinen beschéaftigt. Strecken kénnen als
Teilmengen von Geraden aufgefasst werden. Sie treten bei vielen Situationen auf: Als
Dreiecksseiten, als Lote, als Sehnen in Kreisen usw.

Aufgabe 5.1:
Beschreibe die in Abbildung 4.1 erkennbaren Strecken mittels ihrer beiden Eckpunkte!
Wodurch entstehen fiir einige der Strecken Probleme beim Angeben der Eckpunkte?

;. ) ....C.r;l@i.ch}.ring.d@?.?@@‘é@lﬁ..._
fx)=02(x+1) :

Abb. 5.1: Allerlei Strecken

Aufgabe 5.2
Wie heilen die Gleichungen der Dreiecksgeraden?

Aufgabe 5.3
Versuche, die Sehnen des Kreises in einer Handzeichnung (etwas vergrofert) zu erzeugen.

Das folgende Arbeitsblatt zeigt, wie man auf einfache Weise viele Strecken mit einem CAS
erzeugen kann.
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Arbeitsblatt 5.1 — Zeichnen von Strecken mit DERIVE 5

Das Computeralgebrasystem des Programms DERIVES ermoglicht das Zeichnen von
Strecken auf die folgende Weise:

1) Es wird definiert: strecke(a, b, ¢, d) := [[a, b], [c,d]]

[a, b] das ist eine Liste fiir den Anfangspunkt P,(a, b) der Strecke

[c, d] das ist eine Liste fiir den Endpunkt P,(c,d) der Strecke

[[a, b], [c,d]] das ist eine Matrix, mit der man dann die Strecke P,P, zeichnen kann.
Dazu geht man in DERIVE 5 so vor:

Aktivieren von 1) Extras
2) Anzeige
3) Punkt

4) Im Feld "verbinden" auf den Schalter "ja" klicken
5) Nun kann man z.B. eingeben ,,strecke(1,2,-4,4)”. Zum Zeichnen muss der Term dann noch
im Algebrafenster ausgewertet werden mit ,,vereinfachen”, ,,algebraisch”

-6

-8

Aufgabe 1
Erldutere die folgenden Eingaben in das DERIVE-Programm sowie die dazugehorigen
Ausgaben. Beachte dazu auch die Abbildung.

strecke(1,2,-4,4)

VECTOR (strecke(-4,-3,¢,5),c,-6,-1,0.1) (Dieser Term muss nach der Eingabe
mit ,vereinfachen”, ,algebraisch” ausgerechnet werden.)

(-4,-3]1,[-6,5]1, [[ 4,-3]1,[-59/10,511,[[-4,-31,1-29/5,5]1, [[-4,-3],
(-57/10,511, [[-4,-3], [28/5 511,100-4,-31,1[-11/2,5]1, [[-4,-3],[-27/5,5]]
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((-4,-31,1[-53/10,5]1,1(-4,-31,[-26/5,5]1,[[-4,-3]1,[-51/10,511,[[-4,-3],
(-5,511,0(-4,-31,[-49/10,511,(1[-4,-31,1-24/5,511,([-4,-31,[-47/10,511,
(-4, - 3]1[—23/5 S11,00-4, —3],[—9/2,5]]/[[—4 -31,1-22/5,511, [[-4,-31,
[-43/10,511,((-4,-31,[-21/5,511,[[-4,-31,([-41/10,511,[[-4,-31,[-4,511,
[1-4,- 3],[—39/10 511,100-4,-31,[-19/5,511,[[-4,-31,([-37/10,511,[[-4,-31,
[(-18/5,511,((-4,-31,(-7/2,511,[[-4,-31,(-17/5,511, [[-4,-3],[-33/10,511,
[[-4, 3],[—16/5 ST, [1-4, -3],[-31/10,5]],[[ 4,-31,1[-3,511,1[-4,-31,
[(-29/10,511,([-4,-31,[-14/5,511,([-4,-31,1-27/10,511,[[-4,-31,
[-13/5,511,1[(-4,-31,[-5/2,511,11-4,-31,1-12/5,511, [[-4,-31,[-23/10,511,
((-4,-31,([-11/5,5]11,([(-4,-31,[-21/10,5]11,[[-4,-31,[-2,511,[[-4,-31,
[-19/10,511,((-4,-31,(-9/5,511,([-4,-31,([-17/10,511,[[-4,-31,[-8/5,511,
[[—4,—3] (-3/2,511,0(-4,-31,[-7/5,511,(1-4,-31,[-13/10,511, [[-4,-31,
[-6/5,511,11-4,-3],[-11/10,511,[[-4,-31,[-1,5]1]

[4,—2],[3 511,114,-21,116/5,511,114,-21,117/5,511,1[[4,-21,118/5,511,
([4,-21,1019/5,511,[1[4,-21,104,511,1[104,-21,1[21/5, 5]],[[4,—2 [22/5,511,
[[4,-2],[23/5,51]1,1[14,- ] [24/5,511,[[4,-2 ] [5, 5]],[[4,—2] [26/5,5]11,
[[41_2]1[27/5,5]]1[[4 28/5,5]]1[[41_ 29/515]]1[[41_2]1[615]]]

VECTOR (strecke (2,3,¢,5),¢,1,3,0.15)

VECTOR (strecke(1,-3,¢,3),c,0,2,0.15)

(ee1, =31, 00,311, 001, - [(3/20,311,111,-31,13/10,311,1[1,-31,19/20, 3]
(r1,-31,103/5,311, 1011, —3] (374,311, [I1,- 3],[9/10 3]]
(r1,-31,[121/20, 3]],[[1 -31,06/5,311,[11,-31,[27/20,311,
(r1,-31,103/2,311,1001,-3],133/20,311,([(1,-3]1,(09/5,311,[[1,-3],039/20,3]11]
8
[
4
-B 2 8
-2
-4
-6
-8
Aufgabe 2

Erzeuge viele Grasbiischel auf mehreren zur x-Achse parallelen Geraden. Auf diese Weise
kann eine Graslandschaft entstehen. — Gestalte eine eindrucksvolle Graslandschaft! Vielleicht
gelingt es dir, auch noch Blumen zu pflanzen.
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Arbeitsblatt 5.2 — Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Wie heiflen die Gleichungen der Dreiecksgeraden von Abbildung 5.1?

Losung fiir die Gerade durch die Punkte A(7; 3) und B(3; 5):

Losung Deine Erlduterung in Textform

f(x) =m*x +n

f(7) =m*7+n
3 =7*m+n
f(3) =m*3+n
5 =3*m-+n

1) 3=7*m-+n
2) 5=3*m+n

-2=4*m, m=-0.5

5=3*m+n
6.5=n

f(x) = —0.5%x + 6.5

Aufgabe 2

Begriinde: Die Gleichung der Strecke zwischen den Punkten A(7,3) und B(3,5) kann auch
durch die Menge {-0.5*x + 6.5 | x >= 3 and x <= 7} beschrieben werden. — Wie lauten die
Mengen bei den anderen beiden Dreiecksseiten?

Aufgabe 3
Was ergibt die Zeichnung zu den DERIVE-Termen (siche dazu Arbeitsblatt 5.1)?

1) VECTOR(strecke(2, 3, 5, d), d, 1, 3, 0.15)
2) VECTOR(strecke(1, -3, 3, d), d, 0, 2, 0.15)

3) VECTOR(strecke(1, -3, ¢, 0), ¢, 0, 5, 0.10)
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6. Baustein-Parameter erzeugen Gebirgsgraphen

6.1 Parameter in binomischen Formeln
6.2 Parabelberge und Binomische Gebirge
6.3 Eine binomische Flache im Dreidimensionalen

6.4 Der Baustein (a + b)" = binobau(a,b,n)
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6.1 Parameter in der binomischen Formel —

Unterrichtsvoraussetzungen:

Die binomische Formel (a + b)? = a? + 2ab + b? ist bekannt und fiir einige einfache Terme
angewendet worden.

Aufgabe 6.1.1:
Definiere einen Baustein fiir den binomischen Term (a + b)>. Erprobe dann diesen Baustein
fiir die Terme (2x+3y) 2 (1.5a—2b)* und (2a+3b+4c)? .

Losung fiir den TI-92 Plus:
Siehe Abbildung 6.1.1. Hier wurde der Baustein (a + b)> > binom2(a,b) definiert.

1™, T LI - Notiere hier die ausfiihrlich
- Sieppdwen| ric Ly F IO i
r = 2$ : T T E T ran T : /_] geschriebenen Terme in der
"{a+hb]" + binom2ia, b) mathematischen Schreibweise:
B expandibinomZil.S-a, -2 -kl
9. .32

T -6 ab+d4-b?
B oxpandibinom2Z0Z =, 39l

4-x% + 12-:~=:--=|+'5'--=|2
B oxpandibinomZi2-a, 3-b+d4-c0
expandthinom2{2a_, 3b+4dc 2>

HMAIN EAD EXACT FUMC 4/ B

Abb. 6.1.1: Arbeit mit dem Baustein binom2(a,b)

Besonders bemerkenswert ist, dass auch der Aufruf expand(binom2(2a, 3b+4c)) bearbeitet
wird. Das gilt auch fiir andere entsprechende Aufrufe, siche Abb. 6.1.2.

r {—TFIlgebr*a Eali: Dther‘TF'r*ngDTElean Llpl | Notiere hier die ausfiihrlich
> geschriebenen Terme in der
4w+ 12-w-g+93- '=|

) mathematischen Schreibweise:
B oxpandibinomzZiZ -a, 3 -b+4-c1) (2a + (3b +4c))?

4-32+12-a-b+16-3c+9-he+24-b-c+ 1P
B oxpandibinomZiZ2-a+3-b,4-ch
4.2 +12-a-b+16-3-c+9 b +24-b-c+ 1P
B oxpandibinomZid, a+b+chl
52+2'a'b+2'a'i:-+b2+2'b'i:-+i:-2
expandt{bhinom2<i.at+h+c+dd>

MAIW EAD EXACT FUMC 10/20

Abb. 6.1.2: Uberraschende Anwendungen des Bausteins

Aufgabe 6.1.2:

Die Bausteinaufrufe zeigen verschiedene Anwendungsmdglichkeiten des Bausteins.
Formuliere hierzu einen passenden Text.
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Visualisierungen des Bausteins (a + b)> > binom2(a,b)

[ GammEdit,

FEwr
~ ALl

FaTr

i

]

SFLOTE

“yl=hinomdix, 01

Aufgabe 3
binom2(x,0) = (x+0)*= x?, das
ist die Normalparabel y = x°.

“yZ=hinom2ix, —1)
“yishinom2lx, -2
igd=hiinomZix, -3
“yS=hinom2(x, P} | n=41 2 3 4%
e |
yr=
o=
ug=
yh {x )=
il FRD EXACT FUMT

Abb. 6.1.3: Bausteinaufrufe im y-Editor des T1-92-Plus

i Few FE* | FG* [FF EE Aufgabe 4
r {—lE-:u:-m Tr*ai:eTEegr*aph|Hath Elr*awr F:?T { ] Welcher Graph gehért zu wel-
chem Bausteinaufruf? Begriinde

deine Entscheidungen!

FAIN RAD ERACT FUNC
Abb. 6.1.4: Und wie heillen die Gleichungen dieser Graphen?

Aufgabe 6.1.3:

Zeichne ein Parabelfeld, indem du iiberall auf dem Bildschirm diverse Parabeln platzierst.
Benutze geeignete Bausteinaufrufe, dhnlich wie oben.

Meine Losung siehst du in Abb. 6.1.5. Aber es gibt sicher noch schonere Parabelfelder!

I'|_

Abb. 6.1.5: Parabelfeld
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6.2 Parabelberge und Binomische Gebirge

1 e i FEx | _FB™ [FF T
[f- ETEDDN Tr*ai:e|Regr*aphTr'1.ath Elr*aw]Tr éﬁ ] Der Aufruf -binom2(x,0) + 5
liefert einen Graphen, der in
_ 245 etwa die Form eines Berges
X hat, siche Abbildung 4.2.1.
HAIN FAD EXACT FINLC

Abb. 6.2.1: Ein Parabelberg

Es wire allerdings noch schoner, wenn dieser Parabelberg auf der x-Achse stehen wiirde. Und
vielleicht kann man noch weitere Berge zeichnen. Abb. 6.2.2 und Abb. 6.2.3 geben einige
Anregungen fiir die néchste Aufgabe!
17"y _Fer Fz 4 [ FE» Far N 1 Fzw» Fz Fy FE* 7
|~r {—lEn:u:-m Edit| ~ |FI1 1 |StuleT:—'<. JEE T ] - E Zoom|Trace|Regraph|Math|0raw|-
SFLOTE
|=| =
HZ=

=

4=

o=l

b= -binom2i=, )+ 5

“U7=UEC) | WE() = 0
wyS=-hinom2(x, "3 +b|b=L{1 2 3 43

y3=
S Cx=
HMald KRl EXACT FUHC RN FRD ERRCT FUNT
Abb. 6.2.2: Ideen fiir Parabelberge Abb. 6.2.3: Das geht noch besser!
Aufgabe 6.2.1:

Erstelle eine Parabel-Berglandschaft! Benutze dein CAS.

Losung zu Aufgabe 6.2.1:

Hier wird eine Losung gezeigt, die mit dem Animations-Plotter ANIMATO erstellt wurde.
Hinweis: ANIMATO ist ein Funktionenplotter, mit dem man besonders wirkungsvolle Animationen
mit Hilfe von Termen erstellen kann (Bezug beim Autor des vorliegenden Heftes).

N

P —— -
TN N
NN
////A\\\\\\\ —
P g N NN —N
e TN \ / \\
e ,\\\\\\\

Abb. 6.2.4: Parabelberge

—
/_\\\
TN
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Diese Losung soll nun ausfiihrlicher dargestellt werden, denn auch in dieser Software wurde
ein Baustein benutzt.

7

Abb. 6.2.5: Parabelberg im Koordinatensystem

Der folgende Auszug ist das Protokoll des eingegebenen Programms und der Bildschirm-
daten:

fl=-a* (x-b)*2+c Unter f1 steht ein
f2={f1(1,2,u)>0:f1(1,2,u) :undef} Baustein mit den drei
£3={f1(2,-3,u)>0:£1(2,-3,u) :undef} Parametern a,b,c. Er
f4={£f1(0.5,4,u-0.5)>0:£1(0.5,4,u-0.5) :undef} beschreibt Parabeln
£5={f1(0.2,-8,u-2)>0:£f1(0.2,-8,u-2) :undef} a: Steilheit
f6={f1(8,8,u+2)>0:£f1(8,8,u+2) :undef . .
f7=£flEl,2,1)>()):f1(1,(2,1) :um)ief} } b: Verschiebung langs
£8={f1(1,2,1)>0:f1(1,2,1) :undef} der x-Achse
<min= -10 c: Verschiebung langs
xmax= 10 der y-Achse.
ymin= -1
ymax= 10 f2 bedeutet: Wenn die y-
xgrid= 1 Werte f1(1,2,u) groBer
ygrid= 1 als 0, dann die Werte
Tname= zeichnen, sonst nicht.
-range0= -10,0.02,1000 1000 x-Werte Dabei ist die
-rangel= 1,0.4,10 10 u-Werte von Parameterbelegung:
1 an und mit in
0.4-Schritten a=1,b=2, c=uundu

nimmt die Werte 1, 1.04,

1.08 usw. bis 5 an (siche

links)
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6.3 Eine binomische Fliche im Dreidimensionalen

Unterrichtsvoraussetzungen:

Mit einem CAS kann man auch dreidimensionale Zeichnungen anfertigen lassen. Der
naheliegende Aufruf binobau(x,y,2 ), also z = (x+y)? fihrt uns in die dreidimensionale
Mathematikwelt. Alle sind erstaunt Uber die graphische Darstellung, die genug Anlass zu
weiteren Fragestellungen gibt. Die folgende Unterrichtsequenz kann in Klasse 9 oder Klasse
10 durchgefuhrt werden — als Einfiihrung in das dreidimensionale Koordinatensystem oder
auch im Rahmen der darstellenden Geometrie. Fir die Schiler der Sekundarstufe 1 sind
Darstellungen dieser Art i.a. Neuland, so dass methodisch sorgsam vorgegangen werden
Muss.

binobau(x,y,2) =
(x+y)"2

Abb. 6.3.1: Binobau(x,y,2) bzw. z = (x+y)?

Aufgabe 6.3.1:
Du hast dich bisher vermutlich nur mit zweidimensionalen Koordinatensystemen befasst. Nun
kommt noch eine z-Achse dazu.

<

Du kannst dir die Achsen als Kanten in deinem Klassenraum vorstellen.
Wo liegen die Punkte (x,y,z) mit (0,0,0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1), (2, 0, -2)?
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Aufgabe 6.3.2:
Nenne einige Punkte auf der Fldche von Abb. 6.3.1!

Losung:
Wir kommen zu einer Wertetafel fur den dreidimensionalen Raum.

X 0 1 -1 2
y 0 1 -1 -2
z 0 4 4 0

Rechne nach! Zum Beispiel gilt: (1+1)*=4.

Die Erlauterung der rdumlichen Zusammenhénge in Abbildung 6.3.1 gelingt auf elementare

Weise.

Wir

- stellen fest, dass keine weiteren Punkt auf den Achsen zur Fldche gehoren und

- finden die Gerade y = —x, auf der die Flache lagert:
z=0=>z=(x+y =0=>x+y=0 = y=-x.

- Fiir alle anderen x- , y-Werte ist z positiv, weil (x+ y) quadriert wird, so dass die Flidche

auf und oberhalb der (x,y)-Ebene verlduft.
- Dazu kommt eine Veranschaulichung mit einem Blatt Papier.

- Ein Schiiler erldutert das Parallelogramm-Raster auf der Flache.

Aufgabe 6.3.3:

Durch welchen Bausteinaufruf ist Abbildung 6.3.2 entstanden? Sie hdngt eng mit Abbildung

6.3.1 zusammen!

Abb. 6.3.2. Der Aufruf lautet —Binobau(x,y,2)
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Weitere Fragen liegen nahe, werden jedoch hier in der Sekundarstufe 1 nicht weiter verfolgt:

e Was ist beim Aufruf Binobau(x,y,3) grundsitzlich anders?

e Was ist bei Binobau(sin(x),y,2), siche Abbildung.6.3.3? Die Einbeziehung von
Winkelfunktionen liegt in Klasse 10 nahe.

Abb. 6.3.3: Binobau(sin(x),y,2)

6.4 Der Baustein (a + b)"n =>Binobau(a,b,n)

Binobau(a,b,2) - Binobau(a,b,3) - das Pascalsche Dreieck

Unterrichtsvoraussetzungen:

Am naheliegensten ist der Aufruf Binobau(a,b,2), also (a + b)*2 = a2 + 2ab + b"2, denn er
liefert uns die erste binomische Formel, die die Schiler bereits aus Klasse 8 kennen. Ebenso
nahe liegt das weitere Experimentieren mit den Aufrufen Binobau(a,b,3), Binobau(a,b,4) usw.
Das Pascalsche Dreieck entsteht und gibt genug Anlass fiir weitere Fragenstellungen.

1 Fer Fir |_Fur FE F& |’F1 T Fer Tr3v‘|’ e T FE ]’ FE™
vﬁ AlgebralCalc|0ther|PrgmlId|Clear a—z...] va Algebra|Calc|Other |PramI0|C]ean Upm
lexpand[binnbau(a,b,n)|r‘|=§1 2] . " binobauca, 3, SN, gh
. fat+h a“~+2-ab+b“z " binohaul[3, a, 1-2) |E[E+1]
= E-:xcpand[blnn:vbau(a, b | n = {3}] . (.5 ) 1.4 I
[ ] I -
a3 +3-a2 b+3a-b2+b%) binchau 3,2,1 z o
lexpand[binnbau(a,I-J,n)|r'|= {4}] 'I-Jir‘lclbau[:x:,:x: :”:I [K'(K"' 1:']
tat+4.atb+e-af b4 apdents " binobaulx, =<, 3 KS'EK*'HS
AN ERD APFROR FONL 4030 TR TR0 FOTD TRV
Abb. 6.4.1 Abb. 6.4.2

Aufgabe: Erliutere die Bildschirmabdrucke der Abbildungen 6.4.1 und 6.4.2.
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|‘F1 T Fer T Faw T Fa- T FE T FE™
- E AlaebralCalc|0ther|PramIl|Clean Upl

m hinobaul =, «<, 3] we[w + 117

® expand binobawp, 9,3 | p+a=1]

Aufgabe:
Den Rechner verstehen!

AW FaD AUTO

FUMC ZE/30

P34+ 3 p2. g+ 3-p-ayl 4y Wieso ergibt sich 1?
"pi+ 3 el q+3pat+al|p=1-19 1
= expand[binobaulp, 9, 3 [ p=1 - 4] 1 Wer Wahrscheinlichkeitsrech-
mbincbaulp, 9,3 |p=1-q 1 nung kann, wird hier noch mehr

sagen konnen!

6.5 Zusammenfassung — Parameter in binomischen Formeln

Wir haben uns mit einigen Mdglichkeiten der Benutzung des binomischen Bausteins
(@a+b)3> binom2(a,b) bis hin zum noch allgemeineren Baustein (a + b)" = binobau(a,b,n)
beschiftigt. Eine Ubersicht zeigt die Problemauswabhl:

(a + b)" = binobau(a,b,n)

n > 0, ganzzahlig

Die Aufrufe
binobau(a,b,1)
binobau(a,b,2)
binobau(a,b,3)
binobau(a,b,4)
binobau(a,b,5) usw.
erzeugen das
Pascalsche Dreieck

n=2

Fiir n=2 entspricht das dem n=2
anfangs betrachteten Baustein a=x
(a + b)? > binom2(a,b). b=y
Die Bausteinaufrufe erzeugten
verschiedene binomische
Terme.

i Visualisierung

h 4

binom2(x,n) / n={1,2,3,4} binom2(x,y)=2>z1(x),

> yl(x)
fiihrt zur graphischen
Darstellung von Parabeln.

—binom2(x,-3)+b / b={1,2,3,4}
2y2(x)

erzeugt viele Parabeln, die zu
»Parabelbergen” werden.

also T(x,y) = (x+y)2 :
Dieser Term und
passende Variationen
davon erzeugen Flachen
im dreidimensionalen
Raum

i noch allgemeiner

T(x,a,b,c) = —a*(x-b)"2+c
Parabelberge konnen an
beliebige Stellen gesetzt
werden.

v

Hier gibt es noch
viel zu experimen-
tieren, vermuten
und zu beweisen.
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7. Bausteine helfen beim Projekt ,,Kreise”
7.1 Unterrichtsvoraussetzungen und Planung

Die Sinusfunktion und Cosinusfunktion sind einschlieBlich ihrer Graphen bekannt. Dabei
wurden die Winkel sowohl in Gradmal} als auch in Bogenmal} benutzt. Mdglicherweise
kennst du auch die Erzeugung der Sinusfunktion mit Hilfe des Einheitskreises. Hieran erin-
nert Abbildung 7.1.1. Angesichts dieser Voraussetzungen ist eine Durchfihrung des Projekts
in Klasse 10 oder héheren Klassen mdglich.

Abb. 7.1.1: Erzeugung der Sinuskurve (um 1 nach rechts verschoben!) aus dem Einheitskreis

Aufgabe 7.1.1:
Beschreibe die Erzeugung der Sinuskurve aus Abbildung 7.1.1.

Der Projektplan:
Bei dem Projekt ,, Kreise” werden verschiedene Themen, die mit Kreisen zu tun haben, von
verschiedenen Schiilergruppen bearbeitet.

(1) Anfangs wird eine gemeinsame Arbeitsgrundlage geschaffen. Diese besteht insbesondere
in der Fahigkeit einen Kreis mit Hilfe von x = cos(t) und y = sin(t), also in Parameterdarstel-
lung zu erzeugen.

(2) Dann erfolgt die Gruppeneinteilung nach den von den Schiilern beschlossenen oder vom
Lehrer gewlinschten Gesichtspunkten.
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(3) Zum Einstieg in die eigentliche Arbeit erhidlt jede Gruppe ein Arbeitsblatt mit der Aufga-
benstellung (diese wird recht offen formuliert sein) und eventuell notwendigen Informationen.
Jede Gruppe bearbeitet dann das von ihr iibernommene Thema,

(4) erstellt eine Dokumentation ihrer Arbeit und
(5) stellt ihre Arbeitsergebnisse in einem Vortrag vor.

(6) Zuletzt werden die mathematischen Ergebnisse aller Gruppen in gemeinsamer Arbeit zu-
sammengestellt, wobei insbesondere die Gemeinsamkeiten der Arbeitsergebnisse betont wer-
den.

Als Themen sind hier vorgesehen:

Gruppe 1: Kreis-Kunst auf der Wiese

Gruppe 2: Entwurf eines Kirchenfensters

Gruppe 3: Tiirgitter

Gruppe 4: Entwurf einer ,,Uhr” auf dem Bildschirm
Gruppe 5: Vom Kreis zur Ellipse

Die Arbeitsgrundlage

Unsere gemeinsame Arbeitsgrundlage ist die
Parameterdarstellung des Einheitskreises
x = cos(t), y = sin(t).

= COS(ﬂ::/Z)
= 51n(7t/2)

= 51n(7_t/3) y : 0.8660...
x = cos(51/6)
S x-='cos(n/6) -
y = sin(5/6) = sin(/6)
2 ;-1.5 . ;1.5 2
Jeder Punkt auf dem Ein-

heitskreis kann durch ein
Paar x =cos(t) , y = sin(t)
: beschrieben werden. Da-
1 5 : bei gilt t € [0, 27].

Abb 7.1.2: Parameterdarstellung
des Elnheltskrelses
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Immer noch gemeinsam:

Aufgabe 7.1.2:
Erldutere, warum man jeden Einheitskreispunkt durch ein Paar (X, y) mit x =cos(t) , y = sin(t)
mit t € [0, 27t] beschreiben kann.

Aufgabe 7.1.3:

a) Berechne die Punkte des Einheitskreises zu den Winkeln mitt=0.5,t=1,t=2,t= 3,
t=4,t=35°t=270°t=2m.

b) Berechne den Winkel t zu den Kreispunkten (0.5, 0.8860), (0.5, —0.8860).

c¢) Liegen die Punkte (0.5, 0.88), auf dem Einheitskreis?

Aufgabe 7.1.4:
Die folgende Abbildung zeigt viele Kreise an verschiedenen Stellen des Koordinatensystems.
Wie heiflen die jeweiligen Gleichungen der Kreise?

Abb. 7.1.3: Viele Kreise an unterschiedlichen Positionen

7.2 Die Arbeitsblatter der Projekt-Gruppen

Nachdem bekannt ist, wie man einen Einheitskreis erzeugen kann, kann man nun seiner
Fantasie freien Lauf lassen und Kreise auch an anderen Stellen des Koordinatensystems
erzeugen. So entstehen z.B. ,Kreislandschaften” oder Muster von Tischdecken. Auch ist es
nicht mehr weit von Kreisen hin zu Ellipsen. Und schlief3lich kommen Kreisformen auch
Uberall in der Architektur vor, etwa in Kirchenornamenten. Diese Feststellungen bilden nun
die Grundlage fir die folgenden Arbeitsblatter.
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Arbeitsblatt 7.a: Kreis-Kunst auf der Wiese

Aufgabe:
Erstelle eine ,,Kunstlandschaft”. Es sollen vorwiegend Kreise verwendet werden.

£ S
‘.!‘.

Ty
'-.-'*T*E-'.l"

Tat
i

.- DMDMGMDD{J
WDWDWDWDWDWDWDW

Abb.1: Beispiel einer Kunst-Kreislandschaft

Hinweise:

Abbildung 1 ist in experimenteller Arbeit entstanden. Das Koordinatensystem ist erst zum
Schluss ausgeblendet worden. Man erkennt, dass immer wieder Mengen von Kreisen vor-
kommen. Es ist daher zweckméBig, mit einem ,, Kreisbaustein” und geeigneten Parametern zu
arbeiten. Dieser Baustein kann dann mit den gewiinschten Einsetzungen fiir die Parameter
aufgerufen werden. Aufgabe 7.4 kannst du als Vorbereitung fiir deine Bearbeitungen ansehen.

Der ,, Rasen” der Landschaft kann einfach mit der Anweisung ,,rand( )”, also mit Zufallszah-
len (z.B. mit Werten zwischen 0 und 1), erzeugt werden.

Abb.2:
Zufallsgras am TI-92

1T _fe f? EE

- f—|[Zcom Tr*ace Regr‘aph Math|Oraw|~

rand () 2 y1(x)

FAIN EAD AFFROH FUHC
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Arbeitsblatt 7.b: Kirchenfenster

Abbildung 1: Ein Foto aus Mallorca

Aufgabe 1
Um den Koordinatenmittelpunkt liegt eine Einheitskreis.

In der folgenden Auf-
gabe wird die Archi-
tektur in dem neben-
stehenden Bild etwas
ndher analysiert.
Grundlage fiir die zah-
lenmédBige  Erfassung
ist das eingezeichnete
(x,y)-Koordinaten-
system, das hier etwas
verzerrt ist, was igno-
riert werden darf. In O
liegt also ein rechter
Winkel zwischen den
Achsen vor.

a) Wie lauten die Gleichungen der sechs beriihrenden Kreise in Parameterdarstellung?
Hinweis: Vorsicht mit den Mittelpunkten der Kreise links und rechts!

b) Zeige durch eine geeignete Konstruktion mit dem CAS oder anderer Software, dass

sich durch Aufrufe des (x, y) —Bausteins

a*cos(t) + b > xkreis(t, a, b)
a*cos(t) + c.=> ykreis(t, a, ¢)

alle Kreise aus Abb.1, aber auch noch beliebig viele weitere Kreise erzeugen lassen.

Aufgabe 2
Erzeuge dhnliche Ornamente — nur aus Kreisanordnungen.
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Aufgabe:
Das abgebildete kunstvolle Tiirgitter enthélt unter anderem zahlreiche Kreise. — Versuche eine

dhnliche Kreisanordnung unter Benutzung eines CAS oder eines Funktionenplotters. Viel-
leicht gelingt es sogar noch mehr als die Kreise einzuzeichnen!
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Abb.1: Ein kunstvolles Tiirgitter
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Arbeitsblatt 7.d: Entwurf einer Uhr

Aufgabe:

Die Abbildung zeigt einen ersten Entwurf einer (noch recht normalen) Uhr.
1) Setzt diesen Entwurf fort, so dass ein vollstdndiges Uhrenbild entsteht.
2) Entwerft nun selbst eine Uhr!

Hinweis: Es ist zweckméBig, bei der Arbeit das Koordinatensystem mitzufiihren, um die Lage
der Objekte besser iiberpriifen zu konnen.

Abb.1: Eine ,.Kreis-Uhr”

Abb.2: Eine ,,Kreis-Ellipsen-Uhr”
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Arbeitsblatt 7.e: Vom Kreis zur Ellipse

Aufgabe
1) Erklére die Abbildungen 1 und 2 dieses Arbeitsblatts.
2) Zeichne eine ,,Ellipsenlandschaft”.

[friETEFDEJm Trf.;i:e Ee-;ria_ph HFaE’r:h D:‘E;L-.ITFT? ﬁ:?T ]

N

L/

Lo

N

HMAlM EAD ERACT . FAE

Abb.1: Vom Kreis zur Ellipse - wie geht das?

Abb.2: Vom Kreis zur Ellipse - wie geht das?
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7.3 Zusammenfassung — Kreis in Parameterdarstellung

Beim Vortragen der einzelnen Gruppenergebnisse werdet ihr gemerkt haben, dass die be-
nutzten mathematischen Hilfsmittel immer &hnlich waren. In der folgenden Ubersicht, die ihr
auch selbst erstellen konntet, werdet ihr eure Arbeit sicher wiederfinden.

Der Einheitskreis in Parameterdarstellung:

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t)

Einheitskreis Einheitskreis vergro- Einheitskreis
nach rechts oder Bern bzw. verkleinern nach oben oder
links verschie- (Radius a): unten verschie-
ben: ben:
x(t,b) = cos(t) + b x(t,a) = a*cos(t) x(t) = cos(t)
y(t) = sin(t) y(t,a) = a*sin(t) y(t,d) = sin(t) + d
Einheitskreis achsenparallel verschieben und ver- Ellipsen
groBern bzw. verkleinern (beliebige Kreise):
x(t, a, b) =a*cos(t) + b x(t, a, b) =a*cos(t) + b
y(t, a, d) = a*sin(t) + d | ) y(t, ¢, d) = c*sin(t) + d
Die Eingaben als Baustein beim TI-92-Plus sieht
man in Abbildung 1 (Eingaben im Home-Editor),
die Zeichnung dazu in Abbildung 2.
e finr | ore ot FromTolciee us| |
R3] . . .
meozinit)+d 4 ukreisit, o, d) | Done ¢ Die Eingabe des Bausteins.
g cosit)+ b+ xkreis(t, a,b) Do,
" wkreis(t, 2, 30+ xt1(t) Done e Zwei Bausteinaufrufe:
B ykreisit, 2, "2+ gtlit] Dohe . Lo
®kreizit, 4, -3+ xb2(t) ‘ Done Kreisradien =2 bzw. 4.
mgkreisit, 4, @)+ b0t | Dohe o  ykreis(1,4,8) =4*sin(1)+8 = 3.36588,
B okreis(l, 4, ) 3. 36385 das ist der y-Wert des Kreises fiir den
FIRIN RAD_AFFROT FRE 1750 Bogen der Lange 1.

Abb. 7.3.1: Eingaben im Home-Fenster

I‘Fi ]’ FE™ ]’ T3 TF-q Trsv*l’ FE™ N
vEZDDm Edit| ~|All[Style|s :-:s'.s-..T ]

""'P)EEFTE—AKT'I:'L:-I\ [y |
“ytl=gkreisit, 2, -2
“utZ=xkreisit, 4, -3
“yt2=gkreis(t, 4, @2
Ut 3=
iim
o
wha=
dbas
yt4Ct =
HAIN FiRD AFFROR FRR MAIN FiRD AFFROR FRR

Abb.7.3.2: Ausgabe im Grafik-Fenster Abb.7.3.3: So sieht der y-Editor aus.
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Mit dem Ergebnis unserer Projektarbeit diirfen wir wohl zufrieden sein. Wir konnen nun

e Kreise in beliebiger Lage im Koordinatensystem darstellen,

o Ellipsen dartellen, deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen sind,

e passende Bausteine definieren, die die verwendeten mathematischen Hilfsmittel zusam-
menfassen und deren Aufrufe viele Darstellungsmoglichkeiten mit Kreisen und Ellipsen
zulassen.

Ein Tipp zum Experimentieren mit dem Baustein:

Probiert den Aufruf xkreis(t, t, -3)

ykreis(t, t, 0)

7.4 Ubungsaufgaben zum Projektabschluss

Aufgabe 7.4.1:
Stellt euren Mitschiilern zwei Aufgaben aus dem von euch bearbeiteten Themenbereich.
Lasst die Aufgaben bearbeiten und korrigiert sie.

Aufgabe 7.4.2:

Bearbeitet in gemeinsamer Arbeit das Arbeitsblatt 7.f.

Aufgabe 7.4.3:

Erginze die Inhalte der folgenden Tabelle mit den verschiedenen Kreisdarstellungen:

Wurzeldarstellung Parameterdarstellung Darstellung in Polarkoordi-
naten

x*+y’= 6 bzw.
y =V(6-x%), y == V(6-x?)

x() = 3*cos(t), y(t) = 3*sin(t) + 5

taus [0°, 360°], Radiusr=6.5

(x=3)%+ (y+4) 2 =25 bzw. y = ?

Aufgabe 7.4.4:

Nenne Gleichungen fiir die Kreise mit den angegebenen Mittelpunkten und den genannten
Radien.

a)MO0,0),r=12  b)M(,35),r=3 M3, 4),r=1 dM25,1),r=45.

Aufgabe 7.4.5:
Nenne Punkte auf den Kreisen von Aufgabe 3.

Aufgabe 7.4.6:

Untersuche die Lage selbst gewihlter Punkte zu den in Aufgabe 7.4.4 genannten Kreisen.
Waibhle die Punkte so, dass verschiedene Lagen beriicksichtigt werden (im Kreis, auf dem
Kreis, auflerhalb des Kreises). Benutze geeignete Rechnungen.
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Arbeitsblatt 7.f:

Nicht ganz leicht!

Dreimal ,Kreis mit dem Radius r = 2.

(1) X+ y?=2°

(2) x(t) = 2*cos(t)
y(t) = 2*sin(t)

3) r=2, a=t
Polarkoordinaten!
Informiere dich!

Aufgabe:

Erklére die drei Darstellungen. Vergleiche!
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Anhang: Das Bausteindreieck

A.1 Zum Begriff des Parameters —die Bedeutung von Parametern im
Unterricht

Im Duden Informatik (2.Auflage, Dudenverlag, 1993, S.507 ) wird definiert:

.Parameter: Platzhalter in einer Programmeinheit, der erst bei der konkreten Verwendung

( TAufruf) der Programmeinheit festgelegt wird. Die in der Programmeinheit stehenden
Platzhalter bezeichnet man als formale Parameter, die im Aufruf der Programmeinheit ste-
henden Werte als aktuelle Parameter. Programmeinheiten sind T Prozeduren, T Funktio-
nen, T Module oder andere spezielle Konstrukte. ... Parameter kdnnen T Konstanten, T Va-
riablen, T Marken, T Prozeduren, T Funktion usw., d.h. alle in einem Programm definierbaren
Objekte sein.”

,Parameteriibergabe: Bei einem ... T Aufruf miissen die formalen Parameter auf festgelegte
Art durch die aktuellen Parameter ersetzt werden.”

Bekanntlich sind Kurvenscharen ein Standardthema in der Analysis, das viel interessante
Mathematik beinhaltet und nicht ohne Grund beliebt im Unterricht und bei Klausuraufgaben
ist. Hierbei werden die Schiiler - moglicherweise erstmals - auch mit dem Umgang mit Para-
metern vertraut gemacht. Weitere Gebiete, in denen schon lange mit Parametern gearbeitet
wird, sind die vektorielle analytische Geometrie (z.B. bei Geradengleichungen) oder Kurven
in Parameterform. Dabei werden vielfach knappe Termabkiirzungen wie f, r, y verwendet, mit
denen man viel an Verstdndnis und an unterrichtlichen Maoglichkeiten verschenkt. Schreib-
weisen, die die Parameter explizit nennen, erweisen sich als giinstiger. So schreibt man z.B.:

Kurzschreibweise ausfiihrliche Notation / Aufrufbeispiel
Kurvenscharen
f(x) = ax’ + bx’ + cx +d mit x,a,b,c,d €3, f(x, a, b, ¢, d) = ax’ + bx” + cx +d

Aufrufbeispiel: f(x, 1, 2, 3, 4)

Vektorielle Geradengleichung rt)y=r; +tu

r=r, +tu, Aufrufbeispiel: r(5)

Kurve in Parameterform x(t) = cos(t) und y(t)= sin(t)
x = cos(t), y = sin(t) Aufrufbeispiel: x(n/3), y(r/3)
Trapez-Flacheninhalt A(a,b,h)=(a+b)*h/2
A=(a+b)/h

Es lohnt sich, derartige Schreibweisen schon friihzeitig - schon in der Sekundarstufe 1
(ab Klasse 7!) — zu verwenden. Welche Griinde sprechen dafiir, was ist zu beachten?
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Die Terme erscheinen unter einem gemeinsamen Aspekt, indem die Schreibweise
auf das Wesentliche reduziert wird, ndmlich auf die gewihlte Einsetzung, Unter-
schiede werden deutlicher.

An der kompakten Schreibweise (z.B. f(x,a,b,c,d)) wird deutlicher, dass man diver-
se Einsetzungen fiir die Parameter vornehmen kann. Dieser Aspekt verstirkt die
Motivation, Einsetzungen zu erproben und gibt damit den Anreiz zu experimentel-
ler Arbeit.

Statt der einzelne Exemplare eines Objekttyps riicken nun Teilmengen von Objek-
ten ins Blickfeld. Zum Beispiel ist nun nicht mehr nur eine einzelne Kurve von In-
teresse, sondern es geht gleich um Kurvenscharen — und erst aus dem Vergleich
verschiedener Exemplare erschlieen sich in der Regel die entscheidenden Eigen-
schaften. Damit wird auch der Wunsch nach Fallunterscheidungen unterstiitzt.

Die Uberlegungen beziiglich der einsetzbaren Werte verbreitern das Anwendungs-
feld des Terms auf (manchmal unerwartete) unterschiedliche Bereiche. So ist es
z.B. moglich in gewisse Terme statt reeller Zahlen auch quadratische Matrizen ein-
zusetzen.

Die Schreibweise mit Parametern ist ,,computeralgebra-freundlich” und wird von
den CAS-Systemen entsprechend unterstiitzt — sowohl in algebraischer, als auch in
grafischer Hinsicht. Beispiel: define parabel(x, p, q) = x2 + p*x +q.

Die schon fiir die Sekundarstufe 1 sehr niitzliche Konzeption von Unterricht unter
Parameter-Aspekten erweist sich als ausgezeichnete Vorbereitung fiir die Probleme
der Sekundarstufe 2.

Wir konnen somit festhalten:

Im ,Denken in Parametern und Bausteinen® liegen erhebliche unterrichtliche Méglichkeiten,
die sich durch die Verwendung von Computeralgebrasystemen (CAS) und Funktionen-
plottern noch verstarken bzw. erst machbar werden.

Es ist jedoch zu beachten:

Beim Unterricht mit dem Parameterkonzept muss daflir gesorgt
werden, dass der zugrunde liegende, ausflihrlich geschriebene
Term stets im Blickfeld bleibt.
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A.2 Das Bausteindreieck

Die folgenden Ausfiihrungen sind zunéchst fiir den Lehrer als grundlegende Informationen
tiber die didaktisch-methodischen Moglichkeiten des Bausteineinsatzes gedacht. — Wenn
Schiiler ldnger mit Bausteinen gearbeitet haben, sollten auch sie diese Ausfiihrungen verin-

nerlichen. Das wire ein wesentlicher Beitrag zur Schaffung von Transparenz mathematischer
Methoden.

Definieren Benutzen
> als Black Box
gebene Definitionen
— vordefinierte e Aufgaben losen
Bausteine e Experimentieren
e selbstdefinierte Bau-
steine
Bausteine /
Analysieren
der mathematischen Substanz
durch Parametervariation
mit Parameterbelegun- mit anderen
gen (Datentypen) aus Datentypen
dem direkten Umfeld
des Bausteins

Abb. A.2.1: Das Baustein-Dreieck: Definieren, Benutzen, Analysieren

Die Uberlegungen von Abb.A.2.1 werden an einem konkreten Beispiel in Abbildung A.2.2
verdeutlicht.
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Das Bausteindreieck an einem Beispiel

Beispiel, siche auch Abbildung A.2.2:
Bausteindefinition bino2(a,b):= (a+b)?
a und b sind formale Parameter

Definieren

Aufrufe:bino2(3x, -2y) oder bino2(5,6)
3x, —2y bzs. 5, 6 sind aktuelle Parameter

Benutzen
als Black Box

e cin selbstdefinierter
Bausteine

Ein binomischer
Baustein

> (Bausteinaufrufe)

e Aufgaben losen:
bino2(3x, -2y)

e Experimentieren:
Untersuche (graphisch)
Aufrufe der Form
bino2(x, b)

Analysieren
der mathematischen Substanz
durch Parametervariation

4/\»

Setze fiir a und b Terme mit Ele-
menten aus R ein und finde graphi-
sche Veranschaulichungen

a und b seien jetzt Matrizen!
Analysiere den Baustein unter
diesem Aspekt!

Abb. A.2.2: Das Baustein-Dreieck am Beispiel eines binomischen Bausteins

Eine Unterrichtsreihe mit Baustein-Verwendung konnte an jeder der drei Ecken des

Bausteindreiecks beginnen.

Definieren

Benutzen

Analysieren

Abb. A.2.3: Startpunkte fiir die Arbeit mit Bausteinen
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A.3 Bausteine definieren, benutzen, analysieren

Alle folgenden Ausfithrungen sind davon abhingig, wie weit die Schiiler bereits Bausteine
kennen oder ihnen erstmals begegnen. Je nach Situation sind dann unterschiedliche Wege
moglich. Wir beginnen hier mit der Definition eines Bausteins.

A.3.1 Definieren eines Bausteins

Es gehort zu den bevorzugten Arbeitsweisen mit einem CAS,
Objekte (Terme, Gleichungen usw.) mit einem passenden
Namen und geeigneten Parametern zu versehen, jedenfalls
wenn das Objekt mehrmals verwendet werden soll.

In dieser passenden Bezeichnung liegt bereits eine wesentliche Grundlage fiir die Definition
von Bausteinen und die Arbeit mit ihnen. Deshalb sollten solche Bezeichnungen schon nach
kurzer Zeit eingefiihrt werden. Die Namen der Bezeichner sollten treffend (,,sprechend”) ge-
wihlt werden, aber auch nicht zu lang sein:

Beispiele:
Anlass, Erlduterung Definition des Benutzen des
Bezeichners Bezeichners
Die Gleichung 2x+3(x—4) = 6|gleich1(x):=2x+3(x—4)=6 |e gleich1(3),
wird z.B. abgekiirzt mit ist 3 eine Losung?
gleich1(x). o solve(gleich1(x),x), 1ose
die Gleichung nach x auf
Der Funktionsterm funkf(x, a) : = a*sin(x) o funkf(x, 2),
f(x) = a*sin(x) soll haufiger be- die Funktion y = 2sin(x)
nutzt werden.
Wir wollen Anwendungen bi-|binomi(a,b,n): = (a+b)*n e binomi(a,b,3)
nomischer Formeln e binomi(x,1,2)
bearbeiten.
Fiir den folgenden Unterricht|diffq(x,h): = (f(x+h)-f(x))/h |e f(x): = sin(x)
werden mehrfach Zeichnun- Diffq(x, 0.1)
gen der Differenzenquotien-
tenfunktion bendtigt.. o f(x):=ex
Diffq(x, 0.1)

Wenn wir nun einen Bezeichner mit Parametern benutzen, so ist damit auch bereits ein
Baustein definiert.

Im folgenden wird eine Unterrichtseinheit beispielsweise mit dem Aspekt ,,Baustein benut-
Zen” gestartet.
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A.3.2 Benutzen eines Bausteins

In diesem Fall liegt der Baustein solve(...) fertig, also schon definiert vor. Er ist eine Black
Box, die vielleicht auch schon frither verwendet wurde oder die fiir die Schiiler neu ist. Er
dient jetzt beispielsweise zur Losung der folgenden Aufgabe.

Aufgabe:

Bestimme den Schnittpunkt der Geraden gl und

g2.
gl:y=2x+1,g2: 3x -4y =+2

Falls der Baustein bekannt ist

Falls der Baustein nicht bekannt ist:

Losung:

Im Schnittpunkt S der beiden Geraden (falls sie

einen besitzen) sind x- und y-Wert bei beiden Ge-

raden gleich. Somit kann man S durch Losung

eines linearen Gleichungs-systems bestimmen.

Hierfiir kénnen wir den Baustein solve benutzen:
solve(y = 2x +1 and -3x — 4y = +2, {x,y}).

Als Schnittpunkt ergibt sich S(-6/11, —1/11).

Nun miisste der Lehrer oder ein kundiger Schiiler

diese Moglichkeit des Losens von linearen Glei-
chungssystemen vorfithren und erldutern.

Zusammenfassung:

Bei dieser Aufgabe wurde der Baustein solve(...) zur Losung eines linearen Gleichungssystems ver-
wendet — also als Black Box., denn fiir den Losungsalgorithmus haben wir uns hier nicht interessiert.

A.3.3 Bausteine sind Black-Boxes

Die Abbildungen A.3.3-a und A.3.3-b spiegeln zwei wichtige Aspekte der Arbeit mit Bau-

steinen wider:

(1) Ein Baustein, der in Form einer Black Box vorliegt, wird analysiert — eine

White Box entsteht.

(2) Ein Baustein wird schrittweise entwickelt, bis er als Black Box ,,abgelegt”

wird.

Die Handrechnung bis zur Losung
(Algorithmen verstehen und ent-
wickeln )

T

die mehrfache Anwendung
des CAS-Bausteins, Parameterva-
riationen

—»

White Box
DAS VERFAHREN VON
HAND DURCHFUHREN

wird erforscht
durch

¢—— Black Box

mit passenden Parametern

Abb. A.3.3-a: Ein Baustein wird erforscht (analysiert)
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Bausteine - Black Boxes

Die Handrechnung bis zur Losung, (Al- q DAS VERFAHREN VON HAND DURCH-

gorithmen verstehen und entwickeln ) FUHREN. Von der White Box

¢ wird ersetzt durch ¢ iiber
schrittweise Umformungen mit Hilfe des p| die Grey Box (Zwischenbox)
CAS (nach den bekannten Rechenregeln)
¢ wird ersetzt durch i 2

die Anwendung eines passenden CAS- Black Box

Bausteins P mit passenden Parametern
Abb. A.3.3-b: Hinfiihrung zu Bausteinen und Black Boxes
A.3.4 Analyse eines Bausteins
Hat man einen Baustein mehrfach benutzt und einige seiner Anwendungsmdglichkeiten er-
kannt, besteht moglicherweise der Wunsch, in ihn hineinzublicken

. ? Was kann der Baustein
Baustein < noch so alles?
Analyse des A2+ p¥x +q => bel
Bauste] x"2 + p¥*x +q => parabel(x,p,q)
austeins

parabel(x, p, q):

parabel(x,-2,-3) parabel(x,p,4) parabel(x,5,q)

die Parabel die Parabelschar die Parabelschar

y=x"2-2x-3 y=x"2 +p*x +4 y=x"2 +5x +q

parabel(5,-2,-3) =12, parabel(x,-2,-3) = 0, Zum Beispiel Fallun-

Punkt P(5,12) der Parabel die Nullstellen ? terscheidungen fiir p,q

parabel(5,-2,-3) = 10
false, => (5,10) nicht auf Parabel

Solve(parabel(x,-2,-3)=0,x)

X1:-1,X2:3

parabel(x,5,q)|q={2.3,,4,5}
=>y1(x), Parabelschar
zeichnen lassen

Abb. A.3.4-a : Einige Stationen moglicher Bausteinaufrufe mit aktuellen Parametern
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A.4 Warum Bausteine mit Parametern im Unterricht?
Unterrichtserfahrungen

Bausteine bringen Terme mit Parametern in eine iibersichtliche und kompakte,
leicht verwendbare Form.

Erweiterung des Vorrats an Strategien zur Problembearbeitung
Die Suche nach einem Losungsansatz ist hdufig auch die Suche nach einem geeigne-
ten, schon vorhandenen oder noch zu definierenden Baustein.

Allgemeine Losungen von Problemen riicken wieder mehr in der Vordergrund
Da Bausteindefinitionen in der Regel mit Parametern erfolgen, werden auch die mit
Zahlenwerten gestellten Aufgaben schon beim Lésungsansatz hidufig verallgemeinert.

Mehr Selbstindigkeit bei der Arbeit mit mathematischen Inhalten

Ein vorhandener oder gerade definierter Baustein regt wegen seiner Parameter von
sich aus zum Forschen und Entdecken an. Offene Unterrichtsformen unterstiitzen die-
sen Ansatz.

Viele Objekte werden gleichzeitig bearbeitet

Der Unterricht wird sich nicht mehr so viel mit einzelnen Objekten beschéftigen. In
der Regel konnen nun auch friihzeitig ganze Klassen von Objekten betrachtet werden
(Beispiel: Statt Untersuchungen und Aufgaben zu einer einzelnen Geraden kann es
nun solche zu Geradenscharen geben). Dieser Ansatz beriicksichtigt die Erkenntnis,
dass man aus dem Vergleich mehrerer Objekte und ihrer Strukturierung wesentliche
Einsichten gewinnen kann. Dabei wird auch das Uberblickswissen gefordert.

Bausteine vernetzen

Jeder Baustein enthélt eine eigene kleine ,,Mathematikwelt®, die auch den Schiilerin-
nen und Schiilern deutlich werden kann. An die Stelle vieler Einzelaufgaben tritt nun
eine miteinander vernetzte (durch den Baustein) zusammengehorige ,,Mathematik-
welt®.

Die bisher iibliche sequentielle Abarbeitung des Lehrplan wird aufgebrochen
zugunsten einer mehr gleichzeitigen Bearbeitung von Sachverhalten (siehe z. B. Ka-
pitel 7.2), fiir die sich dann auch projektartige Organisationsformen anbieten.

Der Unterricht und die Unterrichtsinhalte werden insgesamt transparenter

Das Bausteinprinzip fiihrt unabhéngig vom gerade behandelten mathematischen Ge-
biet zu einer gemeinsamen Sichtweise und erweist sich damit als ein wesentliche Lei-
tidee.

Die Konstruktion von Bausteinen bereitet funktionales Programmieren vor.
Insofern wird ein Beitrag zum Informatikunterricht geleistet.



