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(1)

2 Wiirfel werden geworfen (oder auch ein Wiirfel zweimal). Dann
wird die Augensumme gebildet. Wir nennen diese im 1.Wurf
geworfene Summe S'.

a) Wenn man die Augensumme 7 oder 11 wirft, hat man sofort
gewonnen!

b) Wenn man die Augensumme 2 oder 3 oder 12 wirft, hat man
sofort verloren!

c) In allen anderen Fillen geht es weiter!

(2)

Wir wiirfeln erneut mit den beiden Wiirfeln und bilden wieder die
Summe. Wir nennen sie S.

a) Wenn man die Summe S = 7 hat, hat man verloren.

b) Wenn man eine Summe S = S' hat (also wie 1im ersten Wurf),
hat man gewonnen.

Spielregeln ¢) In allen anderen Fillen geht das Spiel weiter bei (2)

Hinweis: S' ist also immer die Summe des ersten
Wurfes
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Das CRAP-Spiel ist gut geeignet

Als gebietsiibergreifendes Projekt -

Modellierung, Verkniipfung von Linearer Algebra, Stochastik, Analysis (Folgen, unendliche
Reihen) — mit Beziigen zur Informatik (Programmieren von Simulationen, stochastischer
Automat)

Zur Praktizierung diverser Unterrichtsmethoden, wie

Gruppenarbeitsformen, Projekten, Stationenlernen mit Forderung selbstindiges Arbeiten,

Bearbeitung offene Aufgaben, Aufgabenvariationen, Formen von Visualisieren -



Siehe Beitrag
Stochastik-Klassell- Einstieg-Crap.doc

Im Verzeichnis tagung 2005, mnu-Kkiel



Einen
ausgearbeiteten
projektartigen
Unterrichtsvorschlag
finden Sie in ...

Wahrschemllchkelts-
iy rechnung
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Du wiirfelst mit zwei Wiirfeln und bildest jeweils die Augensumme

/3 74
e S aus {5,9] ber
) S=S~ S= )
bei bei
S=S~ Weiter Z3 bei Weiter Z4 bei S=7
S-{S",7} S’aus {6,8} S-{S",7}

(71 Star)
S’ aus {7,11}K_j S“aus {2,3,12}

S aus {4,10}

bei bei
S=S- S=7

; e S~ ist die im ersten Wurf
Splelregeln erzielte Augensumme

Weiter Z5 bei S bezeichnet die jeweils
S-{S",7} nichste Augensumme.
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Bei der Untersuchung des Spiels geht es insbesondere um das
langfristige Verhalten dieses Systems! - Ist das Spiel fair?

Unterrichtsentwurf — hier Planung als Projekt E. Lehmann, 19.3.01

Gruppe 1: Man berechne die Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit des Crap-Spiels.

Gruppe 2: Bearbeiten Sie die Ausfithrungen zum Crap-Spiel in Buch *
mit der Problemlésung durch Simulation

Gruppe 3: Bearbeiten Sie die Ausfithrungen zum Crap-Spiel in Buch *
mit der ProblemlOsung iiber unendliche geometrische Reihen

Gruppe 4: : Bearbeiten Sie die Ausfiihrungen zum Crap-Spiel in Buch *
mit der Probleml6sung iiber Markow-Ketten

Gruppe 5: Analysieren Sie die Arbeit des Programms CRAPAUTO.EXE

Gruppe 6: Schreiben Sie ein Simulationsprogramm fiir das CRAP-Spiel in DELPHI

Literatur: Lehmann, E.: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Volk und Wissen Verlag, 1997



Modellbildung — Wiirfeln von Hand, Protokoll fiihren und auswerten

w Weiter wiirfeln, V Verloren, G Gewonnen
wVwGGWVWWWVYVGWWVYVGWWWGVwwwWwRG
wwVwGwwwwwwwwwwwwwwVyVYVwwVAG
wwGwVwVGWVVGWWVWwWWWWVYVWVGwWwWw
WWVGVwwwwGEGwwwGEGGwwwwwwGwwww
VwwwwGwVwwwwVwwwVwGwwGwWwWww
WWWVwwwwVwwGwwVwVGWV WYV
Ergebnisse:

Spielanzahl = 50 Weiter gespielt = 101
Gewinne = 22 44 % Wurfanzahl insgesamt = 151

Verluste = 28 56 %



PROCEDURE simulation;

BEGIN

FOR 1i:=1 TO anzahl DO

BEGIN
s :=RANDOM (6) +1+RANDOM (6) +1;
IF s IN [7,11] THEN gewonnen:=gewonnen+1;
IF s IN [2,3,12] THEN verloren:=verloren+1;
IF s IN [4,5,6,8,9,10] THEN weiter:=weiter+1;
t:=s;
REPEAT

S :=RANDOM (6) +1+RANDOM (6) +1;
IF s=7 THEN verloren:=verloren+l1;
IF s=t THEN gewonnen:=gewonnen+1;
IF s IN [2..12]-[7,t] THEN weiliter:=weiter+1;
UNTIL ( (s=7) OR (s=t) );
END;
END;



Crapauto.exe (Turbo-Pascal-Programm)

e Rt e <————
~———— B e B >——
I Y A I
r<-| Zustand 3 |<-————--—+ [——-—- >| zustand 4 |-——>—
I | |s'e{5,9}| |s'e{6,8}] |
A A I N |
| Weiter S—{S', 7} Weiter S—{S',7} |
S=3" S=7
I I .
| Zustand 2 |<———---—-— | Zustand 1 |-————-—-—-—- >| zustand 6 |
| GEWINN | s'e{7,11}| sTART | s'e{2,3,12}| VERLUST |
NN I A L
S=S" S'e{4,10} S=7
| I |
L Zustand 5 |-——————————— 1 spielanzahl =
Aktuelle Wurfsumme = I—— Gewinne =
Noch ein Spiel (j,n)= 7 Weiter S—-{S', 7} Verluste =

Projectl.exe aus M-UE (Delphi-Programm)



Zweimal 10000 Spiele
STATISTIK Relative Hdéiufigkeit
Spielanzahl = 10000
= 10000
Gewinne = 4956 0.4956
= 4913 0.4913
Verluste = 5044 0.5044
= 5087 0.5087
Weiter gespielt = 23527
= 23893
Wurfanzahl insgesamt = 33527
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Wabhrscheinlichkeitsverteilung ermitteln fiir die Augensumme beim Werfen mit
zwel Wiirfeln

Augensumme S 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Wahrscheinlichkeiten 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Begriffsbildung: Die Augensumme ist eine Zufallsgrofe S; die Liste der Wahrscheinlichkeiten
wird als Wahrscheinlichkeitsverteilung P(S=s) bezeichnet. P(S=s) ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die ZufallsgroBe S gerade den Wert s annimmt.

Zustdnde definieren - gemall der W-Verteilung

Augensumme S 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Wahrscheinlichkeiten 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Modellbildung sehen! @0 00®e O0000O 00

/6 76 /5 Z3 74 72 74 Z3 75 72 76
Endzustinde: Z2 (Gewinn), Z6 (Verlust), Zwischenzustinde Z3, 74, 75, Startzustand Z1



73 74
8/36 10/36
5/36 ' ' 36 | 6/36
4/36 26/36 25/36
(21 sur)
836 N ./ 4/36
6/36
3/36 6/36

e Erfassung der
Wabhrscheinlichkeits-

daten in einer Matrix



Ubergangs-Matrix A(1) = einstufige Ubergangsmatrix

Z1 72 73 74 75 76
71 0 8/36 8/36 10/36 6/36 4/36 Zeilensumme = 1
yH) 0 1 0 0 0 0 Z2 ist Endzustand
73 0 4/36 26/36 0 0 6/36
74 0 5/36 0 25/36 0 6/36
75 0 3/36 0 0 27126 6/36
/76 0 0 0 0 0 1 76 ist Endzustand

Anmerkungen: Ubergiinge nach Z1 sind nicht moglich, da Z1 Anfangszustand.

T R R e FE& e s | |
P:-{—T a-:',;s-a:?*-e:T;. 3sc]:.;tr:s-s*TPrngD]:.,=.:s-<':5=- L
(@ 2.9 29 2718 158 197
a1 ] ] 0] ]
g 1.9 13718 0 o 1-6
u EE!
B 3-36 0 22736 B 176
g 1-12 @ o 374 176
Nee! ] ] 8] |
crap™2
FAIN EAD_AUTO FUNC 2/ ¢

Aufgabe: Wir wollen zunichst zur zweistufigen Ubergangsmatrix A(2). Warum muss man
die Matrix A mit sich selbst multiplizieren, also A* A=A? bilden und wie geschieht das?



Z3 74
8/36 10,26
5/36 ’ ' 6/36 | 90
w3 /26136 25/36
= (71 san)
836\ o) 4/36
6/36
3/36 6/36

Vo



Berechnung der zweistufigen Ubergangsmatrix

Z1 72 /3 74 75 /6
&36 8/36 10/36 6/36  4/36
1 0O O 0 0
AR)= A(1)eA(]) 4/36 26/36 0 0 6/36
536 0 25/36 0 6/36
A2 = AeA 36 0 O 27/26  6/36
0 0O O 0 1
< |
Z10 836 836 1036 6/36  4/36  ? ? ? ? ?
20 1 0 0 0 0 7 7 7 ? ?
/30 4/36 26/36 O 0 6/36 7?7 ? 7 7 ? ?
/40 5736 O 25/36 0 6/36 7 ? 7 ? ? ?
750 3/36 O 0 2726 6/36 7?7 7 7 ? ? ?
/60 O 0 0 0 1 7 7 7 ? ? ?
F{—T ::s gt T ;i?,.T ""’i TF'F'EINIDT :T ;_5;,]/_\ [rviETﬁlééErﬂa I:Fagfi: thﬁ;rﬂTF'r*ngDTlilean LlpT_\
B 209 2,9 SelB 1e6 19 Y Zg 19El €53 18 29
a1 | | g g o1 0 0 0 0
B 1.9 13412 0 1] 1.6 51 153 a3l
" EEE 0 5436 0 25736 0 1-6 ‘ (5 Sk ’ : Lt
8 1412 © @ 34 106 0 S O == o« =L
L& @ ] ] ] 1 FodS 0@ o) ae1e Teod
crap™d
FAIM FAD AUTO FUHC &/ 2 MAIN EAD AUTO FUMC Z/z0




Matrizenpotenz: A(100) = A*A*....A = A1 bzw. A*100

Lisst man nun z.B. A100 durch einen Computer berechnen, so erhilt man (gerundet):

Z21 722 73 Z4 /45 /6

Z1 0 049290 0 0 _05071 &  LoOsungablesen
72 0 1 0 0 0 0
Z3 0 04 0 0O 0 06 = Matrix A100
/4 0 0.4545 0 0 0 0.5455 (nach 100 Schritten)
75 0 0.3333 0 0 0 0.6667
/6 0 0 0 0 0 1
[FviETﬂlguebr“a Ca fi: III’r.t-PL!;'n;-r*\llF'r*F-glgmIIII\lllilrE-F.Enﬁr::r Llpﬁ |T {—TnguebPa Ca fi: III’r.t-PL!;'n;-r*\llF'r*F-glgmIIII\lllilrE-F.Enﬁr::r L||:~T_\
.ngap 492929 2.26569e-15 S5.83191e-17 .Er:TE 5.83191e-17 7.12F12e-14 .SO7O71]
@. 1. Q. Q. Q. a. Q.
O, .4 7.36351e-15 0. o | 15 0 a. 6
0. .454545 0. 1.45798€E -16 1.45798€e-16 0. . 545455
O. .3I33IZIT 0. a. a. 3.207ZE-13  EEEEET
o, . a. a. a. o, 1
crap™1 00
MAIN FAD AFFROH FUMC Z/Z0 MAIH FAD AFFROH FUMC Z/Z0




Beispielrechnung fiir den Ubergang von Z5 nach Z2

Anzahl der Schritte 1 2 3 4 n
Wahrscheinlichkeit 3/36 27136 (27/36)2 (27/36)3 (27/36)1
*3/36 *3/36 *3/36 *3/36

Ubergang von Z5 nach Z2 (Summe einer unendlichen geometrischen Reihe)
s=a/(-q)=(3/36)/(1-27/36) =(3/36) / (9/36) =1/3

Ausgehend von Z1 konnen wir nach Z2 auf verschiedenen Wegen gelangen:

Weg Wahrscheinlichkeit

Von Z1 direkt nach Z2 8/36

Von Z1 iiber Z3 nach Z2 8/36 *2/5 (Multiplikationsregel)
Von Z1 iiber Z4 nach Z2 10/36 * 45/99

Von Z1 iiber Z5 nach 7.2 6/36 *1/3




Das Spiel ist nicht fair!

Verlustwahrscheinlichkeit > Gewinnwahrscheinlichkeit.

Diese Wahrscheinlichkeiten miissen nun noch aufsummiert
werden (Additionsregel):

g(Z1 -->72) = 244/495 = (0.49292929... €=
Gewinnwahrscheinlicheit des Crap-Spiels

g(Z1 -->76) =1 -244/495 = 251 /495 = 0.5071717 1 ..
Verlustwahrscheinlicheit des Crap-Spiels

Das Spiel ist nicht fair! <=



Wenn es eine stationédre Verteilung w (Fixvektor) fiir das Spiel gibt, muss gelten

W16 * A(6’6) = W) kurz w*A = w, wobei w,+ W+ w,+ w,+ w.+ W, = 1. Der Fixvektor
w kann ggf. so berechnet werden:

i Pramioc o ] |

Wae ™ Aee = Wae N crap - identituls)

[ -1 oo [ [ 0]
Voo * Ao Fas) = Oug AE (2222, T e
Das ist ein lineares homogenes Gleichungssystem ?;:3 E E .; Hose o 1.4 E
wobei zusitzlich w + w,+ wy+ w,+ wt+ w=1 gilt B EAD_ERACT FINC 878

iy, e FULIGE F& . FEE | | 17y, T I Pt FE AR | |
[f-{—L:.-;;s-:.:.».;:T;. ?.5:]:.;t?:s-5=TPPngD]:.,=.=5-<':5=. i F:r{— 5-:1-;';5-&:.**-5:]1. aa:]:.;t?:s-rTF'r*ngDTm=.:5-<':5~. e

e
—

Anfiigen von

L auarment| [crap — identitul E-::l:]T .

[-1 @ @ @ R

FAIM RAD ERACT FUMC 7/ H HMAlH RAD EXACT FUMC 7/ B




Die bisherige 6.Z¢eile wird durch

|
ITI L
-

lauter 1-en ersetzt. Das ist die

=
=1

Gleichung

Wit Wot Wit Wyt Wst W= 1

Diese Matrix wird mit craplgs

1 | 1 1
[1 @ @ @ @ & @] abgekiirzt.
MAIN FAD EXACT FUNC &/ 7
Auf diese Matrix wird der Gaul3-
1 f-' =
|’F ET e T ; T c-es TF'r‘-grqII:IT 5_5;,]/_\ Algorithmus angesetzt
L1 I 1] .
rref(matrix)).
'1 0 o EI g o rref( )
D1 e oo 11 Nun kann die Losungsmenge
B o1 o000 abgelesen werden. Es gilt:
g oo 1 86 @
B8 8 6 1686 =0
00 0 0 0 0 @ Wo+ W= 1
MAIN FAD EXACT FUNC 4/ 7 Wi= W, = Ws=0

Es gibt also wegen w, + w, =1 unendlich viele Losungen. Z2 (Gewinn) und Z6 (Verlust) sind
die Endzustinde. Das LGS gibt also keine Antwort auf die Frage nach einer Grenzverteilung.



Einige der unendlich vielen Losungen werden durch Nachrechnen w*A=w erprobt.

o N S TPP-;NID ] |

EI R N B T I EIJ
" lE .4 O o o .e]-crap
[ 272 @O0 @O @ 3-5]
D .49 Q0 Q0 L5l]-crap

43 al
8 g5 8 8§ e
B0 3 0 O @ bB]-crap

MAlIM FAD EXACT FUMC 1/ /7




Das Crap-Spiel

Arbeitswege

3.1 Problemanalyse und Modellbildung 1| 3 Std. fiir 3.1 und 3.3

(mit 3.2)

Problembearbeitung durch Simulation

Modellbildung

Modellbildung 2
33

Stochastik, Informatik

4 Std.

Exakte Losung mit Hilfe unendlicher

(" Der Prozess der W

( kann iibersprungen

geometrischer Reihen
3.4 | Modellbildung 3 Analysis

32 werden ) \odelibildung
| |
Losung mit Hilfe vor ..~ -
Ubergangsmatrizen SAE AISERH
3.5 | Modellbildung 4 —

1-3 Std. je nach Vorkennt-
nissen iiber

Matrizen

(zu 3.3 -3.5)

Abbildung 3.0.1: Mogliche Bearbeitungswege im Unterricht

3.6 Hinweise zum Computereinsatz | ggf. integrativ I \ 4

7. Mit Markow-
Ketten




Dr. Eberhard Lehmann Matrizen als durchgehendes Integration von
mza@s:af:'je _ Prinzip, — Anwendungen,
zww‘sn:; o . Matrizenrechnung iflll denerLMatrizeg-d
rundlagen von Kursen zur . rechnung benutzt wird.
AnaGeo und LinAlg Lineare Algebra =
Lineare Gleichungs- . Analytische
systeme «  Lineare Algebra  —» T
t und t
. . Analytische Geometrie Integration von
ntegration von O Anwendungen aus der
Anwendungen, - Kurse Abbildungsgeometrie und
als Motivation fiir
T P e Durchgehende Benutzung Analytische Geometrie
Visualisierunes |,/ des Computers als Rechen- L)
méelichkei tegn und Zeichenhilfsmittel und Arbeit mit einem Ray-
£ zum entdeckenden Lernen Tracing - Pl‘Ogl‘an{lm
Beziige herstellen zu (Visualisierungen und Rechnun- (POVRAY) als weitere
anderen Fichern. z B © l«—| gen mit CAS und anderen Pro- Ergidnzung der Analy-
2ur Informatik (LK) ' grammen) O tischen Geometrie




Berechnung des charakteristischen Polynoms mit DERIVE. Die Funktion kann nun
einem Funktionsplotter iibergeben werden.

CHARPOLY (crap, v)
2
0.0003858024691-v-(v-1) -(4-v - 3)-(18-v - 13)-(36-v - 25)

EIGENVALUES(crap, v)
[v=0,v=1,v=1,v=0.75 v=0.7222222222, v = 0.6944444444]

Eigenwerte, Eigenvektoren

x*M = r*x (Eigenvektor*quadrat.Matrix = Eigenwert * Eigenvektor)



2.1 Lehrgangsskizze Eberhard Lehmann, MU-Heft 4, 1993

Matrizen als Lerninhalte mit besonderer Beriicksichtigung

durchgehendes anwendungs- und problemorientierter Ansatze,

Hilfsmittel und der Méglichkeiten des Computereinsatzes Eberhard Lehmann
MATRIZEN I

A(m,n) - Tabellen, Matrizen

AB, A(B+C) - Materialverflechtungsprobleme

vo,voPn - Kaufverhalten (Anfangsverteilung)

- Ubungen u.a.
Entwicklung von Populationen

- Skalarprodukt, Matrizenprodukt,
Matrizensumme, Gesetze

Ax=B Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Rang(A), - Probleme, die auf LGS fihren

Rang(A,B) - GauB-Algorithmus
- Endschema, Lésungskriterien, Matrixrang
- Anwendungsaufgaben

- Probleme bei der Lésung von LGS, schlecht-
konditionierte LGS, Rechengenauigkeit
rA+sB - Vektorraum (magische Quadrate, homogene LGS)
- Lineare Abhéangigkeit/Unabhdngigkeit, Basis

Analytische Geometrie/ABBILDUNGSGEOMETRIE,

COMPUTERGRAFIK
ab - Inzidenz & Metrik, LGS & Skalarprodukt (s.o.)
Ax=b - Geraden, Ebenen, Figuren, Abstdnde, Winkel,

Kreis,Kugel
- Grundlagen der Computergrafik:
x'=Ax, AB Abbilden mit Matrizen, homogene Koordinaten,
(Drehung, Verschiebung, Streckung, Projektion)

MATRIZEN II

AX=E - Simultane Lésung mehrerer LGS

Ar-1 - Inverse Matrizen

(AB)A-1=B~-1A*-1 - Riickgangigmachen von Abbildungen oder
(E-A)*-1y - Input-Output-Analyse, Stiicklisten
Komplexe Ma- Komplexe Aufgabenstellungen mit Matrizen-

trixterme,z.B. anwendung, z.B. aus der Populationsdynamik
s (E+M) (M2-E) -1
Matrizenpotenzen (Ubergang zum Stochastik-Kurs)
vo,voPn - stochastische Matrizen (Markow-Ketten),
Verteilungen
- langfristiges Verhalten
w=wP stationare Verteilung, Fixvektor,
Tim PAn, 1im vn - Grenzmatrix, Grenzverteilung

Abb.1: Beispiel fiir den Aufbau eines Leistungskurses Lineare Alge-
bra/Analytische Geometrie

Lineare Algebra

mit Vektoren und Matrizen

J.B.Metzler
Stuttgart 1990

Jetzt als Kopie beim Autor,
mit Losungsheft

Schiilerbuch 15 Euro
Losungsheft 10 Euro
Porto




Zustandsgraphen |Eigenwerte | Ubergangs- Grenzmatrix S |[Grenzverteilung |stationdre
r; matrizen S, - Verteilung
Verteilungen Peo o g
n
Markow-Kette r;=1 mehr- | Ndherungs- alle Grenzwahr-|p, = lim P Das LGS U=U5
z.B. irreduzibel fach, | werte fiir scheinlichkei- | . . 0o= 9 n
und periodisch |alle ande- | goo (., 2 ten i imii atatig mit S w.=1
oder son-t #=1 | Litden lim p;3’ exis- |jedoch abhingig i=1
EREras) tieren und da- |von der Anfangs-|hat unendlich
aishe z.B:}J mit auch verteilung viele Ldsun=
o _ n gen oder ge-
v > -—%:‘L':&S o Die nau eine L#-
Zeilenvektore sung.
von S® sind
i.a. verschie=-
den voneinander,
: — — - >
Markowu-Kette r1=1 ist Mindestens Alle Grenzuwahr-|p,, = %igopn Das LGS w=wS =
3§:°d"21b°1 einfacher | eine Spalte | scheinlichkei- |existiert und e % i a
aperiodisch Eigenwert, | irgendeiner | ten lim pgg) ist unabhdngig i=1 : =
alle ande- n L,
siehe z«B.[] con rk¥'1 Potenz S ax;stieran und |von der Anfangs-|hat genau ei- 3
222132r5§2" damit auch verteilung, also|ne Ldsung. o
s o
. mente 5“’=££ﬂg5n. Die|eindeutig. g
Zelilenvektoren {” 0 o & :.;.
von S°° sind al- ergodische :'1-2
; o
i ginich. Verteilung s

Tabelle 44.2: Ubersicht Uber einige Klassifikationsmerkmale bei

endlichen homogenen Markow-Ketten

Teubner-Verlag, Stuttgart
1983, S.276

Eberhard Lehmann, Lineare
Algebra mit dem Computer,




I'Iothodan zur Untersuchung des langfristigen Verhaltens bei endlichen homogenen,
| nicht-absorbierenden Markow-Ketten mit der Ubergangsmatrix S = (pik)(N N)

s" oder p, = PyS"
ermitteln O

SIMULIEREN| |STATIONARE GRENZVERTEILUNG| |GRENZMATRIX| |EIGENWERTE r | |[EIGENSCHAFTEN
. VERTEILUNG suchen: O suchen: @) suchen: DES ZUSTANDS- -
(siehe suchen: GRAPHEN ermitteln
z.B. [46] ) N o » n : :
\ V=uS;1= S u, ||Pew = lim p s® =1im S EIGENVEKTOREN| (siehe z.B. [127)
© o i S ~ A .
e

Methoden zur Untersuchung des langfristigen Verhaltens bei endlichen homogenen
absorbierenden Markow-Ketten mit der Ubergangsmatrix S = (pikj(N N)
AR ANy

i P
S umordnen, so dabB s" oder E:' = ?US"
E- D ermitteln
= [n B] o
‘)—4
SIMULIEREN o GRENZMATRIX
siene Crapspiel suchen: . @
RiEE 40 h—yso (e-8)~1a o

Figur4%14: Langfristiges Verhalten bei Markow-Ketten )
Eberhard Lehmann, Lineare

Algebra mit dem Computer,
Teubner-Verlag, Stuttgart
1983, S.277



Dr. Eberhard Lehmann, mirza@snafu.de, www.snafu.de/~mirza

Eigene Literatur zu Markow-Ketten (Auswahl)

Markoff-Ketten, Bayerischer
Schulbuch-Verlag, Miinchen
1973

Lineare Algebra mit dem
Computer, Teubner-Verlag,
Stuttgart 1983, 285 Seiten

Fallstudien mit dem Computer -
Markow-Ketten und andere
Beispiele aus der linearen
Algebra und Stochastik,
Teubner-Verlag, Stuttgart 1986,
256 Seiten

Markow-Ketten
im Heft
Gebietsiibergreifende Ansidtze im Mathematikunterricht,

MU (Klett-Verlag) , 1986, Heft 5

Wabhrscheinlichkeitsrechnung - problemorientierte
Unterrichtseinheiten, Volk und Wissen-Verlag, Berlin 1997

Mein neuester Beitrag zu “Markow-Ketten™:
Maschineniiberwachung - Versandabteilung -
Warteschlange (Markow-Ketten mit mehr als
zwel Zustianden),

in Praxis der Mathematik in der Schule, PM,
Aulis Verlag, Juni 2003, Heft 3

Danke fiir das Zuhoren und nun viel Spall beim Crap-
Spielen mit Ihrer Familie oder Thren Freunden oder in

Threm Unterricht!
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Danke!
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Siehe Beitrag
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