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* Wie dndert sich Mathematikunterricht (didaktisch und
methodisch) durch den Einsatz von Computeralgebra-
systemen (CAS) und anderer mathematischer Soft-
wareprodukte, wie Funktionenplotter, dynamischen
Geometriesystemen, Modellbildungssystemen, Tabellen-
kalkulationsprogrammen?

e Wie kann dabei und durch andere Unterrichtsformen
und eine andersartige Aufgabenkultur die Effizienz des
Mathematikunterrichts erhéht werden?

Diese Fragen bewegen zur Zeit die Entwicklungen im Schulfach Mathematik. Sie haben auch
bereits viele Antworten gefunden, die sich in Biichern und Fachzeitschriften nachlesen lassen
und die in diversen Fortbildungsveranstaltungen weitervermittelt werden.

Dabei besinnt man sich auch der Methoden, die die Informatik zur Verfiigung stellt. Diese
werden in den Computeralgebrasystemen besonders an zwei Stellen deutlich:

(1) Bei der Arbeit mit CAS-Bausteinen und
(2) beim Programmieren innerhalb der CAS.

Das Verhéltnis zwischen Mathematik und Informatik verdient eigentlich eine eigene ausfiihr-
liche Abhandlung (siehe z. B. Herget, W. (1993), Lehmann, E. (1994), Schwill, A. (1994),
Weigand, H.-G. (1997), kann hier jedoch nur kurz erldutert werden. Es ist fiir den Schulunter-
richt in beide Richtungen von erheblicher Bedeutung. In diesem Beitrag soll jedoch nur (1)
etwas weiter verfolgt werden.

Es sind drei fundamentale Ideen der Informatik, die fiir das Bausteinkonzept von grof3er Be-
deutung sind:

e Zerlegen eines komplexen Problems in Teilprobleme (Modularisierung, Modulkonzept),
e das Prozedurkonzept,
* Bearbeitung der Teilprobleme und Zusammenfiigen zur Gesamtlosung.

Zu den wichtigsten Strategien des Programmierens in imperativen Programmiersprachen wie
z. B. PASCAL gehort das Prozedurkonzept.
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Es geht dabei insbesondere um folgende Aspekte:

(a) Prozeduren bei der Zerlegung eines Problems in Teilprobleme

Viele Probleme sind so umfangreich und komplex, dass eine Zerlegung in Teilprobleme sinn-
voll ist. Damit wird die Bearbeitung durchsichtiger und kann ggf. auch an verschiedene Bear-
beiter delegiert werden. Fiir diese Teilprobleme kann man nun passende Prozeduren konstru-
ieren, so dass sich schlieBlich die gesamte Problemlosung als eine Sammlung geeignet ange-
ordneter Prozeduren darstellt.

(b) Wiederverwendbarkeit von Prozeduren

Man wird dabei auch bemerken, dass immer wieder Prozeduren benétigt werden, die die glei-
che Aufgabe bearbeiten, etwa die Eingabe von Zeichenketten. Damit gewinnen manche Pro-
zeduren einen universellen Charakter, so dass sie fiir eine Problemldsung mehrfach oder auch
bei der Bearbeitung anderer Problemstellungen eingesetzt werden konnen. Das setzt aller-
dings eine geeignete, universell brauchbare Formulierung voraus. Derartige Prozeduren sollte
man in Bibliotheken zusammenfassen, um sie immer auf einfache Weise zur Verfligung zu
haben.

(c) Definition von Prozeduren

Wie das Syntaxdiagramm zur Prozedurvereinbarung zeigt, haben Prozeduren einen entspre-
chenden Aufbau wie ein Programm. Die Prozeduraufrufe kdnnen an jeder Stelle des Anwei-
sungsteils des Programms erfolgen.

PROCEDURE | - |Prozedurbezeichner | . ~ Parameterliste Q|Z| - | Block| - |Z|

formale Parameter

Prozedur-Kopf ‘ Prozedur-Rumpf

Bausteine

* Prozeduren (Funktionen) kdnnen in dem oben beschriebenen Sinne als Bausteine fiir um-
fangreichere informatische Problemldsungen bezeichnet werden.

* In entsprechender Weise kann nun auch von Bausteinen fiir mathematische Problemlo-
sungen gesprochen werden.

Eine entscheidende Rolle fiir die weiteren Uberlegungen iibernimmt nun die oben angespro-
chene Parameterliste.

Das Arbeiten mit Parametern im Mathematikunterricht

Kurvenscharen sind ein Standardthema in der Analysis, das viel interessante Mathematik be-
inhaltet und nicht ohne Grund beliebt im Unterricht und bei Klausuraufgaben ist. Hierbei
werden die Schiiler - moglicherweise erstmals - auch mit dem Umgang mit Parametern ver-
traut gemacht. Unterrichtserfahrungen (siehe z. B. Lehmann [14]-[17]) zeigen, dass die Ar-
beit mit Parametern einen wesentlich hoheren Stellenwert erhalten sollte — und zwar schon in
der Sekundarstufe 1!



Meistens iibliche Schreibweise | Besser wire die Schreibweise
Ein binomischer Term T = (a+b)’ T(a, b) = (a+b)’
Kurvenscharen fx) =ax’ + bx’ + ex +d fxabcd) =ax’ + bx’ + cx +d
mitx, a, b, c, d R mitx, a, b, c, d R
Kurve in Parameterform X =cos(t), y = sin(t) X(t) = cos(t) und y(t)= sin(t)
mit¢ [J R mitt IR
Vektorielle Geradengleichung r=r;+tu rt)=r;+tu
mit¢ OOR: r, r;, u Vektoren mitt JR: r r;, u Vektoren

Die in der rechten Spalte angebotenen Schreibweisen (Mitfiihrung der Parameter) sind
Grundlage fiir die Definition von CAS-Bausteinen (hier wird die Syntax des Taschencompu-
ters TI-92-Plus, Fa. Texas Instruments verwendet):

e 11 S SIER N FE EE
Fvi—ls-:a-;gs-a:r*.s: Lopis =.;t?:s-s=|F'r*gr-'|IEI|=.,a:s-e:s* gl |
"3+ |-_-,_':|2 + binoma, bl Einigf: Bausteinde'ﬁnitionen
z = und einige Bausteinaufrufe.
Bax~"+bh x“+c-x+d*pardfx,a,b,c,d) *  binom(a,b)
Oore +  par3(x,a,b,c,d)
. 2 e gleich(x,a,b,c)
B expandibinomx, 20 e+ 10w+ 25
" par3ix, 2,4, d, d) 2x +d4-xC+d-x+d
| | . + = -+ 5
axtb=c2gleichix, a,b,c Danel b Aufruf gleich(1.2.3.4)
gleich<l. 2. 3 4> liefert das Ergebnis false.
MAIN EAD ERACT ZER_G/ B

Abb.1: Einige Bausteindefinitionen und einige Bausteinaufrufe.

Informatikern sind Schreibweisen wie parabel(x, p, q) gelaufig. Fiir sie handelt es sich um ei-
nen Prozeduraufruf mit den Parametern x, p, ¢. In PASCAL wiirden sie z.B. definieren

PROCEDUREparabel(x,p,q : REAL) oder auch als Funktion
FUNCTION parabel(x,p,q : REAL) : REAL,
jeweils gefolgt von einer passenden Anweisungsfolge.

In der Informatikdidaktik hat man frither (noch dem ,,Programmieren im Kleinen* verhaftet)
derartige Definitionen von Prozeduren mit Parametern und die Arbeit mit diesen als schwierig
eingestuft und im Anfangsunterricht zunichst nur Prozeduren ohne Parameter betrachtet. Das
hat sich mit wachsenden Unterrichtserfahrungen als nicht notig erwiesen. Mit den heutigen
Hilfsmitteln kénnen von Anfang an komplexere Problemstellungen angegangen werden. Die
Komplexitit jedoch ist nur zu bewéltigen, wenn man auf Konzepte zuriickgreift, wie die der
wiederverwendbaren Bausteine und die des Einsatzes von Tools. Solche wiederverwendbaren
Bausteine sind u.a. Prozeduren aus Baustein-Sammlungen (Modulen).

So ist z.B. die Prozedur




PROCEDURE Input_string ( spalte,zeile: INTEGER;
infotext: STRING;
VAR input: ~ STRING;
stringlaenge: INTEGER;
erlaubt: zeichenmenge);

ein michtiger Baustein, mit dem man eine Zeichenkette (input) maximal vorgegebener Lénge
(stringlaenge), beginnend an einer bestimmten Bildschirmposition (spalte,zeile) eingeben
kann. Dazu wird noch ein Aufforderungstext geschrieben (infotext), und es werden nur Zei-
chen aus einer vorher festgelegten Menge (zeichenmenge) angenommen. Die Verwendung
dieser Prozedur erfolgt durch einen Aufruf wie z.B.

Input_string(2,4, 'Eingabe des Namens: *, nachname,20, [A"..”Z","-]).

Damit hat man einen sehr universell verwendbaren Baustein zur Verfligung, der in der Pro-
grammierpraxis im Unterricht vielfach zur Anwendung kommen kann. Dazu ein kleiner {iber-
schaubarer Programmausschnitt:

REPEAT
FOR =0 TO 5 DO
FOR j:=0 TO 9 DO
Input_string(4+i*11,34j," ' planstelle[i,j], 10, [A'.Z''a".z",'0"."9",""""]);
Input_zeichen(1,23,'Alles Ok ? (j,n) = ',antwort, ['J','N",j",'n’]);
UNTIL antwort IN [}','J'];

Derartige Prozeduren konnen in einer Prozedursammlung gespeichert werden.

Fiir die Mathematik kann eine solche Sammlung eine ,,Bausteinkiste” werden, aus der wir
uns je nach Bedarf Bausteine heraussuchen und miteinander kombinieren konnen.

Die Erfahrungen haben gezeigt, dass den Schiilern derartige Prozedur-Aufrufe mit Parametern
schon im Informatik-Anfangsunterricht nicht schwerfallen, sofern die Bedeutung der Para-
meter klar dokumentiert ist. Mit Hilfe von Bausteinen wird in der Informatik auch die Pro-
grammierung komplexer Systeme moglich.

Das Programmieren solcher Systeme wird damit ein Zerlegen in Teilsysteme (Mo-
dule) und ein Konfigurieren passender Bausteine. Prozeduren (Funktionen) kdnnen
also in dem oben beschriebenen Sinne als Bausteine fiir umfangreichere informatische
Problemldsungen bezeichnet werden.

An diese Erfahrungen kann der Mathematikunterricht ankniipfen, denn in entsprechender
Weise kann nun auch von Bausteinen fiir mathematische Problemlésungen gesprochen
werden.

,Der Mathematikunterricht muss sich dieser Herausforderung durch die Informatik stellen,
und er konnte davon durchaus profitieren — durch schrittweise Offnung gegeniiber eines pro-
zeBorientierten Sichtweise, insbesondere im Bereich Modellbildung und Simulation, durch
behutsame Ubernahme von projektorientierten Arbeitsweisen, durch wohlbegriindete Einbe-
ziehung von geeigneten Themen der Informatik™ (Herget, W. (1993)).



Die verschiedenen Arbeitsmoglichkeiten mit CAS-Bausteinen ergeben sich aus dem ,,Bau-
steindreieck™, siche Abb. 2.

Definieren Benutzen
> als Black Box
«  vom System vorge- (Baustein-Aufrufe)
gebene Definitionen i
— vordefinierte Bau- * Aufgaben 16sen
steine * Experimentieren
¢ selbstdefinierte Bau-
steine
Bausteine /
Analysieren
der mathematischen Substanz
durch Parametervariation
mit Parameterbelegun- mit anderen
gen (Datentypen) aus Datentypen
dem direkten Umfeld
des Bausteins

Abb.2: Das Baustein-Dreieck: Definieren, Benutzen, Analysieren

Das Bausteindreieck zeigt Mdglichkeiten im Umgang mit einem Baustein. Nach seiner Defi-
nition kann er in Form von Bausteinaufrufen auf Probleme angewendet werden. Der Baustein
kann aber auch analysiert werden, indem man gezielte Aufrufe durchfiihrt. Dabei konnen hiu-
fig auch die Datentypen variiert werden, um den Baustein in anderen Wertebereichen zu er-
forschen.

In der Informatik werden haufig Programme, Programmteile und Programmléufe analysiert.
In dhnlicher Weise kann auch mit CAS-Bausteinen gearbeitet werden!



Analyse eines Bausteins

Hat man einen Baustein mehrfach benutzt und einige seiner Anwendungsmoglichkeiten er-

kannt, besteht moglicherweise der Wunsch, in ihn hineinzublicken

Ay
Baustein «¢

Analyse des
Bausteins

parabel(x, p, q):

9 Was kann der Baustein

noch so alles?

parabel(x,-2,-3)
die Parabel
y=x"2-2x-3

parabel(x,p,4)
die Parabelschar

y=x"2+p*x +4

parabel(x,5,q)
die Parabelschar
y=x"2+5x+q

parabel(5,-2,-3) =12,
Punkt P(5,12) der Parabel

parabel(x,-2,-3) =0,
die Nullstellen ?

Zum Beispiel Fallun-
terscheidungen fiir p,q

parabel(5,-2,-3) = 10

false, => (5,10) nicht auf Parabel

Solve(parabel(x,-2,-3)=0,x)

X1=-1,X2=3

parabel(x,5,9)|g=1{2,3,,4,5}
=>yl(x), Parabelschar
zeichnen lassen

Abb.3 : Einige Stationen mdglicher Bausteinaufrufe mit aktuellen Parametern

Bei der Besichtigung der folgenden Beispiele wird sich zeigen, dass es noch ein weiterer Zu-

sammenhang von CAS-Bausteinen mit der Informatik wichtig ist:

Die Konstruktion von Bausteinen steht in engem
Zusammenhang mit funktionalem Programmieren.




Beispiele fur Bausteine

Beispiel 1 — ein Baustein wird veranschaulicht

e taY Vaata Al

PR e VIS

i " 1 '!;'!Eg-'{ gﬁ"""’“n‘
1'3 ol
dul‘-

E

Abb. 3: Ein kiinstlerisches Bild — erzeugt durch Bausteinaufrufe.

Fiir diese Abbildung wurde das Programm ANIMATO [19] benutzt:

fl=  a*cos(t)+b x(t, a, b), Bausteindefinition in Parameterdarstellung
= a*sin(t)+b y(t, a, b)
3= fl1(1,u),f2(1,v) Bausteinaufruf fiir zu vielen Kreisen, u und v laufen
fA=  f1(1,u),f2(1,-1) Oben wurde t aus [0, 6.28], gewihlt, hier nur aus [0, 3.14],
5= f1(1,u),2(1,2) daher ergeben sich bei f4 und f5 Halbkreise.

Hinweis: Das Ausblenden des Koordinatensystems wiirde zu einem Bild fithren, wie sie
Francois Morellet in dhnlicher Weise (ohne Computer) erstellt hat.



Beispiel 2: Visualisierung eines Parabelbausteins
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Abb. 4: Parametervariation bei einem Parabelbaustein, Strategien zur Erforschung

fl= a*(x-b)"2+c  der Parabelbaustein
2= £1(1,0,0) Normalparabel
= f1(1,7,u) a=1,b=7, Variation von c, u cl {-3,-2,-1,0,1,2}
f4= f1(1,v,-2) a=1, Variationvonb,c=-2, v=>b [ {-3,-2, 1 ,0,1,2, 3%
5= f1(v,7,-2) Variationvona,b=7,¢=-2, v=all {-2,-1.8 ..0.333}

Was ist das Besondere an der Verwendung des Bausteinkonzepts?

Die Arbeit mit Bausteinen als ein durchgehendes Prinzip!

Bausteine mit ihren Parametern konnen auf Grund der Verfiigbarkeit von CAS als durchge-
hendes Prinzip schon in der Sekundarstufe 1 und erst recht im spéteren Unterricht erforscht
und verwendet werden. Diese These kann durch zahlreiche unterrichtserprobte Beispielen

belegt werden, siche v.a. [14]- [18].

Bausteine vertiefen das Verstdndnis des Funktionsbegriffs
und festigen das Umgehen mit Funktionen (Relationen).
Die Funktionalitidt von Bausteinen geht aber viel weiter.

Hierzu werden die folgenden Aspekte genannt:

Aufgabenlosen mit Hilfe von Bausteinen, Modelle bilden

Die Bearbeitung mehr oder weniger komplexer Problemstellungen mit Hilfsmittel der Ma-
thematik erfordert die Konstruktion mathematischer Modelle.

Durch

e das Verwenden vorhandener, schon als niitzlich erkannter Bausteine, oder

» die passende Definition neuer Bausteine
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erhalten Modellbildungsprozesse eine gemeinsame Leitlinie und eine einfachere Struktur.
Diese schwierige Unterrichtsphase kann auf diese Weise erleichtert werden. Da die Modell-
bildung durch die Schiilerinnen und Schiiler mit unterschiedlichen Bausteinen erfolgen kann
und sich damit verschiedene Losungswege ergeben konnen, triagt dieser Ansatz auch zu der
vielfach geforderten neuen Aufgabenkultur bei.

Zu einer detaillierten Bewertung des Aufgabenldsens mit Bausteinen wird auf //7] verwiesen.

Bausteine als Black Boxes

Jeder Baustein ist gleichzeitig eine Black-Box. Die Verwendung von Black Boxes ist im tdg-
lichen Leben weitverbreitete Praxis. Hier kann auch der Mathematikunterricht ansetzen, wo-
bei stets zu iiberlegen ist, wie weit man die jeweilige Black Box

* als gegeben hinnimmt,

* vorher begriindet (also zunichst eine White Box entwickelt)

oder erst im Nachhinein ,,aufschlie3t”.

Definition von Bausteinen

Wihrend die Schiilerinnen und Schiiler in der Regel fertige mathematische Definitionen vor-
finden, haben sie durch die Definition neuer Bausteine die Moglichkeit, selbst handelnd in
Abldufe und Losungswege einzugreifen. Die Erfahrung zeigt, dass Schiiler fiir die Bearbei-
tung eines Problems durchaus unterschiedliche Bausteine konstruieren (z. B. verschiedene
Geradenbausteine). Hierbei geht es auch um Definitionen, die woanders nicht zu finden sind.
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen also Mathematik selbst gestalten - ein Umstand, der
threr Motivation sehr forderlich ist.

Bausteine und Formeln

Mathematische Formeln kdnnen auch als Bausteine aufgefasst und definiert werden. Baustei-
ne sind somit Verallgemeinerungen. Wihrend sich der gingige Unterricht zur Losung eines
Problems in der Regel auf eine Einsetzung in die Formel beschrinkt, erweitert die Baustein-
Sicht die Formel auf weitere Aspekte. Nehmen wir beispielsweise die Formel V = 16 [ fiir
Volumen eines Zylinders. Der Baustein ¥R — V(r, h) l4sst sich dann in Formen wie V(r, 2),
V(3, h) oder V(h + 1, r) aufrufen, wodurch gegeniiber der géingigen Einsetzung von Zahlen in
die Formel (in Bausteinschreibweise dann z. B. V(2,3) ) weiterfiihrende Fragen moglich wer-
den. Wenn die Schiiler die Arbeit mit Bausteinen gewohnt sind, werden solche weiterfiihren-
den Ansitze selbstverstdndlich.

Experimentieren mit Bausteinen

Da Bausteine in der Regel ein groBeres mathematisches Feld beinhalten, sind sie vorziiglich
geeignet, um mit ihnen experimentell zu arbeiten und dabei Vermutungen aufzustellen, die
dann — moglicherweise wieder unter CAS-Einsatz — zu bestétigen oder zu widerlegen sind.
Insofern enthilt jeder Baustein auch die Aufforderung fiir ein Stiick offenen Unterrichts und
trdgt so zu einer neuen offenen Unterrichtskultur bei.

Analyse von Bausteinen

Die Erforschung der in einem Baustein versteckten Mathematik und seiner Anwendungsmaog-
lichkeiten befordert das wichtige Unterrichtsziel des Analysierens von Sachverhalten. Der
Zwang zu einer geeigneter Darstellung des Ergebnisses der Analyse fiihrt zu einer intensiven
Durchdringung der darin verborgenen Mathematik. Insofern gleicht die Analyse eines Bau-
steins dem ErschlieBen einer Black Box.



Bausteine und Datentypen

In diesem Zusammenhang ist von Interesse, auf welchen Datentypen die Bausteine operieren.
Das Beispiel des Bausteins (a+ b)" — binobau(a,b,n), in dem a und b unter anderem rationale
Zahlen, aber auch quadratische Matrizen sein konnen, wird zeigen, dass hier neuartige Unter-

suchungsmoglichkeiten liegen, vgl. Kapitel 3.4 in [17].

Mit Bausteinen strukturieren

Das Aufdecken der in einem Baustein vorhandenen Moglichkeiten, z. B. durch seine gezielte
Analyse, bedeutet gleichzeitig das Strukturieren eines mathematischen Teilgebietes, oft von
erheblichem Umfang. Dieser Aspekt ist fiir den Unterricht wichtig, schafft er doch fiir die

Lernenden Transparenz iiber mathematische Teilbereiche.

Bausteine zusammensetzen

Abb. 5: Residenz in Wirzburg

Abbildung zeigt die Wiederverwendung architektonischer Elemente (Bausteine), ein vielfach
verwendetes Prinzip. Abbildung 2.2.1-b demonstriert die Schachtelung von Bausteinen, hier

Durch mehrfache Verwendung
eines Bausteins oder Zusammen-
setzung mehrerer Bausteine in ei-
ner Sequenz oder auch ineinander-
geschachtelt konnen
* neue Strukturen aufgebaut und
« komplexe Aufgaben in kom-
pakter Weise gelost werden.

als eine Berechnung des kiirzesten Abstands eines Punktes von einer Kurve.

e TGS R s FE e, FEY
v i g [ ;ecﬁ.;t?:s-s*lFr‘gmlﬂla, bt Ll

#lire abstandia, b, c,dd =J(a - i:,:l2 +(b - u:I:I2

Oone
® ghstandi5, 3,5, 7 E
L] :x:2 * Done
. snlue[%(abstandn:ﬁ LTl ) =B, x]
#=1.94551
HAIN RAD ALUTO FUMC 11/12

Ein Beispiel fiir die Zusammensetzung

mehrerer Bausteine:

abstand(...): Abstand zweier Punkte

d(...)/dx:  Abstandsfunktion
differenzieren und
Nullsetzen

SOLVE: Gleichung 16sen

Abb.6: Zusammensetzung von Bausteinen
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Okonomie, Ubersichtlichkeit und Eleganz der Arbeit mit Bausteinen

Die Verwendung von Bausteinen in den oben genannten Bereichen zeigt, dass die Arbeit mit
thnen auBerordentlich 6konomisch ist, weil damit viele wichtige Unterrichtsziele des Mathe-
matikunterrichts erreicht werden kénnen bzw. tangiert werden. Dariiber hinaus sind die kom-
pakten Losungen kurz, iibersichtlich und elegant.

Lernziele fur den Unterricht

Zusammenfassend sei noch einmal bemerkt, dass es bei dem Bausteinkonzept nicht wie bei
anderen Konzepten vordringlich um den Funktionsbegriff geht. Vielmehr treten etliche weite-
re Aspekte hinzu, die hier noch einmal in Form von Lernzielen zusammengefasst werden:

Die Schulerinnen und Schiiler sollen

« die Arbeit mit Bausteinen als ein durchgehendes Prinzip verstehen,

« mit Hilfe von Bausteinen Modelle bilden und Aufgaben I6sen kdnnen,

+ Bausteine als Black-Box benutzen konnen,

+ Bausteine definieren konnen,

¢ mit Bausteinen experimentieren kdnnen,

« Bausteine analysieren koénnen,

* mit Bausteinen strukturieren konnen,

+ Bausteine miteinander kombinieren kbnnen,

* wissen, dass die Arbeit mit Bausteinen in vielerlei Hinsicht 6konomisch ist.

Zusammenfassung

CAS-Bausteine werden in einem neuartigen Mathematikunterricht eine wichtige Rolle
ubernehmen. Dabei sollten auch die Chancen zu einer Vernetzung mathematischer
Inhalte und Methoden mit denen aus dem Informatikunterricht genutzt werden.
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