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AG 1. Andere Wege in die Analytische Geometrie

Dr. Eberhard Lehmann, Mai 2008

mirza@snafu.de, www.snafu.de/~mirza

Matrizen als
durchgehendes Prinzip,

Integration von
Anwendungen,

Grundlagen von Matrizenrechnung in denen Matrizen-
Kursen zur Lineare Algebra rechnung benutzt wird.
AnaGeo und LinAlg
. . Analytische
Lineare Gleichungs- l GeoZ‘;tf i;scR 2 ps
systeme «—  Lineare Algebra / T
— rat;on o Analytische Geometrie — | ntegration von
Anvfen dungen Kurse Anwendungen aus der
die auf LGS fihr, en mit vielfiltigen Objekten | Abbildungsgeometrie
und Computergrafik,
mit Beachtung unter-
Ausnutzen der vielen T schiedlicher Ig(oordi-
Visualisierungs- Durchgehende Benutzung natensysteme
méglichkeiten L, des Computers als Rechen- ¥
und Zeichenhilfsmittel und Arbeit mit einem Ray-
Beziige herstellen zu zum entdeckenden Lernen Tracing - Programm
anderen M-Gebieten (Vlsual.ISIelI:lngeI‘liuni ReChII)lun' (POVRAY) als weitere
(Analysis, Stochastik) gen mit CAS und anderen Pro- Ergidnzung der Analy-
und anderen Fichern, grammen) tischen Geometrie
z.B. zur Informatik (LK)

Diese Abbildung ist Ausgangspunkt fiir zeitgemédBe Kurse zur Linearen Algebra und Analyti-
schen Geometrie. Selbstverstdndlich lassen diese Anséitze Schulunterricht in unterschiedlicher
Ausgestaltung zu.

In dem vorliegenden Buch kdnnen nicht alle Aspekte beriicksichtigt werden, im
Kern stehen innovative Themen zur analytischen Geometrie. Es geht hier auch
nicht um Lineare Algebra, aufgebaut mit dem Matrizenkalkiil und den vielen

moglichen Anwendungen. Hierzu wird verwiesen auf das immer noch aktuelle
Buch

Lehmann, E.: Lineare Algebra mit Vektoren und Matrizen, Schiilerbuch,
Metzler-Verlag 1990
(vergriffen, aber beim Autor als Kopie erhiiltlich, siehe www.snafu.de/~mirza)

Eine Erganzung dieses Buches mit weiteren Anwendungen von Matrizen ist
in Vorbereitung. Aufierdem ist ein Beiheft mit durchgehendem Einsatz des
Computers, insbesondere CAS in Arbeit.
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Das Konzept

Wichtige Hinweise:

1) Auf eine vollstandige Darstellung der Analytischen Geometrie nach einem der Bundeslan-
der-Lehrpldne wird hier verzichtet. Es geht in erster Linie um neue — oft computerbedingte —
Ansitze, die den Standardunterricht iiber dieses Gebiet wesentlich verdndern, abwechslungs-
reicher und interessanter machen konnen. Dabei werden auch immer wieder Querverbindun-
gen zur Analysis deutlich.

2) Aus den vielen Vorschligen konnen Sie gezielt auswihlen, in Erginzung des Stan-
dardkurses, den Sie vermutlich unterricht miissen. Aber der CAS-Einsatz schafft Thnen
fiir ein solches Vorgehen Freiriume. Betrachten Sie das ein oder andere Angebot als
Ubung zu ihrem Standardkurs oder entwickeln Sie den Standardkurs teilweise aus hier
dargestellten Themen.

3) Die Kenntnis des Matrizenkalkiils wird im Rahmen dieses Konzepts zur Analytischen Ge-
ometrie vorausgesetzt — entsprechend der Gesamtkonzeption dieses Buches. Grundlegendes
zur Matrizenrechnung und ithren Anwendungen werden hier nicht dargestellt. Sie kdnnen al-
lerdings hier teilweise auch ohne Matrizen arbeiten, indem Sie z.B. die Abbildungsgleichun-
gen ohne Matrizen formulieren. AuBlerdem ist bei etlichen Beitrdgen keine Matrizenrechnung
notig.

Die Standardobjekte der Analytischen Geometrie der Schule sind
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Punkte Geraden Ebenen

Dariiber hinaus gibt es viele andere Objekte mit denen man analytische Geometrie
betreiben kann. Eine Auswahl der in diesem Buch betrachteten Objekte sehen Sie auf
den folgenden Seiten (Tafeln 1-11).
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Einige meiner Objekte der Analytischen Geometrie (Auswahl)

A6 14 -2 1 ;08 06 04 =02 Dz 04 Ik} Ik} 1.2 14 1

Kapitel 1.12 Kapitel 1.1.2

X4(t):2'cos(5'1)*5
va(r)=3sin(2:}+4

-15.68

{x3(t)=3'sin(2'f)+4
yS(E)ZZ'Cos(S'z)

xslt)=

sl
I@]@] 0<1<6.28 fstep=0,13
Kapitel 1.1.1

Tafel 1
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Vielseitige Objekte
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Tafel 2
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Tafel 7
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Tafel 8
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AG 1.0 Anmerkungen zur Analytischen Geometrie in der Schule

Was ist Analytische Geometrie?

In den Beispielen von Kapitel AG 1.2 und AG 1.3 erkennt man wesentliche Elemente, die in
der Analytischen Geometrie eine Rolle spielen. So sieht man z.B. in dem Schiilerinnenbild
(AG 1.3, Bild a) allerlei geometrische Objekte wie Kreise, Ellipsen, Parabeln, Strecken. Die-
se wurden aber nicht nur in ihren geometrischen Eigenschaften erfasst, sondern auch von ei-
ner Schiilerin zu einem phantasievollen und ansehnlichen Bild kombiniert — durch Mehrfach-
verwendung, Farbgestaltung usw.. Benotigt wurden dazu algebraische Terme, siche dort f1
bis f10. Das gespiegelte Bild b entsteht durch eine lineare Abbildung mittels der Zuordnun-
gen

fx > fx (die x-Werte bleiben fest),

fy = -fy (die y-Werte dndern ihr Vorzeichen).

Lineare Abbildungen kénnen auch mit Matrizen erfasst werden, wie man an dem folgenden
Beispiel der Abbildung des Punktes P(3,4) bei Spiegelung an der x-Achse sieht.

1 0). (3 3
(0 J * (4} = [ 4} . Es ergibt sich der Bildpunkt P’(3,-4).

Geometrische Objekte
(viel umfassender als sonst in
Kursen zur Analytischen Geo-

Erfassung durch Terme
(viel umfassender als sonst in
Kursen zur Analytischen Geo-

Abbildungen, erfassbar durch
Matrizen und Matrizenmultipli-
kationen

metrie!) metrie!)
Im R? z.B. z.B. Spiegelung an der x-Achse
Punkte, Strecken, Geraden, Punkt P(3,4) _ 1 0
Parabeln, Kreise, Ellipsen, Si- | Kreis K x(t)=cos(t), y(t)=sin(t) 0 -1/ denn
nuskurven usw. Sinuskurve f(x) = sin(x) usw.

I 0 3 3

* =

0-1 4 -4
Im R> z.B. z.B. mit der Matrix
Punkte, Strecken, Geraden, Punkt Q(1,2,3) 000
Ebenen, Kugeln, Ellipsoide, Ebene E 010
Zylinder, Kegel, Raumkurven, 1 2 1 ’
Schriagbilder usw. r(ts)=| 2 |+t*| 1 |+s*| 1 0 01

Projektion auf die y,z-Ebene
3 5 1

Bild 2

Das vorliegende Buch ist fiir Lehrerinnen und Lehrer (aber auch Lehrplanmachern) gedacht,
die sich nicht dem Lehrplanjoch von Punkten, Geraden, Ebenen und ihren diversen Lagemdg-
lichkeiten unterwerfen, sondern ihren Schiilerinnen und Schiilern vielseitige Objekte und ma-
thematische Methoden erlauben und damit Spal3 an der Mathematik vermitteln wollen. Die
Aneignung von Kenntnissen erfolgt mit spannenden Themen weit erfolgreicher als an den
traditionellen Themen der Analytischen Geometrie.
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Der in Kapitel AG-1.2 eingeleitete Weg in die Analytische Geometrie verldsst konsequent die
unzeitgeméfBe dominierende Ausrichtung des Kurses auf Punkte, Geraden, Ebenen und ihre
Inzidenzeigenschaften. Diese Ansédtze kommen hier zwar auch vor, spielen aber eine vollig
untergeordnete Rolle.

Die Materialien sind hier gekennzeichnet durch
- Einbeziehung des Matrizenkalkiils,
- Nutzung anderer Koordinatensysteme (Parameterdarstellung x(t), y(t))
- vielseitige Computernutzung,
- Computergrafik mit Verwendung von
- Abbildungsgeometrie mit Matrizen
- Bausteinen beim geometrischen Modellieren, u.a. im Programm POVRAY
- Beriicksichtigung vielfiltiger Objekte des R”*und R’
- Mehrfachverwendung von Objekten in ,,Objekt-Landschaften*
- Haufige Verwendung offener Fragestellungen
- Nutzung von Aufgabenvariationen
- Wechselwirkungen zwischen Analytischer Geometrie und Analysis

Kapitel AG 1.2 stellt gleich umfangreiche komplexe Abbildungen ,,auf den Kopf*. Nicht das
einzelne Objekt dominiert, vielmehr wird eine ganze ,,Objekt-Family* betrachtet — ein ganz-
heitlicher Ansatz, der spiter an vielen Stellen vertieft wird .

Kapitel AG 1.3 setzt diese Ansdtze mit der Spiegelung von Landschaften fort. Die Modellie-
rung einer Landschaft durch eine Schiilerin dient hier als Ausgangspunkt der Betrachtungen.
Kapitel AG 1.4 geht von der Software TI-Nspire-CAS aus. Es werden zunéchst gleich mehre-
re Objekte geometrisch erzeugt (Kreise, Punkte, Dreiecke), dann werden durch Einbettung in
das Koordinatensystem analytisch Gleichungen aus dem CAS heraus aufgerufen und die Ob-
jekte auf verschiedene Arten gespiegelt. Damit ergibt sich gleich zu Beginn der Analytischen
Geometrie ein Feld offener Problemstellungen, die in verschiedenen Unterrichtsformen bear-
beitet werden konnen.

Ab AG 1.5 werden die wichtigsten Abbildungen unter Nutzung des Matrizenkalkiils entwi-
ckelt und wieder mit dem Prinzip der Mehrfachanwendung zu komplexen Bildern zusam-
mengefiihrt.

Kapitel AG 2 widmet sich Schrigbildern und deren Erfassung und Bearbeitung durch Matri-
zen. In Kapitel AG 3 geht es um Abbildungsfolgen. Nicht das einzelne Objekt steht im Vor-
dergrund, sondern Objekt-Landschaften und ihre Erzeugung mittels passender Terme und
Laufbereiche. Kapitel AG 4 bietet diverse Fragestellungen in Projekten zur Analytischen Ge-
ometrie (mit Bezligen zu anderen mathematischen Gebieten) an.

Kapitel AG 5 stellt CAS-Hilfsmittel fiir die Schul-Standardkurse zur Analytischen Ge-
ometrie bereit. Die Nutzung dieser Hilfsmittel schafft Raum fiir Themen, wie sie in den
Kapiteln 1-4 dargestellt werden.

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 19
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AG 1.1 Parameterdarstellungen, Bausteine fiir wichtige Objekte

AG 1.1.1 Unerlisslich fiir moderne Analytische Geometrie-Kurse

Leider benutzt die Mathematik der Sekundarstufe 1 bei der Visualisierung von Termen fast
iiberall ausschlieBlich das x,y-Koordinatensystem, siehe z.B. die Bilder b1, c1. Neuere Schul-
biicher fangen an, auch andere Darstellungsarten von Funktionstermen einzubeziehen. In der
Regel aber tauchen Geraden (erst recht andere Objekte) in Parameterdarstellung erstmals in
der Analytischen Geometrie auf, siche Bilder b2, c2..

In einem modernen Analytische Geometrie-Unterricht mit Computereinsatz — wie hier propa-
giert - erweitern jedoch gerade Parameterdarstellungen das Feld betrachteter Objekte und ih-
rer Mathematik ungemein. Deshalb werden Parameterdarstellungen in diesem Buch sehr
haufig benutzt.

Ein Vergleich zwischen zwei Visualisierungsarten von Gerade, Parabel, Ellipse

] e fibra | ete [t e [Franto|c1em Us]| | Ein Vergleich zwischen zwei Visualisierungsar-

(=2 (u+1)2 ten von Gerade, Parabel, Ellipse
ot o £ s O Gegeben sind die Gerade mit y = 0.5x+2, die Parabel mit

2 . — sk _ 2 . . .
W2ogr iy Zgu vEman y =0.5%(x—2)" und die Ellipse mit
" soluelelli, w) (x=3) (y+1) , oo ,

u = _[3. B 1] ar u=3 [ xZe b v + T =1. Zeichnen Sie die drei Graphen
TRl Rl ALTH T (hier mit dem Voyage 200). Schwierigkeiten macht die
Bild a Gleichung der Ellipse, die erst nach y umgeformt werden

muss und nun aus zwei Teilen besteht.
_y abhiingig von x x(t), y(t),Terme abhiingig von t ,Parameterdarstellung

17| _Fer Fz FE» Fa* y E.=:_=E 1T _Fzr Fz FE* FEr y EF;E

- f—|Zoon|Trace Regr‘aph Math|Oraw]- - f—|Zoon |Trace Regr*aph Math|Oraw| -

U U

HMAlN FAD AUTO FUNC HMAlN ERD AUTO FRE
Bild b1, mit Voyage 200 Bild b2, mit Voyage, aber Parameterdarstellung x(t),y(t)
e BT T e s [ | e BT T e s [ |
SFLOTE SFLOTE
“yl=.3-x+ 2 wrbl=cost) + 3
wyz=.5 (- 2)° vebl=3sin(t) -~ 1
“H3='[3-J'x2+6-x—8+1] jﬁt%:iﬁ't*'z
“'=|4=3'J'><2+6'><—8—1 wgt3=.5- t—22
iy Xt v
e Sts=
S ixo= ®t4Ct o=
HMAlN FAD AUTO FUMC HMAlN FAD AUTO FAF
Bild cl (zu Bild bl) Bild c2 (zu Bild b2)
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HMAlN FAD AUTO FUNC HMAlN FAD AUTO FAF

Bild d1 (zu den Bildern b1, cl) Bild d2 (zu den Bildern b2, c2)

Beim Vergleich beachten Sie bitte die verwendeten Terme in Bild c¢1 und ¢2 und die Compu-
terfenster-Einstellungen. Insbesondere ist in Bild d1 wichtig, dass xres=1 gesetzt wurde.
Besonders unhandlich sind in der x,y-Darstellung die Wurzeldarstellungen fiir die Ellipse, die
(x=3) (y+I)
+
2 32
Zeichnen recht lange und die Ellipsenteile werden getrennt gezeichnet.

=1 berechnet werden missen. Zudem dauert das

hier auch noch erst aus

In der Parameterdarstellung x(t) = cos(t)-3, y(t) = 3*sin(t)-1 durchlduft t Winkelwerte vom
Mittelpunkt der Ellipse aus im Gegenuhrzeigersinn. Damit ist fiir eine gleichmifBige Vertei-
lung der Punkte gesorgt und auch fiir die Zeichnung der Ellipse in einem Zug beginnend mit
dem Bogen t = 0 bzw. dem Winkel t = 0°. Die beiden folgenden Abbildungen zeigen noch
einmal den Unterschied bei den entstehenden Ellipsenpunkten.

1 Fev 4 7 T 1 Fev 4 7
- E Zoon|Trace [Regraph|Math (Oraw| - - E Zoon|Trace [Regraph|Math (Oraw| -
N o
] " : '.
\/ e
HAIN FAD ALTO FUNC HAIN FAD ALTO FAR
Bild el: Schrittweite von x ist gleich 0.1 Bild e2: Schrittweite von Winkel t ist gleich pi/12

Darstellungsprobleme gibt es in Bild el (x,y-Darstellung) an den Stellen, an denen der Graph
eine grofe Steigung hat. In der Parameterdarstellung mit Bogenmal} oder Winkel t sind diese
Probleme nicht vorhanden.

Weitere Erliuterungen zu den obigen Bildern

Umwandlung y=0.5x+1 in Parameterdarstellung.

a) t, 0.5t+1 oder als Vektorgleichung

t 0 1
o = |+t* mit (0,1) als Punkt auf der Geraden. Aber auch
y 0.5t+1 1 0.5

3 1 3+t
= +t* = stellt dieselbe Geraden dar (siehe Bild g, gepunktet)
y 2.5 0.5 2.5+0.5t

mit(3, 3.5) als Punkt auf Geraden.
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14.31 | ¥ \ 0 /

x4(z):
el
0<1<6.28 tstep=0.13

»

Bild g: Gezeichnet mit ANIMATO. Die eingegebenen

Bild f: Gezeichnet mit TI-Nspire-CAS. Die Terme | Terme sicht man im Funktionseditor
sieht man hier auf dem Bildschirm oder in der f1:0.5x+1 f1 bis f4 ohne Parameter

: f2: 0.5(x-2)"2
unteren Leiste. £3: -(3%Sqrt(-x"2+6x-8)+1)

f4: 3*sqrt(-x"2+6x-8)-1

f6: 1,0.5t+1 6 bis f9 mit Parameter t
7:1,0.5(x-2)"2

f8: cos(t)+3,3sin(t)-1

f9: 3+t,0.5t+2.5 gepunktet

f9 liegt auf dem Graph von f6 und ist eine zweite Darstel-
lung derselben Geraden

Man kann festhalten

- Man kann alle in der Schule gebrauchlichen Funktionen / Graphen der Form
y = f(x) auch in der Form x(t) = t und y(t) = f(t) und damit in Parameterdarstel-
lung in Abhangigkeit von t betrachten.

- Darliber hinaus erschliefBen sich weitere Relationen, die nur in Parameter-
form erzeugt werden konnen.

Also: Man beginne so frith wie moglich (das kann schon ab Klasse 7/8 sein)
mit Parameterdarstellungen!

In neueren Schulbiichern, z.B. ,,Neue Wege* (Schroedel-Verlag, Ausgabe Berlin 2007, Band
8), wird gezeigt, wie man mit Parameterdarstellungen von Geraden schon in der achten Klas-
se beginnen kann. In den Folgebdnden wird dann auch dargestellt, wie man das Konzept wei-
ter ausbauen kann zugunsten einer vielfdltigen Graphenwelt. Eine Andeutung der daraus re-
sultierenden graphischen Moglichkeiten finden Sie in der folgenden Abbildung.
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Geraden und Ebenen in Vektordarstellung bzw. Matrizendarstellung,

siche auch Kapitel 5.1.2

Die Geraden in der Analytischen Geometrie der Schule erscheinen u.a. in der Punktrichtungs-
form

X X1 Ux
T=1+t*u bzw.| y |5 »1 | w |. In dieser — in Schulbiichern hédufig praktizierten Schreib-
z) \z Uz

weise- wird nicht deutlich, dass hier bereits die Abhéngigkeit von einem Parameter vorliegt.
Besser sollte man schreiben:

x(t) X1 Ux
r(t)=1 +t*u bzw. | y(t) |=| y1 [+t| uy |. Dann kann man auch in Anlehnung an die sonst
z(t) Z1 Uz
iibliche Funktionsschreibweise (mit z.B. f(7)) auch schreiben 7(3), was dann den Vektor
1(3) =1 +3*uergibt. Fiir die vektorielle Ebenengleichung gilt Entsprechendes mit zwei Pa-

rametern.
In einem CAS sieht das dann so aus:

= | Damit schlie3t sich die Schreib-
xI ux Fertig . . .
=y 1oy weise von Objekten der Analyti-
z1] |uz schen Geometrie an die aus der
r{3) 2'“?‘;’ Sekundarstufe 1 bekannte Funk-
uyty . . .
suzz7| | | tionsschreibweise an. — Also
1] [ Ferig | | gibt es diesbeziiglich keine
0=l2) 2 Schwierigkeiten
4| |3 g :
s{4)-s(2) -10
4
[
©Fin Richtungsvektor auf der Geraden Fertig
s{o) 1
2
4
5es1) -5e(5er-1)
10+e+1)
5+(3r+4)
| §

Fiir Ebenen erkennt man die Vorteile des Mitfiihrens von Parametern an den Beispielen der
folgenden Bilder.

_rh T i R T FE T Fiiw T ] |’F1 T Fer Trsz e T FE T FE™
- E Figgineall pic [tk Pram IO sy Lin - E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean UPT_\
L

3 1 2 2]
I[Z}+r‘-['1}+5-[1]*ebene(r‘,5) [r*+5'

i i i B shener, 1) I-r
3 r+ 2]
= gheneld, 1) [3 [3-r~+3'
2] ® ghehnelr, 1) 2
[+ 5] 2+ 1]
ehenetyr, r>
| [HAIN TEG AUTD FUHC 57 4 HHIN DEG AUTD FUNL 4750

In Kapitel 5 wird gezeigt, wie man die Standardobjekte mit einem CAS unter Verwendung
der Bausteintechnik (Modulkompetenz!) bearbeiten kann.
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Beispiel fiir die Erweiterung der Graphenwelt in der Analytischen Geometrie

\f Welche Graphen, ge-
’ héren zu welchen f-

/B Termen?

A

.y
v

/A £1: tA2-3,0.4tA3+1

18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 ] 5 4 l"\ i) 1 2 3 4 5 B 7 f2: Sin(2t)’tA2

f3: 3sin(2t)+4,2cos(5t)

f4: 2cos(5t)-

5,3sin(2t)+4

Bild h

Bei der Beantwortung der Frage hilft das folgende TI-Nspire-Bild.

x4(f]=2'cos(5'f]—5
yA{f|=3-sin(2-1}+4

Bild i

[xB(f)=3'sinf2-fJ+4
y3(f)=2'cos(5'f]

y5le)=
o |0<<6.28 tstep=0.13

>

An diesem Beispiel zeigt sich schon, wie sich die Welt der Graphen mittels Parameter-

darstellung vergrof3ert.
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AG 1.1.2 Einheitskreis - Einfithrungsbeispiel fiir Parameterdarstellungen

In diesem Abschnitt wird ein bisher wenig beachtetes Feld fiir den Trigonometrie-Unterricht
in Klasse 10 erschlossen. Es geht um die Parameterdarstellung von Kreisen. Auf Grund der
Beziehungen x(t) = cos(t), y(t) = sin(t) fiir den Einheitskreis ist der Bezug zur Trigonometrie
sehr einsichtig. Die Begriindung dieser Gleichungen folgt sofort aus dem gédngigen Unterricht,
wenn man nur herausstellt, dass sich jeder Punkt auf dem Einheitskreises in der Form
P(cos(t), sin(t)) darstellen lisst, siche Abbildung 1.

I

Bild l: Kreis iﬁ Pararﬁeterdérstellﬁng, gézeichnet mit dem Programm ANIMATO

ANIMATO-Eingaben:

f1: cos(t), sin(t) / Einheitskreis fir t aus [0, 6.28]

f2: 0,0,cos(1),sin(1) | Strecke OP

f3: cos(1),0,cos(1),sin(1) / Strecke von (cos(1), 0) zu ((cos(1), sin(1))
f4: 0,0,cos(1),0 / Strecke von O zum Punkt ((cos(1), 0)

Kreise mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius r kann man bekanntlich durch

x"2+y"2 =12, bzw. y = £4/r*2 —x"2 definieren. Diese Darstellung ist allerdings fiir Zeich-
nungen mit dem Computer nicht besonders geeignet, da die errechneten Kreispunkte recht
ungleich auf dem Kreis verteilt sind. Viel besser eignet sich die Parameterdarstellung von
Kreisen. Fiir alle Kreise um (0,0) mit dem Radius r gilt x(t) = r*cos(t), y(t) = r*sin(t).

Die Zeichnung mit dem Taschencomputer ergibt sich aus den folgenden Eingaben.
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Die Darstellung des Einheitskreises 1ddt geradezu

I‘Fi ]’ Few T F3 Tru TFETT FE~ B
vﬂ Zoom|Edit.] ~ [ALL Stgle]’i'ﬁ H .. T

—

<FLOTE zum Experimentieren ein. Zwei Ansétze sicht man
it =
\x:Hé?ﬁEH unter xt2, yt2 und xt3, yt3.

“whZ2=coslt)
“ighZ2==inl 3 - L)
J}:E%ﬁ:;&EEj t.a
“ylLI=zin

#*td =

HMAlM KRD AUTO FAR

Bild 2: Voyage 200 / TI-92-Eingaben

1 Few | P o FEw [ F&w T7 1 Fev |_F3 Fu FEw |_FEw [F7
- E Zoon|Trace |ReGraph|Math|Draw) - i?:p - E Zoom|Trace |ReBraph|Math|Oraw|-
FAIR FAE_AUTH FAE FIRIN FAD_AUTD FAE
Bild.3: Einheitskreis und x(t) = cos(t), y(t) = sin(3t) Bild 4: Einheitskreis und x(t) = cos(3t), y(t) =sin(t)

1 Fev | _F= 4 FE* | _FGE™ [F7
- E Zoon|Trace|Rebraph{Math|Draw| -

HMAlN ERD AUTO

Bild. 5

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t)
x(t) = cos(t), y(t) = sin(3t) (*)

ﬁ x(t) = cos(3t), y(t) =sin(t) (*)

- Das sind motivierende Abbildungen!

Die Beispiele zeigen, dass die obigen Parameterdarstellungen und ihre Fortsetzungen zu
spannenden neuen Fragestellung fiihren.

K
At
S
s
AR

Zeichne einen Einheitskreis. Verbinde
dann jeweils die Punkte

(cos 10°, sin 10° ) mit (cos 20°, sin 20°)
(cos 20°, sin 20° ) mit (cos 40°, sin 40°)
usw. immer das Doppelte.
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1.1.3 Computergrafik — ein Schwerpunkt fiir die Analytische Geometrie

Die Computergrafik ist heutzutage unverzichtbarer Bestandteil eines Computersystems. Thre
Anwendung wird sofort sichtbar bei Computerspiele, bei der Flugsimulation, im CAD (com-
puter aided design), in der Computerkunst, in Animationen usw.. Insofern liegt es nahe, Com-
putergrafik zu einem Schwerpunkt in der Analytischen Geometrie zu machen — was leider
bislang von den Lehrplanmachern ignoriert wird. In diesem Kapitel sollen einige Ansdtze
dargestellt werden, Weiteres findet der Leser vor allem in den Kapitel 4.3 und 4.4.

Wie kann man eine dreidimensionale Szene wie in vorliegenden Tischbild — die Tisch-
beine sind Zylinder - auf einem Computer abspeichern?

Zuginge

Zugang A — geometrisches Modellieren (Constructive Solid Geometry, CSG)
Eine Moglichkeit ist es den Tisch in Bauteile zu zerlegen (beim Kauf eines Bausatz fiir einen
Tisch ist genau das geschehen). Die folgende Liste ist unvollstindig, aber die Probleme wer-
den auch an der genannten Auswahl deutlich.

| Der Tisch besteht aus mehreren Bau-
| teilen - aus

der Tischplatte — ein flacher Quader,
den Fiilen — zwei Quadern,

. den senkrechten Beinen —
| zwei Zylinder,

| einer Querstange — ein Quader.

Will man diese Szene in ein rdumliches Koordinatensystem bringen, so miissen die Bauteile
mathematisch beschrieben werden. Dazu kann man zum Beispiel kennzeichnende Grofen
nehmen, wie in dem folgenden Fall vorgefiihrt.
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/\ zylinder(u, o, r):

- / Dabei ist u der Mittelpunkt des unteren Kreises
(3 Koordinaten xu, yu, zu),

dabei ist o der Mittelpunkt des oberen Kreises
(3 Koordinaten xo, yo, zo) und

r der Radius der Kreise. - Der Baustein
,zylinder hat also 3 Parameter.

NV

quader(u, s1, s2, s3):

u ist der untere vordere Eckpunkt des Quaders
mit den Koordinaten ux, uy, zu

s1, s2, s3 sind die 3 Kantenlangen des Quaders
in festgelegter Reihenfolge

In dem Raytracing-Programm POVRAY — Néheres in Kapitel 4.4 - erfolgt die Darstellung
dhnlich der in Zugang A.

cylinder{<2,0,5>,<8,14,5>,0.05
pigment {Magenta}}

Die beiden Zylinderpunkte sind (2,0,5) und (8,14,5), der Radius ist r=0.05. Es handelt sich
also im einen sehr schmalen Zylinder.

Der Tisch setzt sich also aus lauter derartigen Bausteinen zusammen. Diese kann man dann
mathematisch mit Mengenoperationen wie Vereinigung, Durchschnitt und Differenz zusam-
mensetzen. Dieses Verfahren nennt sich ,,Constructive Solid Geometry*.

Constructive Solid Geometry

aus Wikipedia, der freien Enzyklopadie - http://de.wikipedia.org/wiki/Constructive_Solid_Geometry,
kopiert am 30.5.2008

Constructive Solid Geometry (CSG) oder Konstruktive Festkorpergeometrie ist eine Technik zum Mo-
dellieren von Korpern, die u. a. in der 3D-Computergrafik und bei CAD-Programmen genutzt wird.
Constructive Solid Geometry ermoglicht einem Designer komplexe Oberflichen und Korper zu erzeu-
gen, indem er boolesche Operatoren benutzt, um Objekte zu kombinieren. Aus der CSG hervorgegan-
gene Korper wirken oft sehr komplex, sind aber in Wirklichkeit nichts anderes als geschickt verkniipfte
Objekte.
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Die Basisobjekte, aus denen CSG-Korper hervorgehen, nennt man Primitive (vgl. Grafisches Primi-
tiv). Typischerweise handelt es sich dabei um Kérper, deren Oberfldche mittels einer relativ einfachen
mathematischen Formel beschrieben werden kann, wie z. B. Wiirfel Zyvlinder, Prismen, Pyramiden,
Kugeln oder Ringe. Die Menge der méglichen Primitive wird gewohnlich von der verwendeten Soft-
ware begrenzt. Einige Software-Pakete erlauben CSG auf gekriimmten Objekten (prozedurale oder
parametrische Oberfldchen), wihrend andere nur auf polygonalen Meshes (Dreiecksnetze) arbeiten.
Der prozedurale oder parametrische Ansatz erlaubt eine mathematisch exakte Berechnung und Rep-
rasentation der Korper, wihrend Meshes immer nur eine mehr oder weniger ungenaue Anndherung
an die Wirklichkeit sind.

Wie bereits erwdhnt, wird ein komplexer Korper von Primitiven erzeugt, die durch Operationen ver-
kniipft sind. Gewohnlich handelt es sich dabei um boolesche Operationen auf Mengen: Vereinigung
(Union, U), Differenz (Difference, — ) und Schnitt (Intersection, ﬂ).

Bei diesem Spielzeug wird ein Wiirfel aus
drei Bauteilen zusammengesetzt (Vereini-
gung bilden)

Weiter Wikipedia:

CSG ist unter Designern sehr beliebt, da man mit einer Anzahl relativ einfacher Kérper komplexe
Geometrien formen kann. Der Designer kann (bei den meisten Programmen) die Geometrie auch im
Nachhinein noch dndern, indem er die Position (bzw. Transformation) der einzelnen Objekte oder den
booleschen Operator dndert, mit dem die Objekte verbunden sind. Der Designer kann also sein Mo-
dell interaktiv und intuitiv, durch Versuch-und-Irrtum, kreieren.

CSG wird aber auch von diversen Programmen "unter der Haube" benutzt, d. h. ohne dass der Benut-
zer etwas von der Existenz der CSG-Operationen mitbekommt.
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Zugang B — Uber Gleichungen

Zylinderflache 1
z"2 = (4-x"2), y beliebig o
z=SQRT(4-x"2)
z=-SQRT(4-x"2)

Zylinderflache 2

72 = (4-y™2), x beliebig ) '
z=SQRT(4-y"2) Zwei Zylinder, gezeichnet mit DERIVE.
z=-SQRT(4-y"2) Die Terme stehen links.

Zugang C: Uber Schrigbilder

\ Uber die Darstellung mit Hilfe von Schrig-
/ bildern konnen Sie in Kapitel 2.1 nachlesen.

Zugang D: Mit Abbildungsgeometrie
Die Moglichkeiten der Abbildungsgeometrie werden schon ab Kapitel 1.2 deutlich und dann
héufig verfolgt.

Verschieben eines Kreises
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Der Kurs beginnt!

AG 1.2 - Bilder auf den Kopf stellen

Die Idee: Manche Kiinstler stellen ihre Bilder gern ,,auf den Kopf* und erreichen
damit gelegentlich iiberraschende Eindriicke. — Warum nicht auch der Mathemati-
ker?

Aus einer Ausstellungsankiindigung (Bonn 2004):

Auf den Kopf gestellte Motive, also ,, Bilder, die den Kopf verdrehen, sind es, die sein Werk seit 1969
unverwechselbar machen. Auf diesen Wiedererkennungswert allein ldsst sich Georg Baselitz aller-
dings nicht reduzieren. Wie facettenreich sich der 1938 in Deutschbaselitz/Sachsen geborene Kiinstler
im Laufe der vergangenen 40 Jahre entwickelt hat, zeigt die umfassende Schau in Bonn.

Baselitz sagt:"Die Bilder hdngen fest am Haken, was herunterhdingt, zeugt von Schwerkraft. Was
drauf'ist auf dem Bild, das an der Wand hdngt, und wenn es noch dazu verkehrt herum drauf ist, fdillt
nicht runter, es fallt nur mehr auf und springt mehr ins Auge."

Mit dem Programm ANIMATO kann man das auch leicht fiir mathematische Objekte be-
werkstelligen.

Aufgabe: Durch welche Abbildung bzw. Abbil-
dungsmatrix lésst sich das Bild links oben in das
Bild rechts unten iiberfiihren?
Beachten Sie dabei Bild al.

Bild a
Bildnachweis: Eberhard Lehmann, Berlin 2003, erstellt
mit ANIMATO

Ergebnis:

-1 0
Die gesuchte Matrix ist [ 0 —1 j, denn

S ) ) e

sich um eine Drehung um (0,0) um 180°.
Ohne Matrizen geschrieben:

X'=-x

y=-y

Dabei ist die Lage des Koordinatensystems _ )
wie in Bild al. | ~

Bild al, Datei Lehmann-miro.pl2
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Welche Art von Abbildung liegt bei den folgenden Bildern vor?

T T o1 5 0 0 0 0 0 0 000
reflaugment|skaz| 51 o R e 808- 088- ZET 96 OTF 9%91- 1- T O
-365 575 855~ ST6- T0S 007 OE ZE0T- 1- 0 T| [(raeds-oysioyshuswinejja
01 -1 ==
3 0 000 8897
00 0 © 9591- 1- 1 0 08ZZ- |y pys u=wSne jau
e 520 ZC0T- 1- 0 1 80%-
rref|laugment|skar| 5y t Al B 0 0 00
-365 575 €
01 -1 = — -1 0
3 SiS 59¢-
000 O € =T OTE |ypys juswene jau
-408 10 -1 -1032 0zs 35T
mreflaugmentiskat, 5050 01 -1 -1656 0 0 00
2688 000 © <
— - 1 0
rreflaugment(skatskarspiel)] [1 0 -1 -1032 304 200 502 -925 -558 LS S9¢-
0 1 -1 -1656 410 96 122 -880 -808 B BB - 012 |opysjyuswine|yas
000 0O 0 0 0 O O ssT 1- 1 551
Bild ¢ Bild d

mit dem Programm Paint-Shop gewendet zu Bild d

Aufgabe: Finden Sie eine Abbildungsmatrix von Bild ¢ zu Bild d

Bild ¢

Aufgabe: Finden Sie eine Abbildungsmatrix von
Bild e nach Bild f und umgekehrt!

Bild g

Aufgabe: Finden Sie eine Abbildungsmatrix von
Bild g nach Bild h und umgekehrt!
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AG 1.3 - Spiegeln einer Landschaft

In einem Kurs ,,Mathematik und Kunst mit mathematischen Funktionen‘ hat eine Schiilerin
aus Klasse 12 das farbige Bild a erstellt (Programm ANIMATO). Sie schrieb dazu

Das Bild LAND1 stellt eine Landschaft bei Nacht dar, welches durch den relativ dunklen Hin-
tergrund bewirkt werden soll. Zusétzlich werden zwei Monde dargestellt, auch die pinken
Wolken sollen darauf hinweisen, dal3 wir uns auf einem Planeten befinden, der unserem von
der Atmosphére &hnlich ist, jedoch zwei Monde als Trabanten besitzt.

f 1: Wiese (griin); f 4,f 5,f 6: Wolken (pink);
f 2: groBer Mond (weil3); f 7: kleiner Mond (weil3)
f 3: Berg (dunkelgrau);

o Die Terme fiir Bild 5.2a

diiii fl: rand*x,rand,rand*x+u,0 // Wiese, Zufallspunkte

<((<< «(«»))))) ‘ ) & f2: u*cos(t)+5,u*sin(t)+9 // ausgefiillter Kreis

f3: {-(x*ut4.5*u)"2+6*u<0:undef:
-(x*ut4.5*%u)"2+6*u} // der Berg, Parabeln

f4: u*3*cos(t)+3,sin(t)+8 // Wolke

f5: u*4*cos(t)+1,sin(t)+7 // Wolke

f6: u*S*cos(t)-2,sin(t)+9 // Wolke

f7: 0.5*u*cos(t)+3.5,0.5*u*sin(t)+7 // Kreis

8:5,0,5,4 // Mast, Strecke

19: 6,0,6,3.8 // Mast, Strecke

f10: 7,0,7,3.6 // Mast, Strecke

Bild a u aus dem Intervall [-1, 1], Schrittweite 0.03

Hier wurde die gesamte Abbildung an der x-
Achse gespiegelt. Das geschieht, indem alle
Terme gleichzeitig der Transformation (Abbil-
dung)

fx2>1x, fy> -fy unterworfen wurden

(fx bedeutet: alle ersten Terme einer Zeile £

fy bedeutet: alle zweiten Terme der Zeile f).
Das ist eine Spiegelung an der x-Achse.

Oz
) - Zum Beispiel wird damit aus der Streck
«((((((«»))))» i f‘8u S’Q’e;g elw us der Strecke
Bild b dlﬁf Bildstrecke
8" 5,-0,5,-4

Aus der Sekundarstufe 1 kennt man das Spiegeln einzelner Objekte an der x-Achse. Hier wird
gleich eine ganze ,,Family* von Objekten, die zusammen das Bild ausmachen, gespiegelt. In
Matrizenschreibweise (vergleiche oben) gilt hier

. .. 1 0 X’ 1 0 X X
Die gesuchte Matrix ist , denn = * = .
0 -1 y 0 -1 y -y
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AG 1.4 - Geometrische Objekte mit Matrizen an Achsen spiegeln,
ein Einstieg in die Analytische Geometrie mit dem TI-Nspire-CAS

Das hier folgende komplexe Beispiel nutzt spezielle Moglichkeiten des Taschencomputers TI-
Nspire bzw. des TI-Nspire-CAS fiir den PC. Wir finden hier Optionen zum schnellen Zeich-
nen geometrischer Objekte, die auch in der Analytischen Geometrie auftreten, u.a. Punkte,
Kreise, Dreiecke, Polygone.

Mit dieser Software kann man Objekte auch leicht an Achsen spiegeln und Zusammenhinge
zwischen Geometrie und analytischer Erfassung durch Gleichungen herstellen, jedenfalls
wenn es sich um Objekte handelt, die das Programm analytisch erfassen kann.

Gegeben ist das folgende Bild:

Aufgaben

1) Beschreibe Bild a.

=40¢ [x-10.4]*+{>r10 49)%=4{ | 2) Wie konnte das Bild entstanden
sein?

3) Sie konnen das Bild laden; ergdnzen
Sie es durch eine Parabel und deren
Abbildung.

4) Wie kommt es zu den angegebenen

b (-5.27835,2.12077) -<\ L
(9.27835,212077) Kreisgleichungen?

i

(x+10.4)2+[y-10.49)

5) Durch welche Matrizen kann man

! s, S507) Q die angezeigten Punkte auseinander
entstechen lassen? Runden Sie vorher

die Punktkoordinaten auf zwei Nach-

(9.27835,-2.17 kommastellen.

Zusammenstellung der Matrizen:

Bild a: Von der Beschreibung und Interpretation zur eigenstﬁﬁdi-
gen Arbeit bis hin zu speziellen Abbildungsmatrizen.

Ein Vorteil dieser Bildinterpretation liegt darin, dass gleich mehrere Objekte abgebildet wer-
den, so dass die Schiiler auf Grund der offenen Fragestellung mit unterschiedlichen Ansat-
zen und auch in Gruppen arbeiten konnen. Die Angabe eines Teilergebnisses leitet zu den
zugehorigen Abbildungsmatrizen iiber.

Ein Teilergebnis von Aufgabe 4:
-1 0),(9.28) (-9.28
01)\212) ( 2.12)
Hinweise zur Herstellung von Bild a mit dem TI-Nspire CAS
1) Man wéhle zundchst G&G (mit dem Koordinatensystem)
2) Mit Formen zeichnet man ( z.B.) die Kreise und das Dreieck im 2.Quadranten

3) Dann spiegelt man die Objekte an x-Achse und y-Achse mit Abbildung, Achsenspiegelung
4) Mit Extras, Koord. und Glch bestimmt man die Terme zu den Objekten(siche Bild a)

Durch Ziehen an Objekten des obigen Bildes ergeben sich diverse ,,Forschungsaufga-
ben“.
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AG 1.5 Die Matrix A(2,2) = [a zj - Computergrafik —
C

die Verwendung von (2,2)-Abbildungsmatrizen in der Analytischen Geometrie

Nach den obigen Beispielen mit dem Aufstellen der Abbildungsmatrizen bzw. Abbildungs-
gleichungen ist es an der Zeit, hdufiger verwendete (2,2)-Abbildungsmatrizen zusammenzu-
stellen, um sie ab jetzt immer verfiigbar zu haben.

Erfahrungsgemifl hat Computergrafik einen hohen Motivationswert fiir die Schiiler.
Bei vielen Anwendungen sieht der Schiiler graphische Abbildungen, Bilder entstehen, werden
iiberlagert von anderen, Animationen diverser Art fliihren Schiiler durch Spielprogramme,
usw.

Damit entstehen auch fiir die Analytische Geometrie neue Moglichkeiten, eben durch
Computergrafik und insbesondere durch die Werkzeuge der Abbildungsgeometrie. Wie
fast jedes Buch zur Computergrafik zeigt, ist die Matrizenrechnung fiir dieses Gebiet ein
wichtiges mathematisches Hilfsmittel . Damit wird eine Briicke geschlagen zur Matrizenrech-
nung in der linearen Algebra und damit verbunden zu vielféltigen auergeometrischen An-
wendungen. Im Zweidimensionalen ist es die oben genannte Matrix A(2,2) mit ihren vier Pa-
rametern a,b,c,d, die eine Fiille von Experimentiermoglichkeiten zulassen.

Was hat eine Unterrichtsreihe '"Abbildungsgeometrie im R2 (R3) mit Matrizen* fiir

Vorteile im Rahmen eines Analytische Geometrie- Kurses?

e Abwechslungsreiche Arbeitsmoglichkeiten mit Grundelementen der Analytischen
Geometrie (weg von den vielen sich wiederholenden und einseitigen
,,Hieb- und Stichaufgaben®)

e Geometrische und rechnerische Betrachtungen befruchten sich gegenseitig

e Kennenlernen von Grundelementen der Computergrafik, auch mehrfache Abbildungen
sind moglich

e Abbildungsvorginge konnen animiert werden — Animation ist ein auch mathematisch
sehr interessantes Thema, weil hier ein durchdachter Entwurf und dessen Realisierung
wichtig sind und damit diverse Kompetenzen entwickelt werden.

e Vorbereitung auf andere Anwendungen von Matrizen

e Wiederholung diverser Inhalte der Sekundarstufe 1

Gut geeignet zum Entdecken - die Matrix A(2,2) = [a :l)j
C

' b

Mit [Xj =A* [Xj und A= [a j, bzw. (X' y") =(x y)* AT | bzw.
y' y cd

X'= a*x +b*y

y'=c*x +d*y

Fiir die Taschencomputer TI-92, Voyage 200 oder das TI-Nspire-CAS kann man zum Bei-
spiel die Abbildungsmatrix A als Baustein so definieren :

Define linabb(a,b,c,d)= [[a,b][cd]].
Dieser Baustein erspart dem Benutzer die sonst nicht so handliche Eingabe der Matrixelemen-
te.
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Nachdem an einem Beispiel einmal erkannt ist, dass A auf eine Ausgangsfigur verin-
dernd wirkt, bietet sich ein weites Experimentierfeld an, indem fiir die Variablen a,b,c,d
diverse Werte eingesetzt werden.

Das kann durchaus mit Prinzip erfolgen, denn natiirlich wird man sich zunédchst den bekann-
ten Abbildungen wie Spiegelung an der Geraden y = x, an der x-Achse, y-Achse oder Dre-
hung um 90°, Punktspiegelung an (0,0) usw. zuwenden — siehe die vorhergehenden Kapitel!
Die Schiiler merken dabei schnell, dass die Elemente der jeweiligen (2,2)- Matrix in der Regel
gewisse Symmetrien aufweisen.

Die besonders interessierenden Abbildungen sind:

Spiegelung an der x-Achse, bzw. der y-Achse
Spiegelung an den Geraden y = x bzw. y = -x
Punktspiegelung an (0,0);

Drehung um 90°

Zentrische Streckung

Skalierung: Streckung in x-Richtung und y-Richtung
Spiegelung an einer Geraden y = m*x+n
Punktspiegelung an S (xg,yg)

Scherung in Richtung der x- bzw. y-Achse
Drehung um (0,0) um einen beliebigen Winkel t
Drehstreckungen (komplexe Zahlen)

Fiir die Unterrichtspraxis sollten aber von Anfang an auch Verschiebungen eingearbei-
tet werden, so dass die Abbildungsgleichung die Form

x’ ab X v,
= ¥+ erhalt.

y c d) \y \
Daher soll hier zunichst die Abbildung durch Verschiebung (Translation) besprochen werden.
Es ist nimlich eine hiufig zu verwendende Strategie, Abbildungen zunichst in einer
Position durchzufiihren bzw. in Form einer Gleichung herzuleiten, in der der Nullpunkt
(0,0) des Koordinatensystems der zentrale Punkt ist, um dann anschlieBend das ganze
Bild einer Verschiebung zu unterwerfen. So wird es spiter auch hier, z.B. bei Drehungen

(erst um den Punkt (0,0), dann um den Punkt (a,b)) oder Achsenspiegelungen (erst an einer
Geraden durch (0,0), dann an anderen Geraden) praktiziert.
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AG 1.5.1 Verschiebung (Translation)

Aufgabe: Erliautern Sie Bild a.

B( | } [
D 7

WA

]
4
5
6

Bild a: Verschiebung von Objekten der Analytischen Geometrie

Datei Translation-viele.pl2

f1: 3 Verschiebung nach rechts
f2: -2 Verschiebung nach unten

f3: cos(t),sin(t)
f4: cos(t)+f1,sin(t)+f2
Kreis und Verschiebung

5: 3,4,5,1,5,4,3,4

f6:
3+f1,4+12,5+1,1+12,5+1,4+f2,3+1,4+{2
Dreieck und Verschiebung

7:1,0.5t"2-2
f8: t+f1,0.5t"2-2+2
Parabel und Verschiebung

f9: sin(t)-4,2cos(t)+6
f10: sin(t)-4+f1,2cos(t)+6+f2
Ellipse und Verschiebung

Alle Objekte wurden um den Vektor [

0.5t* — 0.5t> -2

3
j verschoben. Beispielsweise gilt fiir die Parabel

t t 3 .
{ 2} —>{ jn{ 2}. Entsprechende Uberlegungen gelten fiir Verschiebungen

im dreidimensionalen Raum.

Bild b veranschaulicht die Verschiebung eines Objektes noch genauer, indem die Bilder aller

Punkte eingezeichnet werden.

)

| N

Bild b: Veranschaulichung einer Verschiebung von Ellipse und Para-
bel

f1: 3
f2: -2

f5: t+4,t2
f6: t+4+f1,t72+f2
f7: t+4+f1 1/ 2+f2 t+4 12

f9: sin(t)-4,2cos(t)+6
f10: sin(t)-4+f1,2cos(t)+6+f2

f11:
sin(t)-4, 2cos(t)+6,
sin(t)-4+f1, 2cos(t)+6+f2
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AG 1.5.2 Realisierung von Abbildungen mit dem CAS —

Punkte und Bildpunkte

Zur Realisierung der Abbildung (x" y’) = (x y)*A” bzw. [ j:A*[
y

X

y

X’

j kann man z.B. fur

den Voyage 200 (und dem TI-92) und seinem Nachfolgemodell TI-Nspire und dem TI-

Nspire-CAS so vorgehen:

I‘Fi T Fer T rzv]’ Fur T FE T FE
- E Algebra|Calc|dther |PramId|Clear a—z...]

Blcosit) sin(ti] =+ kreis(i)
-[a b]+mat(a,b,c,dj
c d

®lreis(t)-mati{2,1,1,@
[Z-cosity+=sinit) cosit)]

1 Fer | 7F 70
- E Zoom i T
AFLOTE
Cwebl=Ecas(tl-Z + s1nt)- 1
“gtl=co=lt)-1 +=int) -0
“whZ2=cosl L)
“gt2==inltL)
“wbti=cos( L) + 2
“gt3==inl L)

=td=

Oone

Done

KAD AUTO FRE__ =/20

KRD AUTO FHE

T Fev | F¥ &l FEw | FE™ |F7
- E Zoom|Trace [ReGraph|Math|Oraw |+

i~
AN

ERD AUTO

[RLIL]

335 ¥

Abbildung eines Kreises mit der Matrix [2 1}
10

)Q(f)=2'cos(t)+1'sin(r)

1X1(i):cos(i) ﬂ(f):l-cos(t)+0-sin(r)

y1(i):sin(l)

1) Figur definieren, hier Einheitskreis in Parame-
terdarstellung.
2) Abbildungsmatrix definieren

3) Berechnung des Bildes, hier
mit der Abbildungsmatrix

A

21
[1 Oj . Die Bildfigur hat die Gleichungen

x'(t) = 2cos(t)+sin(t)
y'(t) = cos(t)

Die Gleichungen werden in den y=-Editor (para-
metric) eingetragen.

Mode, Parametric, 4 y=

xt1,yt1: Bildfigur

xt2,yt2: Ausgangsfigur

xt3,yt3: Ein um 2 nach rechts verschobener Einheits-
kreis — das ist aber keine lineare Abbildung des Ein-
heitskreises.

Die Gleichung fiir die Bildellipse
x2(t), y2(t) entsteht so:

x2(t)) (2 1), (x1(t)
y2()) (1 0) \yl(t))

In dieser Form konnen die Bilder

-1.66 02 466 eines Urbilds durch Multiplikati-
&ﬂ on der gewihlten Abbildungs-
matrix mit dem Urbildvektor
errechnet werden. Dabei konnen
auch gleich mehrere Urbilder
= verwendet werden (Urbildmat-
3l rix).
0<1<6.28 tstep=0.13 A
Punkte und Bildpunkte
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Das Verstdndnis von Transformationen wird wesentlich gefordert, wenn man veranschaulicht,
wie die einzelnen Punkte des Urbilds abgebildet werden. Das kann durch Strecken erfolgen,
die alle oder einige Urbildpunkte und Bildpunkte miteinander verbinden. Diese Idee wird be-
reits hier unterbreitet, um sie dann spéiter immer wieder anwenden zu konnen. Die beiden fol-
genden Beispiele werden moglicherweise erst spéter voll verstindlich — Bild a beim Thema
,LAchsenspiegelung®.

Beispiele:

Achsenspiegelung
einer Lissajous-
Figur

Erst an einer Achse
durch (0,0),

dann an einer ande- £ # #
ren Geraden,
Verbindung der Ur-
bildpunkte mit den
Bildpunkten durch
Strecken

Abbildungsmatrix
cos(2) sin(2)
sin(2) —cos(2)

Steigung der Achsen

tan(1)

Bild a
Datei Achsenspiegelung mit Matrix.pl2

Kreis = Ellipse f K 111717

Abbildung mit der

(15 -1 E |
Matrix ! S :

fl: cos(t)+2 g . b
2: sin(t) { e Y "

s

f3:
1.5%f1-1%£2,0.6*f1+1*12,
1,2

f4: f1,2
f5:
1.5%f1-1%£2,0.6*f1+1*12

Bild b
Datei Abb.-mit-Matrizen-1.pl2
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AG 1.5.3 — Zentrische Streckung, Skalierung

Zentrische Streckung
Erinnern Sie sich an die Strahlensidtze — dann werden die folgenden Abbildungen schnell ver-
standlich! Hier ist das Streckzentrum S(1,2) und die Streckzahl u=3.

Aufgabe: .
Gegeben ist das Dreieck % Streckzahl u=3
A,B,C mit A(1,2), B(2,4), B'=Av3AB AB'=3'AB
C(3,2). B=12p3012) AC=3'AC
Stre’ckzentrum sei A aoka A1,2)
? Streckzentrum
die Streckzahl ist hier u=3. : B2.4), B(4.8)
C(3,2), C'(7,2)
Erldutern Sie die Abbildung a.
A=Z C (o2
yZ
Bild a, xZ
Datei Streckung-zentrisch-0.pl2

Hier ist leicht zu erkennen, dass sich eine Streckzahl u bei zentrischer Streckung (das Streck-
zentrum Z ist hier der Punkt A(1,2)) auf das Urbild folgendermallen auswirkt:

r * 0
[XJ :[XZJJ{u Xj :[Xz}{u j*[xj , U je nach Wahl, oben u = 3.
y y2) \u*y) \y,) (0 u) \y

bzw. ohne Matrixschreibweise:
x'(u) = xz + u*x
y'(u) =yz +u*y.

u 0
Als Matrix einer Streckung (Stauchung) u ergibt sich also S = (0 j
u

Aufgabe:

Gegeben ist das Dreieck A,B,C mit A(1,2), B(2,4), C(3,2). Streckzentrum sei A, die Streck-
zahl ist u, hier aus [-4,4], Schrittweite 0.5 Fertigen Sie eine Zeichnung fiir die entstehenden
Bilddreiecke an.

Losung:

Uberlegungen fiir die Zeichnung:

1) Richtungsvektor AB = [2,4]-[1,2] =[1,2]
Richtungsvektor AC = [3,2]-[1,2] =[2,0]

2) Gerade durch A und B: [x,y] =[1,2] + u+[1,2]
Gerade durch A und C: [x,y] = [1,2] + v+[2,0]

3) Bei gleicher Streckzahl ist v=u
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f1:1,2,3,2,2,4,1,2 // Ausgangsdreieck
f2: 1+1u,2+2u /I Bildpunkte B’von B auf AB
f3: 1+2u,2+0u // Bildpunkte C’von C auf AC

f4: 1,2,1+1u,2+2u,1+2u,2+0u,1,2
/I Die Dreiecke A,B" C",A
u aus dem Intervall [-4,4], Schrittweite 0.5

Bild b, Datei Streckung-zentrisch.pl2

Experimentieren?
e Fiir u andere Werte wihlen,
e andere Ausgangsfigur wéhlen

Skalierung - Streckung in x-Richtung und y-Richtung

Skalierung langs x- und y-Achse

f1: 3*cos(t)

f2: 2*sin(t)

f3: f1,f2 Ausgangsfunktion, Ellipse schwarz
f4: 0.5f1,0.5f2

Bild ¢, Datei Skalierung-Ellipse.pl2

In beide Richtungen Ellipse halbiert, grau
5: 0.5f1,1.5f2

In x-Richtung halbiert, in y-Richtung 1.5 ge-
streckt, rot

Die Skalierungsmatrix ist im Fall f5

050
0 1.5

Streckt man also die x-Werte mit k1 (unten u), die y-Werte mit k2 (unten 2u) erhilt man die

Abbildungsgleichung

e 0e G

) . (kI O
Skalierungsmatrix
0 k2

Anders als in Bild ¢ wurde hier die gesamte Abbil-
dung von Bild ¢ neu skaliert mit der Anweisung
Benutzerdefiniert, (fx*3, fy*1.5).

Derartige Skalierungen sind auch bei CAS
wichtig, wenn es um die Einstellung der Ach-

Bild d, Datei Skalierung—ElEipse—Z.plZ

seneinteilung und der Darstellungsfenster geht.
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AG - 1.5.4 Drehungen

(1) Drehung eines Dreiecks OQP” um 90°

(x"y")=(x y)*B. Noch ist B
unbekannt. Die Zeichnung zeigt,
dass (x"y) = (-y x) ist. Also gilt
(-y x)=(x y)*B.

Die Elemente von B sind leicht
ausprobiert.

) 01
Esist B = .

Bild a

01
Also: ( j vermittelt eine Drehung um 90° im Gegenuhrzeigersinn.

(2) Drehung um 180° um (0,0)

Fiir die Drehung um 180° um (0,0) gilt nach Symmetrieiiberlegungen offenbar

-1 0 01 01 -1 0
A= , oder rechnerisch (zwei Drehungen um 90°): * = .
0-1 -10 -10 0-1

(3) Beliebige Drehungen um (0,0) - ohne Verwendung von sin bzw. cos

Beispielsweise kann der Lehrer zunichst geeignete Abbildungsmatrizen vorgeben und sie
benutzen lassen, z.B.

0.9396 —0.3420 0.7071 -0.7071
oder
0.3420  0.9396 0.7071  0.7071

dass es sich um Drehungen um 20° bzw. 30° handelt. Er wird auch die Symmetrie bemerken
und fragen:
"Wie kommt man zu geeigneten Matrizen?"

j, sin(30°)=0.7071. Der Schiiler wird erkennen,

Wir betrachten einen Einheitskreis und Drehungen um O(0,0):

Die Lage eines durch Drehung des Punktes R um den Winkel w entstandenen Punktes P ist
offenbar auch durch das Streckenldngenpaar (a, b) beschreibbar. Dieses wiederum reicht zur
Durchfiihrung der Drehung. Man kann z.B. den Winkel w vorgeben und dann a und b aus
einer Zeichnung ablesen (oder umgekehrt).
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so dass wir sagen konnen:

Drehmatrizen D offenbar das Aussehen:
\J1—a? a

—a 1-a

=D,mit-1<a<l.

Offenbar kann wegen des Einheitskreises nur
gelten -1< a <I . b kann (bei Kenntnis des
Pythagoras) im rechtwinkligen Dreieck be-

rechnet werden: b=+/1-a’. Die obigen

Sonderfille fir 90°, 180° und andere Sonder-
fille zeigen den Aufbau von Drehmatrizen,

Bild b

(4) Beliebige Drehungen um (0,0) - mit Benutzung von sin bzw. cos

Wenn die Winkelfunktionen bekannt sind, kann man die Drehmatrix exakt herleiten.

Es ergibt sich: Drehmatrizen D mit Winkelfunktionen D = (

cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)

Die Herleitung entnehmen Sie bitte der folgenden Abbildung.
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Herleitung der Abbildungsmatrix fiir die Drehung um (0,0)
(1) Betrachten Sie Abbildung 2.5!

b/

P'(xiy’)

P(x,y)

a M

x'0) " (x,0) 7

Abb. 2.5: Drehung von OP um O mit dem Winkel o

Bild ¢

Gegeben sei der Punkt P(z,y). Wir suchen die Koordinaten z' und y'
seines Bildpunktes P’(z’,y’). Er ist durch Drehung von OP um O(0,0)
entstanden. Der Drehwinkel sei .

(2) Die Abbildung zeigt, dafl

2’ = OPcos(® + a)

(a) o = OP cos(®)
y' = OPsin(® + o).

y = OP sin(®) zod

‘Wir verfolgen zunichst die Rechnung fiir 2/:

z! = OP cos(® + a)

2! = OP(cos(®) cos(ar) — sin(®P) sin(a)) [cos ~Additionstheorem]
2! = OP(cos(®) cos(a) — OP sin(®) sin(a))
z' = @ cos(ar) — y sin(a) [siehe Gleichungen (a)]

Entsprechend folgt ¥’ = z sin(a) + y cos(a).

FaBt man nun die Ergebnisse fiir o/ und 3’ in Matrizenschreibweise
zusammen, so ergibt sich, wie oben behauptet

&) - (=8 =) )

Drehung einer Geraden im IR?
Es soll eine Gerade um den Punkt (2,3) gedreht werden.

a) Berechnen Sie das Bild der Geraden y = 0,5z bei Drehung um 20°
um den Koordinatenursprung. Kontrollieren Sie das Ergebnis durch
eine Zeichnung.

b) Die Drehung der Geraden um 20° soll nun um den Punkt (2,3)
erfolgen!

a)
2\ _ [ cos(20°) —sin(20°) :z:
y' )] T \ sin(20°) cos(20°) 0,5z
_ (0,9397 —0,3420 2
— \ 0, 3420 0,9397 0,5z

Also o' = 0,9397x — 0,3420 - 0,5z = 0, 7687z = @ = 1, 30092
und  y' = 0,3420z+0,9397-0, 5z = 0,8119z = 0,8119-1, 30092, d.h.

y' =1,0562z" (Bildgerade von y = 0, 5z; ndherungsweise).

Drehung mit dem TI-Nspire, wenn das
Objekt in Parameterdarstellung vorliegt.

>Q(!)=cos U 'x1(l)—sin c 'yl (1)
E e 0349066 rad
y2(l):sin g 'X1(l)+cos g 'yl (!)
x1(d)=t
b
05 .
-10.21 0.5 10.21
xj(l)z
il

>

0<1<6.28 1step=0.13

Bild d

Ubrigens:

tan(B) = 0,5 = EN =126, 57 und
tan(f’) = 1,0562 = ' = 46,07° = 26,57° + 20°.

b) Drehung um D(2,3)! Beachten Sie Abbildung 2.6.

E)

(U) y =05
Urbild

(1) := Verschiebung von (U)

un 2 nach links und 3 nach unten
) :=Drehung von (1) um 20° um (0;0)
) := Verschiebung von (2)

um 2 nach rechts und 3 nach oben

Abb. 2.6: Drehung der Streckey = 0,52, € [0;8] um D(2,3)

Da die obige Matrix fiir die Drehung um (0,0) gilt, bewegen wir den
Drehpunkt D und die Gerade um 2 Einheiten nach links und drei Ein-
heiten nach unten, so daf

D(2,3) - E(0,0)
g:y=0,62 — h:iy+3=0,5(z+2) = h:y=0,5z—2.

Nun wird & mit der bekannten Matrix abgebildet nach A’. Anschlie-
Bend wird E wieder auf D bewegt (2 nach rechts und 3 nach oben).
Entsprechend wird mit A’ verfahren, so daff aus A’ nun endlich das
gesuchte g’ entsteht.

Auf entsprechende Weise sind nun Drehungen fiir einzelne Punkte und
andere Punktmengen im IR?, wie z.B. Parabeln, Kreise nsw. méglich.
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Erzeugen von Biischeln durch mehrfaches Drehen

Aufgabe: Zeichne sehr viele Parabeln, die alle den Punkt P(0,2) gemeinsam haben.
Die graphische Darstellung erzeugen wir in experimenteller Arbeit; ein méglicher Weg wiire:

1) Wir zeichnen zuerst eine Parabel durch P, z.B. mit der Gleichung y = x>,

2) Da die Drehmatrix fiir Drehungen um (0,0) gilt, fithren wir zunéchst solche Drehungen aus und
erhalten ein Parabelbiischel, Bild a
3) Danach verschieben wir den Drehpunkt und damit das ganze Biischel auf (0,2).

7

Bild e: Drehung um (0,0), Datei Parabelbiischel.pl2 Bild f: Drehung um (0,2), Datei Parabelbiischel.pl2

Die Realisierung der Idee erfolgt hier mit ANIMATO

f1:t

f2: th2 Ausgangsgraph

f3: cos(u)*f1-sin(u)*f2,sin(u)*f1+cos(u)*f2+0 Drehung um (0,0)

f4: cos(u)*f1-sin(u)*f2,sin(u)*f1+cos(u)*f2+2 Drehung von f1,f2 um (0,2)
Fir u wurde gewahlt u €[0,6.28],36 Werte.

Eine Anderung lediglich bei f2 fiihrt zu anderen Ausgangsgraphen, Anderungen bei
den Verschiebungen um 0 bzw. 2 fithren zu anderen Biischelzentren. Damit ist gleich
eine ganze Klasse von Aufgaben gelost.

Bild: Gerade gedreht um (0,2) Bild: Sinusspinne, die Sinuskurve gedreht um (0,2)
Datei Spiegeln-Parabelfamiliy-1.pl2 Datei: Drehung-2v.pl2

Mit der obigen Aufgabenstellung ergibt sich ein weites Feld von Visualisierungen, bis hin zu
kiinstlerischen, die SchiilerInnen sehr motivierenden Darstellungen.
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AG - 1.5.5 Achsenspiegelungen

cos(2u) sin(2u)
sin(2u) —cos(2u)
Eine Herleitung von S folgt weiter unten.

Die Spiegelmatrix ist S = ( j, die Spiegelachse hat die Steigung u.

fl: cos(t)+3
2: 3sin(t)-1
3: f1,f2 // Urbild, hier Ellipse
f4: ttan(u)*t // Spiegelachse,
mit u=1 (BogenmaB), u = 57.3°

. 5: cos(2*u)*fl+sin(2*u)*f2, // Bild, Bildellipse
sin(2*u)*fl-cos(2*u)*f2

8: f1,f2,

cos(2*u)*fl+sin(2*u)*f2, sin(2*u)*fl-cos(2*u)*f2
Strecken zwischen Urbild und Bild, vier ausgewéhl-
te t-Werte

Bild a, Datei Spiegelmatrix-1.pl2

Bei Benutzung des TI-Nspire:

x!(r):cos(z)'ﬂ (f)+5in(2)-y1 (f)
y3(z)=sin(2)'x1 (I)fcos(2)'y1 (I)

Bild b, Datei Ellipse an Gerade spiegeln.tns Bild ¢, Datei Ellipse an Gerade spiegeln2.tns

Und nun die Kenntnisse gleich auf andere Objekte anwenden!

3 2 i “ 3

5
. W
h

fl: cos(t)+3 fl: sin(t)+3v, v von 0 bis 2, Schrittweite 0.25
2: 3sin(2t)-1 2: cos(t)+v, sonst alles wie oben, aufler 8.
sonst alles genauso wie oben! Bild d Datei Spiegelmatrix-2.pl2 Bild e
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Herleitung der Spiegelmatrix

Derartige Abbildungen (farbig) sind mit ANI-
MATO leicht hergestellt, da man Punkte und
Strecken auf einfache Weise eingeben kann.

Die Herstellung der Abbildung erfordert schon
Vortiiberlegungen iiber die Grundidee und die
benotigten GroBen. Hier ist es die Idee, zunichst
die Einheitsvektoren zu betrachten und in den
Einheitskreis einzubetten, um dann mit cos und
sin arbeiten zu konnen. Die Spiegelachse geht
zunidchst durch (0,0).

(0,1) P’(cos(2w),sin(2w)

Q’(sin(2w),-cos(2w)

; Siehe Abbildung, entsprechende
Spiegelachse Uberlegungen wie bei P und.P’.

x(t) =t

y(t) = tan(w)*t

Gerade durch (0,0) mit
dem Steigungswinkel w

Bild g (Bild mit ANIMATO erstellt und in Power-Point durch Text ergénzt)

Fiir die Beschriftung der Abbildung kann man z.B. Power-Point gut verwenden. Das Verstandnis der
Darstellung wird durch die Farben unterstiitzt.

C

(1) Zunédchst wird der Punkt P(1,0) abgebildet, die Abbildung sagt aus: Der Bildpunkt ist
P’(cos(2w), sin(2w)). Dabei ist w der Steigungswinkel der Spiegelachse, die fiir die Herleitung zu-
nichst durch (0,0) gelegt wird.

ab
(0) Gesucht ist eine Matrix der Form [ dj , 50 dass sie Objekte im R* spiegelt.

(2) Entsprechende Uberlegungen mit Q(0,1) zeigen, dass Q’(sin(2w),-cos(2w)). Wieder hilft dabei die
Abbildung,

(3) Damit sind genug Daten vorhanden, um die Spiegelmatrix zu bestimmen.
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b), (1 2
A0 |2 C,OS( Y , also a=cos(2w) und ¢ = sin(2w),
0 sin(2w)

ab 0 sin(2w) ) )
* = , also b = sin(2w) und d = -cos(2w). Daraus folgt dann insgesamt
1 —cos(2w)

ab cos(2w) sin(2w) . . .
=| . , die gesuchte Spiegelmatrix.
sin(2w) —cos(2w)
Die Punkte und ihre Bildpunkte zu Abbildung ... sind also:

P(1,0) > P’(cos(2w), sin(2w)) und
Q(0,1) = Q’(sin(2w), -cos(2w)).

Was ist, wenn wir nicht gerade von den Einheitsvektoren ausgehen, sondern von einem Punkt
R(x, 0) bzw. S(0, y) bei Beibehaltung der Spiegelachse durch (0,0)?

s
i

'1?'(x‘cos(2w),x‘sin(2w))

R(x,0)

Spiegelung eines Punktes R(x,0)

Bild h: R(x,0) wird gespiegelt

Die Abbildung zeigt, dass folgende Verdnderungen gegeniiber P und Q stattfinden:

R(x,0), 2 R’(x*cos(2w), x*sin(2w)) und
S(0,y) =  S'(y*sin(2w), -y*cos(2w)).
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Wie ist es, wenn die Spiegelachse nicht durch (0,0) verlduft, sondern z.B. durch (3, 1.5)?

_ | Die gesamte Zeichnung wurde um 3 nach rechts

P und 1.5 nach oben verschoben. In ANIMATO
'/ geht das einfach mit der Transformationseinga-
be
- Benutzerdefiniert
/ fx+3,fy+1.5

Bild i

Wir haben also in der Abbildungsgleichung lediglich den Verschiebungsvektor, hier

1
v = 3 , zu addieren.
v2 1.5

Fiir die Bilder (x’, y") von Punkten (X, y) bei Spiegelung an der Achse mit der Steigung u
durch den Punkt (x1,y1) ergibt sich:

x) (xl cos(2u) sin(2u) . x —x1 .\ vl
y ) \yl " sin(2u) —cos(2u) ) \y—yl v2 )

Aufgabe:
Bezeichnen Sie die Abbildung und
erldutern Sie die obige Herleitung.

Bild j
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Einige Anwendungen
Nachdem eine einzelne Achsenspiegelung beherrscht wird, konnen mehrfache Spiegelungen
durchgefiihrt werden, so dass ganze ,,Spiegel-Scharen von Objekten* entstehen. Damit ist
man in einem Bereich angelangt, in dem die SchiilerInnen ihrer Kreativitdt freien Lauf lassen
konnen.
Hohepunkt einer Unterrichtssequenz zur Achsenspiegelung und gleichzeitig ein an-
spruchsvoller mathematischer Endpunkt ist eine allgemeine Losung, die es ermoglicht
schnell

e unterschiedliche Achsen - unterschiedliche Graphen - mehrfache Spiegelungen

miteinander zu kombinieren.

Der Lohn sind dann leicht erstellte eindrucksvolle (Kunst-) Bilder, wie z.B. in den Bildern k
und 1.
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Bild k: Datei Reifen.pl2

Bild I: Ausgangsgraph (x(t) =t, y(t) = cos(3t)

Eine allgemeine Losung

Spiegelung von Graphen an einer beliebigen Gera- Variationsméglichkeiten in Rot kursiv

den mit dem Winkel v der Geraden gegen die x-

Achse

f1: t // f1,f2 Ausgangsfunktion Bilder, in Matrizenform:

f2: 0.5t%2 cos(2*f8 sin(2*f8) | (f1) (f6
+

£3: cos(2f8)*f1+sin(28)*2+f6,sin(2f8)*f1-cos(2f8)*F2+f7 sin(2*£8) —cos(2*£8) ) (f2) \f7

Ausgangsfunktion mit Verschiebung ge-

f4: f1+£6,f2+f7 maéaR 6,7
// Spiegelgerade mit Verschiebung laut
f5: t+f6,t*tan(f8)+f7 f6,f7 und Achsenwinkel f8
Verschieben

f6: -2  // Verschiebung x-Richtung
fr: 1 // Verschiebung y-Richtung Winkel zwischen Spiegelachse und x-
f8: v // Winkel der Achse gegen die x-Achse, v kann Achse

auch Laufbereich haben

Was hier im Endergebnis und in der Kiirze einfach aussieht, ist erwichst im Unterricht aus ei-
ner liingeren experimentellen Arbeit.
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Mehrfache Spiegelung einer Ellipse

|
[ 7
2

| )
7
-
X
J5 >
I

el
-

]
n

N
“»‘
=

o

Bild m: x(t) = sin(t), y(t) = 3*cos(t); ein Objekt der Analytischen Geometrie, hier eine Ellipse wird mehrfach
gespiegelt mit v aus [0, 3.14], 9 Werte. Auch die Spiegelachsen sind eingezeichnet.

Datei: Spiegeln an beliebiger Gerade.pl2

AG 1.5.6 Abbildungen umkehren mit inversen Matrizen

Gelegentlich wird man Abbildungen riickgdngig machen wollen. Fiir solche Vorgénge beno-
tigt man die inversen Matrizen, denn

[XJ =A* [Xj ,auf beiden Seiten von links mit A™' multiplizieren
y y

-1k X’_ -1k *X — *X — X 1 aviati
A I=ATFA =E = ,sofern A~ existiert.
y y y y
Also[xj =A" *[Xj
y y
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©Inverse Abbildungen — Abbildungsmatrizen umkehren Rechnung mit der Drehmatrix

[cos(u) ~sin(z)| ! [cos(y) sin(y)

*sin(u) cos(u)

sin[u) cos(u)

©Zurilickdrehen

coslu) -sin(u) .[cos(u) sin(u)]

sin(u) cos(u) -Sin(u) ccs(a)

©Zuriickdrehen

coslz-u) Sm(z'“))]rl Rechnung mit der Spiegelmatrix

sin(2'u) -COS(E'M

cos(2'y) 511’1(2'11)]2
sin(2'u) -cos(2'u)

©Zuriickspiegeln

a b]l _dfb_ _:b_ Rechnung allgemein. Vorsicht!
¢ d e e Es gibt Fille, bei denen das nicht geht!

-c a
ard-bc ad-bc

©Inverse der Abbildungsmatrix allgemein, wann existiert die Inverse nicht?

Bild a: Abbildungen riickgéingig machen

Aufgaben

1) Nennen Sie Fille, bei denen eine Umkehrung der Abbildung nicht moglich ist. Beachten
Sie dabei auch die geometrische Bedeutung.

2) Thr Nachbar gibt Ihnen eine Abbildung (Matrix und Bild). Konstruieren Sie das Urbild.
3) Kann man Scherungen riickgéingig machen?
4) Bei mehrfachen Abbildungen mit der gleichen Matrix miisste das entstehende Bild beim

Riickgingigmachen ,riickwirts laufen®. Erproben Sie das (z.B. mit Bild m in 1.5.5). Fiir A-
nimationen mit Computergrafik wére das eine schone Darstellungsvariante.

Abbildung einer Ellipse und dann die inverse Abbildung

i Aufgabe:

In Bild b wird die Ellipse mit
dem Mittelpunkt (3,1) mit einer
Matrix M abgebildet — und au-
erdem mit der Inversen von M.

N Welches Bild gehort zu welcher
Matrix? Erldutern Sie dazu auch
Bild c.

Wie kann die beiden Abbildun-
gen riickgdngig machen?

Bild b, Datei Abbilden mit Matrizen.pl2
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fl: 2cos(t)+3 f11: £8/(f5*{8-16*f7) //

2: sin(t)+1 Inverse Matrix zeile 1: f11,f12; zeile 2: f13,f14
f3: f1,£2 // Urbild f12: -f6/(f5*f8-f6*{7)

f5:2 // Abbildungsmatrix 2,4 ; 1,1 f13: -f7/(f5*£8-f6*{7)

f6: 4 f14: £5/(f5*8-16*7)

f7:1 f16: f11*f1+f12*2, f13*f1+f14*2 //

8: 1 Urbild mit inverser Matrix abbilden

19: f5*f1+{6*£2,£7*f1+£8*f2 //
Urbild mit Matrix f5,f6 ; f7,f8 abbilden

Bild ¢

Zusammenfassung

Abbildungsgeometrie stellt wesentliche Grundlagen fiir weitere (tiefergehende) An-
wendungen in der Computergrafik bereit. Die zur Beherrschung solcher Abbildun-
gen nétigen Kompetenzen resultieren sich aus:

1) Dem Umgang mit Standard-Abbildungen wie drehen, spiegeln, scheren, verschie-
ben, strecken, drehstrecken unter dem einheitlichen Konzept der Matrizenrechnung.

2) Dem Verstiandnis fir Computer-Animationen durch die Aspekte Hintereinander-
ausfiihrung von Abbildungen (mehrfache Matrizenmultiplikation), sich wiederholen-
de Abbildungen (Matrizenpotenzen) und Riickgdngigmachen von Abbildungen (In-
verse Matrizen). Auch hierbei leistet also Matrizenrechnung entscheidende Hilfestel-
lung.

3) Da Abbildungsmatrizen haufig spezielle Formen haben, konnen die n-ten Poten-
zen nicht selten auch explizit angegeben werden. Wo das nicht moéglich ist (und
auch sonst), kann mit Rekursion gearbeitet werden - und Rekursion ist ein weiteres
wesentliches Hilfsmittel fir Computergrafik!

4) Die mit Hilfe von Matrizen hier im R? durchgefiihrten Uberlegungen (weil fiir Schii-
ler leichter nachzuvollziehen und wegen der Ankniipfung an die Geometriekenntnis-
se aus der Sekundarstufe 1) kénnen auf den R® iibertragen werden, indem man pas-
sende (3,3)-Matrizen benutzt, siehe Kapitel AG 2.
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AG 2 - Abbildungsmatrizen, Schragbilder, Transformationen

Bei der Darstellung von Figuren in 3D als Schrigbilder im zweidimensionalen Koordinaten-
systemen am Computer bengtigt man eine Projektion vom R’ zum R®. Diese kann mit geeig-

neten Matrizen erfolgen.

Hierbei sind als Situationen denkbar:

Gegeben Gesucht Hilfsmittel zur Bearbeitung
A

Abbildungsmatrix

Punkte im R? Bildpunkte im R’ Matrizenmultiplikation

B

Spezielle Abbildungsmatrix

(Projektionsmatrix)

Punkte im R? Bildpunkte im R Matrizenmultiplikation

C

Punkte im R® Abbildungsmatrix A3 Lineare Gleichungssysteme
Bildpunkte im R?

D Umkehrung, Riickgidngigma- Inverse Matrix
Abbildungsmatrix chen

In den Fillen A und B kennen wir Punkte im R® und die Abbildungsmatrix.

Beispiel 1A
1 51 3 14
231 |*2
022) (1 6

Beispiel 1B

-110 3 -1

-1 0 1[*2|=

0 00) (1 0
-110

Die Matrix | -1 0
0 00

Beispiel 1C folgt in Kapitel 2.1

Beispiel 1 D, siche auch Kapitel 1.5.6

13 |, Abbildungsmatrix * Punkt = Bildpunkt (14, 13, 6) im R’

-2 |, Abbildungsmatrix * Punkt = Bildpunkt (-1,-2,0) im R’ (x,y-Ebene)

1 | projiziert also den Punkt (3,2,1) im R? auf den Punkt (-1,-2) im R”.

|’F1 T Fev Trsz Fur T FS T FE
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0jClean Up

matt™ "1 *matt]

| [MAIN DEG ERACT FUHC z/30

Matrix speichern

Inverse berechnen und Zeit sparen

51 2 5 1 2T
w4 4 4|+ matt 4 4 4
11 2 11 2]
1-4 o] - 1-47
.oty 1 [ o4 1em e Kontrollrechnung
e] =14 1

Aufgabe: Eine Matrix ohne Inverse?
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AG 2.1 Schragbilder - vom R’ zum R? mit Abbildungsmatrizen

Beispiel 1C — Schriigbilder

|
//
//

Dateien: ! ! Dateien:
Kosy-3d-Ouader-1.p12 und 3D-Schriighildjpg Kosy-3d-Quader-2-xy.pl2 und 3D-Schréigbild-xy.jpg
Bild 1a, 3 Achsenx, y, z Bild 1b, 2 Achsen, x, y
Bekannt sind die 3D-Koordinaten Bekannt sind die 2D-Koordinaten
A(-3,0,0) B(-3,5,0) C(-7,5,0) D(-7,0,0) A’'(3,3) B’(12,3) C'(12,7) D'(7,7)
E(-3,0,5) F(-3,5,5) G(-7,5,5) H(-7,0,5) E'(3,8) F'(8,8) G'(12,12) H'(7,12)
Siehe Bild 1a Siehe Bild 1b

abc
Welche Matrix A ;; =|d e f | vermittelt die Abbildung von Beispiel C?

ghi

Fiir die Rechnung benutzen wir die drei Punkte G(-7,5,5), H(-7,0,5), F(-3,5,5) und ihre Bilder
G'(12,12,0), H'(7,12,0). F'(8,8,0). Die Werte in der Matrix A konnen dann berechnet werden
durch den Ansatz

abece) (-7-7-3) (127 8

def|* 5 0 5|=12 12 8

ghi 5 55 0 00

AQ3,3) G H F G H F’

Daraus ergeben sich die folgenden drei Gleichungssysteme, indem man auf der linken Seite
ausmultipliziert und dann entsprechende Matrixelemente gleichsetzt.

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 55




Eberhard Lehmann Innovative Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

Solve(-T'a+5'b+5'c:12 and -7-g+5-¢=7 and -3'a+5'b+5'c:8,{a,b,c}J

a="1and b=1 and c=0
solvel-7-d+5e+5+=12 and -7-d+5+/=12 and -3-d+5-e+5-£=8, { de,/})

d=-1and e=0 and /=1

solvel-7-g+5i+5+=0 and -T-g+5+i=0 and -3-g+5-4+5i=0,{g ki })
g=0and #=0and i=0

110 110
M=l 0 1 101
000 000
3wy ug e iy ey g ey 3 w3 g g iy g gy
punke3d= o 5 5 g 9 5 5 0 05500550
0 0006565 G5 5 00005655 5
mrpunkte3d 38 127 38 12 7
337 788 12 12

0000000 O

<

Software: TI-Nspire-CAS

Fir die Variablen a, b, ¢

Fir die Variablen d, e, f

Fiir die Variablen g, h, i
Zusammenstellung der Ergebnisse in der
Abbildungsmatrix A, hier m genannt.

Kontrollrechnung: Punktemenge im R3

Rechnung und Bildpunkte im R2

Bemerkung: Der Rechenaufwand vereinfacht sich noch, wenn man zur Bestimmung der Abbil-
dungsmatrix A von den Einheitsvektoren im R3 und ihren Bildern im R2 ausgeht:

abec 1 00 -110
def|[* 010|=-101
ghi 001 000

el e2 e3
A-Matrix Einheitsvek- deren
toren im R3  Bildvektoren

Dann erkennt man:

Die Bilder der Einheitsvektoren
bilden die Abbildungsmatrix A!

Punkt und Bildpunkt
. Fir 3D-z-Achse
Abbildungsmatrix * Punkt(3D) = Bild(2D) It S9N oA ;
3D 2D i Fur 2I§). y Achse
-1 10 5 4 S - :
-1 0 1 9 3 i
0 0 O 8 (0) T
! (5’9
17 16 A5 A4 =13 =12 1 0 1 2 14 15 16 17 18 19
2 )-y-Achse
2 ): x-Achse
< (5
3D-x-Achse 3D — Abbildungsmatrix - 2D

Bild 2: Von 3D nach 2D
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Im Programm ANIMATO kann man Punkte direkt eingeben, z.B. zeichnet
fl: 7,4 den Punkt (7,4)

2:1,2,7,6,4,3,1,2 das Dreieck mit den Eckpunkten (1,2), (7,6), (4,3)

f3: -4,5,5,5 die Strecke von (-4,5) bis (5,5).

Auf diese Weise lassen sich elementar und schnell geometrische Objekte iiber die Punkt-
koordinaten eingeben (schon in Klasse 7 oder friiher). Die Verbindung / Strecke zwischen
zwei Punkten kann man in verschiedenen Dicken zeichnen, so dass sich z.B. in Schrégbil-
dern Strecken hervorheben oder in den Hintergrund bringen lassen. Damit ergibt sich ein
einfacher Weg zur Zeichnung von Schrigbildern, wenn man nur die Koordinaten
der bendtigten Punkte kennt.

Fiir die bequeme und schnelle Anfertigung von Schriigbildern liegt auf der ANIMATO-
CD eine ,,Grundfolie* vor, die man sich mit der Datei Kosy2-3d-variabel.pl2 laden kann.
In dieser kann man die Steigung der Achse x3 auch selbst wihlen.

Fiir die x1-Achse wurde
hier die Steigung 1 ge-
wihlt.

Bild 3a

Fiir die x1-Achse wurde
hier die Steigung 0.5 ge-
wiihlt.

A

“a

Bild 3b
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Die ANIMATO-,,Grundfolie*“ fiir Schragbilder, Datei Kosy2-3d-variabel.pl2

f1: // Die Funktionen f1 bis {12 sind fiir das rdumliche Kosy belegt - Nicht anders verwenden!
f2:-12,0,12,0 //xI-Achse

f3:0,-12,0,12  //x2-Achse

f4:0,0,-10,-10%6 // x3-Achse hinten

f5:0,0,10,10%6 // x3-Achse vorn

f6: 1 //f6 gibt die Steigung der 3.Achse x3 an, diese ist damit verdinderbar
f7:-10,u,12,u //horizontale Geraden

18: x,{ f6*x-u<-10 :undef:f6*x-u}

f9:u,0 // Punkte auf der 1.Achse x1

f10: O,u // Punkte auf der 2.Achse x2

f11: u,u*f6 // Punkte auf der 3.Achse x3

f14:2,1,9,1,3,8,2,1 // Beispielfigur, siche Bilder 3a und 3b
f15:4,3,2,1
f16: 4,3,9,1
f17:4,3,3,8

Weitere Beispiele:

Bild 4a Bild 4b

Aufgaben

Aufgabe 1: Zeichne ein Schriigbild fiir das Haus - allgemeiner: Um was fiir einen Kor-
per handelt es sich? - Hinweis: Ggf. kann man auch zumindest fiir einige Punkte ange-
ben, welche man verbinden sollte.

Bekannt seien die folgenden Punkte

P1(5,7,-5)  P2(5,7.,5) P3(5,-7.,5) P4(5,-7,-5)  P5(-5,7,-5)

P6(-5,-7,-5) P7(-5,-7,5) P8&(-5,7.5) P9(0,7,8) P10(0,-7,8),

zusammengefasst in der Punktematrix P3 10).

Bearbeitung:
Zur Erstellung eines Schréigbilds benutzen wir die schon oben verwendete Matrix

-110
A=|-1 0 1| und berechnen die Matrix A;3)* P(3,10) bzw. abmat*pumat (sieche unten)
000
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i prmtofe e ] ||| [P aeeralc e [ofer Framiolc1enn U] |
-1 A || 5 55 5 -5 -5 -5 -5 0 @]
= P [-1 @ o1 [? 7 - ?? 7 7?7 T
@ 8 o -5 55 -5 -5 -5 5 5 g g]
B pumat. B gbhmat. - pumat.
S 55 5 -5 -5 -5 -5 @ 0] 2 2 <12 -12 12 -2 -2 12 7 -7
7 ? ¢ ? 7 7 ¢ ? -7 [-m @@ -1 8 @ 10 18 5 &
555 -5 5 55 5 8 8] - I - - - - -
abmat¥pumat
Fisin ERDRERRCT FRE_ 573 (1N RAD ERACT TTETED

Die gewonnenen Punkte im R2 werden in das Koordinatensystem eingetragen.

o . . ~ v v
SN 7 i
J s / // /| // A
L s % /

7 i ’
// 7 %
5% //m

B g5 s
B o g 14 15

i /// g / [
| V. // 778
7 s ’

Bild 6 Bild 7

Das wird schwierig! Welche Punkte soll man verbinden? - Mit einiger Miihe (Blick auf even-
tuelle erkennbare Symmetrien von Punkten und Flachen) konnte man zu Bild kommen — of-
fenbar ein Haus mit Dach. Vielleicht war die Abbildungsmatrix schlecht gewahlt? Eine Ver-
besserung erreicht man aber schon durch Ausblenden des Koordinatensystems. — Und dann
etwas nach rechts drehen, z.B. als Transformation in ANIMATO mittels

fx 2 fx*cos(-0.5) -fy*sin(-0.5),

fy 2 fx*sin(-0.5)+fy*cos(-0.5) (Drehung um den Bogen 0.5)

Bild 8 Bild 9
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Aufgabe 2

Experimentieren Sie mit den folgenden Abbildungsmatrizen M, indem Sie die Wirkung der

Matrizen auf ein Objekt untersuchen, also Objektneu: = M * Objektalt.

1 00 0 0 0 -1 0 0
0 0 O 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
cos(t) 0 -sin(t) 1 0 0 cos(t) -sin(t) 0
0 1 0 0  cos(t) sin(t) sin(t) cos(t) 0
sin(t) 0 cos(t) 0 -sin(t) cos(t) 0 0 1

Drehung um die y-
Achse

Drehung um die x-
Achse

Drehung um die z-
Achse

Schragbilder bewegen

Drehungen des Quaders mit Hilfe einer Drehmatrix

Software: ANIMATO

<”/‘\< K .
\\\\X \\ 4 7#—-7\\
\;:>~<§z><,) ///,:74—--"‘:>
__—4/\*”)>? J/ //*:E e
vl AR Viana rea)
AN
.
>
iy yr\xf Naizg
T

Abbildung des obigen Quaders mit
Hilfe der Drehmatrizen

(cos(v) —sin(v) j

sin(v)  cos(v)

mit v aus [0, 6.28],
Schrittweite =.628.

Tipp fiir die Animation:
Die einzelnen Quader langsam er-
scheinen lassen!

Datei
Kosy-3d-Quader-1-Drehungen.pl2

Bild 10
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AG 2.2 Abbilden mit (3,3)-Matrizen

Das Thema wird hier anhand einer Abitur-Klausuraufgabe angegangen, gestellt 2001 (noch
nicht Zentralabitur). In dem Losungsvorschlag werden auch die Moglichkeiten des Compu-
tereinsatzes deutlich.

Thematik: Lineare Algebra / Matrizen, Analytische Geometrie / lineare Abbildung, Fixgera-
de, Dreiecke

Eine Klausuraufgabe

5 210
Gegeben ist die lineare Abbildung X'=M*xXmit M= |10 2 21
2-3 2
-2
a) Zeigen Sie, dass die Gerade g: T =t| —1 | durch M auf sich selbst abgebildet wird.
1

b) Untersuchen Sie, ob M weitere Fixelemente besitzt.

c) Gegeben ist das Dreieck D mit A(4, 2, -2), B(-10, -5, 5), C(3, 4, -2).

cl) Untersuchen Sie die Lage der Punkte zur Geraden g.

c2) Zeichnen Sie g und D in das beiliegende Koordinatensystem.

c3) Zeigen Sie, dass D rechtwinklig bei A ist, und berechnen Sie den Flicheninhalt von D.

d) Gegeben ist das Dreieck D aus Teil c.

d1) Dreieck D wird mit der Matrix M abgebildet. Wie heilen die Koordinaten der Eckpunkte
des neuen Dreiecks D"?

Losungen
Zu a) und b)
¥ ti!| EE ] S ) S ST ﬁ
.t
" = 0NN [ -t
t
" . o
I[-ll-t-}r mm - identital 30 ]
1 ] o
[ 2. 1] Wt .yl z =00
wl and 2¥x—3.%gtz=0..{x, v, 2> L0 _and 2¥x—3. *9*2 0. {x v .=3)
MAIN FAD AFFROR FRE /20 MAlN FAD AFFROR FRE =/=0
Eingabe von M und Eingabe von . M*r gibt die Antwort, dass r tatséchlich eine
Fixgerade ist, da sich ja wieder r ergibt.
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e v
; _55-5:.“-5:]’{2 :T |F'r'~ngIII| E.E;em
By - identita3N)-(ul=(0
z 0}
4. -w+ 2. l=|+1EI z=0.7
10, - = +g+21. =0,
Z2e®—3.dtz= EI.
= zoluveld, ::<+2 g+ 10, -z=0 and 10, -= +p
= 2. Pl and gu=-F1 and z=1R1
.0 and 2*x 3 ¥ytz=0. {x, v =3)
FAIN RAD_AFFROR [TREVED]

Mit dem Ansatz X = M *X bzw

(M-E)*x = 0 kann nach weiteren Fixele-

menten gesucht werden. Das homogene LGS er-
gibt nur die Losung

und das ist gerade wieder nur g.

I
: HN Pl B
PR

|F‘r'~ngIII| i E.E;Jm

4. '1EI. 3.

g 2, 5. 4
“2. S "2
2. 3 i
1. T i Q.

® rrefaugnentir, dn a. a1

rref Caugment{yr_d>>

Die Punkte werden als Matrix D eingegeben.

Augment héngt die beiden Matrizen r und D an-
einander. Mit rref werden nun drei Gleichungen in
t auf einmal bearbeitet, nimlich z.B. fiir den Punkt
A:

-2t 4

—1t |=| 2 |. Dieses System hat die Losung

MAIN FAD AFFEOH FAE __ z/z9 t _2
1 = -2/, also t = -2, siche Spalten 1 und 2.
A liegt also auf g fiir den Wert t = -2. Entspre-
chendes gilt fiir B (t =5). Aber fiir C gibt es keine
Losung, da 1=0 bzw. 0=1 falsche Aussagen sind.
Zu c3)
[L‘ {—]FIlgré-Er*aICalch’rm;r*]F‘r*ng D]I:leasn LIpT_\ H1erﬁwerden zundchst die Vektoren
T, o |z o= .
A e = 9@ b und a — ¢ gebildet.
"rod 2. 5. -4 _

o 5. -1@, || | Daraus konnen dann das Skalarprodukt (hier = 0,
mdotPi[14 7 -F1,[1 -2 O a.| | also bei A rechter Winkel) und der Flicheninhalt
g hormid4 7 -Fh-norm([1 -Z @ von D berechnet werden. Dieser betrdgt 19.17

= . . .
e Flacheneinheiten.
|Ir"1ihl FAD AFFEOR FAE _ z0/30
Zu d)
7 {—|ngebra Calchther‘lPr‘ngDlClean Upﬁ Zur Berechnung von D wird M*D gebildet.
], 2= 3 g
LTt -
B rrefaugmentlr . dn fa. @ a1
o. o o. o

4,  -l@. 3 Die Ausgabe bestitigt frithere Ergebnisse. A und
"ped 2. -5 -4, B bleiben fest, aber das Bild von C liegt nicht auf

-2, 5 -10. | | g
MAIN FAD AFFEOR FAE _ &8/30
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Vom Kreis zur Banane

AG 2.3 Koordinatentransformationen visualisieren

Koordinatensysteme

Transformieren eines Quaderschrigbilds

Der Schiefe Turm von Frankfurt — Transformieren eines Zylinders
Vom Kreis zu Banane — Transformieren mit Polarkoordinaten
und Anderes

AG 2.3.1 Transformieren, Koordinatensysteme

Hiufig ist es angebracht, mathematische Objekte zu transformieren (abzubilden), um damit
andere Ansichten, ja auch ganz andere Visualisierungen zu erzeugen. Benutzt werden dazu
Transformationsgleichungen, mit denen man die Koordinaten eines Objektes in Bildkoordi-
naten umrechnen kann. Da man die Transformationsgleichungen sehr verschieden gestalten
kann (ein weites Gebiet auch flir Unterrichtsprojekte) erlebt selbst der Mathematiker manche
Uberraschung — siehe z.B. unten ,,Vom Kreis zu Banane®. Diesem Problemkreis wollen wir
uns jetzt ausfiihrlicher zuwenden. Derartige Transformationen gleich ganzer Objektzusam-
menstellungen (Families) kann man mit ANIMATO leicht durchfiihren und visualisieren.

Fachliche Kompetenzen: Transformationen
e durchfiihren konnen, dazu geeignete Transformationsgleichungen benutzen
und das Ergebnis analysieren
e von Koordinatensystemen durchfiihren konnen,
e entwerfen konnen,

Wie sieht ein Graph aus, wenn wir Transformationen anwenden? Wie verindern sich
Koordinatensysteme?

\ /
\ - EEN—
\\
Keine Transformation x> fy
fy> fx x und y vertauschen

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 63




Eberhard Lehmann Innovative Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

. / Uty ¥e't
x> fy*cos(fx) in(1)

fy=> fy*sin(fx) Polarkoordinaten fy—> fx*sin(1)+fy*cos(1) Drehung
Die Geraden des Koordinatensystems werden
Kreise, die Parabel erhilt eine Schlaufe.

| /

x> sqrt(fx) x> sqrt(fx)
fy-> fy fy=> sqrt(fy)
Das Koordinaten-Gitternetz veréndert sich. Das Koordinaten-Gitternetz verindert sich.

Transformationen bei ANIMATO

Man kann unter der Option “Transformation” auf der ,,Einstellungen‘-Seite unter drei Unter-
optionen, ndmlich - Keine — Benutzerdefiniert — Polarkoordinaten auswahlen. Dabei werden
alle Terme in der Funktionsfolie so transformiert:

Erster Term einer Eintragung fx = Transformationsterm,

zweiter Term einer Eintragung fy = Transformationsterm.

Wenn nur ein Term in der Eintragung vorhanden ist, wird er als fy angenommen. Der nicht
sichtbare Term ist dann fx = x.

In der Maske “Einstellungen”: Transformation

Keine | Benutzerdefiniert (selbst definierbar) Polarkoordinaten (schon vordefiniert)
z.B. fiir Drehung fy*cos(fx), fy*sin(fx),
fx*cos(v)-fy*sin(v),fx*sin(v)+fy*cos(v) | bedeutet ausfiihrlich
v kann man unter “Funktionen” definieren fx 2 fy*cos(fx), fy =2 fy*sin(fx)
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Auch hier ist der Einsatz von Matrizen niitzlich, z.B. bedeuten die obigen Terme fiir die Dre-
hung bzw. fiir Polarkoordinaten:

cos(v) —sin(v)) (fx cos(fx) 0) (fy
. * und . * .

sin(v)  cos(v)) \fy sin(fx) 0) \fy
Was geschieht bei den Transformationen?
Die Eintrdge unter ,,Funktionen‘ haben bei ANIMATO alle die Form fx, fy. So kann z.B. ste-
hen
2: cos(x), x*2 . In diesem Fall ist dann fx = cos(x), fy = x*2. Sollte nur stehen
f3: sin(x), so wird automatisch f3: x, sin(x) angenommen, so dass hier fx = x und fy = sin(x).
Wihlt man nun eine Transformation, z.B. benutzerorientiert fx-2, fx+I, so werden alle Ob-

jekte auf der Funktionsseite entsprechend transformiert, also in diesem Fall um 2 nach links
und 1 nach oben verschoben, siche Bilder 1a, 1b.

Wie wirkt sich das bei den Termen aus?

Der Eintrag  f2: X, 0.5x*2  wurde intern zu
f2neu: x-2, 0.5x"2 +1.

Entsprechend ist es bei der Ellipse und bei der Geraden.

Bild 1a Bild 1b

Muster Verkleinern — Vergrofiern — Radizieren — Quadrieren — und mehr

An Mustern kann man besonders gut die Auswirkungen von Transformationsgleichungen
beobachten. Dabei konnen interessante neuartige Formen entstehen.

N N Ll

D an AR AR AN AR A AR Z
PR :
S LL I EL L LY
CEX T S X L BUGEEUELaTh
N EN I INIVIN SV S I T e e e e N NN
. N NN N < e e
- Rand hase Rand ™~ AN AL ML AL
3 LI
S <
N N A N
CNTY Y Y Y Y Y Y Y Y i
Originalmuster fx, fy Verkleinert fx/2, fy/2
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=t =T

AT R N RS

VergroBern 2fx, 2fy Radizieren sqrt(fx); sqrt(fy)

VergroBern fx2, fy"2 2sin(fx), 2sin(fy)

Auf diese Weise lassen sich mit ANIMATO auf sehr einfache Weise (nur durch Angabe

der Transformationsgleichungen) alle in der Funktionsmaske notierten Terme gleich-
zeitig abbilden.
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AG 2.3.2 Transformieren eines Quader-Schragbilds

Drehungen

/N

LY

\,//f’/KL

A

i
AN

A\
LN

\/

fan']
\/
X
WA\
|
|
|
|

IV

/A

NWANE @ =y V=l

|
|
|

Nl WV
N\
\
\
X
VA
N5

P o |

\

X
No AR
K

\/

\
IR S Yt
//

b
P VAN
N LA AT

Software: ANIMATO

Abbildung eines Quaders mit Hilfe
der Drehmatrizen

cos(v) —sin(v)
sin(v)  cos(v)

mit v aus [0, 6.28],
Schrittweite =.628.

Tipp zur Animation:
Die einzelnen Quader langsam er-
scheinen lassen!

Datei
Kosy-3d-Quader-1-Drehungen.pl2

Bild 2

Weitere Transformationen eines Quaders / Wiirfels

aaaaa

Original

2 19 18 07 8 75 4 03 32 01008 8 & 5

3 o 1 g2 33 g4 g5

e

i

Drehung um den Winkelbogen 3

fx/5, fy/2
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fx/3, fy*3 sqrt(fx), sqrt(fy)

AG 2.3.3 Der schiefe Turm von Frankfurt —
Transformationen eines Zylinders

Im Bildhintergrund sieht man ein zylindrisches Gebdude in Frankfurt a.M. Hier wird gezeigt,
wie man Bilder in den Hintergrund legen und auf diesen arbeiten kann. Hierfuir stellt ANI-
MATO eine leicht zugéngliche Option zur Verfiigung (Seite Einstellungen). Es werden ver-
schiedene Bildformate wie .jpg, .bmp usw. unterstiitzt (siche Dokumentation von ANIMA-
TO).

Die Terme in ANIMATO

f1: 2cos(t)+6,0.5sin(t)-4.8
2: 2cos(t)+6,0.5sin(t)+4.0
3: 2cos(t)+6,0.5sin(t)-4.8,2cos(t)+6,0.5sin(t)+4.0

Die einzelnen Terme werden in der Animation
mit unterschiedlichen passenden Laufbereichen
von t versehen.

3 zeichnet Verbindungsstrecken zwischen den
Ellipsenpunkten, fiir die eine Anzahl von 36
gewihlt wurde.

Die Verschiebung des Zylinders ist leicht be-
werkstelligt.

-> Transformation: fx-7, fy

bzw.
fx 7
fy 0

Bild 3b: Den Zylinder verschieben
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Durch eine geeignete Transformation
kann man den Zylinder kippen.

- Transformation
fx*cos(0.4)-fy*sin(0.4),
fx*sin(0.4)+fy*cos(0.4)-2.8

Matrixschreibweise

cos(0.4) —sin(0.4) N fx B 0
sin(0.4) cos(0.4)) | fy 2.8

Bild 3c: Den Zylinder kippen

Aufgabe: Erproben Sie weitere Transformationen, u.a. auch ,,Polarkoordinaten®.

AG 2.3.4 Vom Kreis zur Banane — mit Polarkoordinaten

Vom Kreis zur Banane

Computeralgebrasysteme (CAS) und andere Software haben es moglich gemacht, Visualisie-
rungen nicht nur im géngigen kartesischen Koordinatensystem durchzufiihren, sondern bei-
spielsweise auch in Parameterdarstellungen oder Polarkoordinaten. Allerdings werden dabei
die Transformationen zwischen den einzelnen Systemen kaum einmal nutzbringend fiir den
Mathematikunterricht eingesetzt. - Oben wurde bereits auf die Transformation mittels Polar-
koordinaten hingewiesen. Dieser Vorgang soll nun genauer untersucht werden.

Polarkoordinaten (in ANIMATO schon vordefiniert) fy*cos(fx), fy*sin(fx),

dh.  fx = fy*cos(fx) und
fy = fy*sin(fx).

Bei der Transformation wird also fx als Winkel und fy als Radius betrachtet. fx, fy erhélt also
die Bedeutung Winkel, Radius, so wie man es bei Polarkoordinaten braucht, siche Abbildung.
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Umrechnung in

Polarkoordinaten (r*cos(t), r*sin(t))

(x(®), y(®)

Man liest ab:
x(t) = r*cos(t)

y(t) = r*sin(t)

Fir ANIMATO:
fx > fy*cos(fx)
fy > fy*sin(fx)

Das bedeutet: Notiere auf der Seite Einheitskreis und Kreis mit
Einstellungen bei Transformationen dem Radius r, Winkel t

fx*cos(t), fx*sin(t) — und das ist schon
voreingestellt.

Bild 4: Zusammenhang zwischen kartesischen und Polarkoordinaten

Hinweis:

Das bedeutet: Notiere auf der Seite Einstel- Will man dagegen nur ein (Einzelnes Paar
lungen bei Transformationen fx, fy polar darstellen, so wihlt man den fol-
fy*cos(fx), fy*sin(fx) — und das ist schon genden Weg — hier an einem Beispiel:
voreingestellt.

. . 5: t, 2t wird ersetzt durch
Durch diese Einstellung werden alle auf £5: 2At*cos(t), 2°t*sin(t)

der Seite ,,Funktionen* eingestellten
Paare fx, fy transformiert.

Die Kontrolle der Abbildung kann so erfolgen, dass man ohne Benutzung der Transformati-
onseinstellung ,,Polarkooordinaten* die Terme von f5, 6, {7 eingibt, sieche Bild 5.
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Ein Ausschnitt des Graphen
(t, 2t) wird polar trans-
formiert zu
(27t*cos(t),2\t*sin(t)).

Die Zuordnung

Punkt - Bildpunkt

ist durch Strecken
gekennzeichnet.

5: t,2"t
s ¢ 6: 2/ t*cos(t),2 t*sin(t)
7: t,2"t,2"t*cos(t),2"\t*sin(t)

Bild 5

Nun kann die Erforschung von Transformationen in Polarkoordinaten beginnen.

Es wird u.a. den Fragen nachgegangen,

e wie die Visualisierungen von aus dem kartesischen Koordinatensystem gewohnten Ter-
men in anderen Systemen, speziell in Polarkoordinaten erscheinen,

e was wird z.B. aus einer Geraden, was wird aus Kreisen, aus komplexeren Bildern?

Aufgabe 1:

Gegeben sind die Eckpunkte eines im kartesischen Koordinatensystem dargestellten Quad-
rats: A(-2,-1), B(3,-1), C(3,4), D(-2,4).

Was wird aus dem Quadrat, wenn wir die Werte von A,B,C,D als Polarkoordinaten in der
Form (Winkel, Radius) deuten?

Losung:

Dann wire z.B. C'(Winkel = 3, Radius = 4) und die Umrechnung wiirde erfolgen mit:
x(t) = r*cos(t), also xC" = 4*cos(3) =-3.95...

y(t) = r¥sin(t), also yC = 2*sin(0) = 0.56...

Oder so: C(3, 4) umwandeln in Polarkoordinaten mit Pythagoras

M2 =3"2+4"2=25r=>5

Tan(d) =y / x, also tan(d) = 4/3, also d = arctan(4/3) = 0.9273 (Bogenmal}) , 53.13° Gradmal}
Kreis mit Radius 5, dann ist d aus 0, 2pi.

Termtafel fiir Bild 6
Urbildpunkt / Urbild Bildpunkt / Bildobjekt
fl:-2,-1 A 2: -1*cos(-2),-1*sin(-2) A:x=041...y= 0.90...
3: 3,-1 B f4: -1*cos(3),-1*sin(3) B:x=0.98...y=-0.14...
f5: 3,4 C f6: 4*cos(3),4*sin(3) C:x=-395..y= 0.56...
f7: -2,4 D 8: 4*cos(-2),4*sin(-2) D :x=-1.66..y=-3.63...
f11: t*0 f13: -1*cos(-2),-1*sin(-2), -1*cos(3),-1*sin(3),
f12:-2,-1,3,-1,3,4,-2,4,-2,-1 4*cos(3),4*sin(3), 4*cos(-2),4*sin(-2),
Urbild-Streckenzug (Quadrat) -1*cos(-2),-1*sin(-2)

Bild-Streckenzug (kein Quadrat)
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Bild 6: Gleichzeitige Darstellung von Urbild (Quadrat) und Bild (kein Quadrat), Datei: kbl.pl2

Aus den bisherigen Ergebnissen lassen sich bereits einige Abbildungseigenschaften ablesen:
Punkt = Punkt, Strecke = Strecke, Parallelitdt bleibt nicht erhalten, Winkelgro3e bleibt nicht
erhalten

Das Notieren und Umrechnen fiir 2, f4, {6, f8, 13 erweist sich als zeitaufwendig. Wie oben
ausgefiihrt kennt das Programm ANIMATO jedoch eine Einstellung, die die gewiinschte Um-
deutung und Umrechnung automatisch fiir alle in der Termtafel notierten Terme durchfiihrt.
In diesem Fall sieht die Termtafel wie folgt aus:

Die verkiirzte Termtafel fiir Abbildung 6: | Und unter Einstellung, Transformation

fl: -2,-1 Urbild A wird gewdhlt:

3: 3,-1 Urbild B Polarkoordinaten [fy*cos(fx), fy*sin(fx)].
f5:3,4 Urbild C

7. -2,4 Urbild D

f11: t*0

f12: -2,-1,3,-1,3,4,-2,4,-2,-1 Urbild-
Streckenzug (Quadrat)

Dabei steht in den Paaren (fx, fy) der Wert fx fiir den Winkel und fy fiir den Radius. Die Fest-
legung [fy*cos(fx), fy*sin(fx)]. entspricht der oben notierten Umrechnung
x(t) = r*cos(t), y(t) = r*sin(t).

Nach dieser Einfiihrung kann man mit anderen Lagen von Punkten experimentieren oder auch
gleich zu anderen Objekten iibergehen, etwa Geraden, Kreisen, Parabeln usw. Die Experimen-
te werden viele unerwartete Ergebnisse zeitigen.
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Wir arbeiten jetzt mit Kreisen weiter. Die Kreise werden nun an verschiedenen Positio-
nen platziert. - Schon das erste Ergebnis liisst spannende Feststellungen erwarten.

Ein Kreis auf Wanderschaft - Planung der Experimente
Einheitskreis

Einheitskreis - verschieben nach rechts und links

Einheitskreis - verschieben nach oben und unten

Einheitskreis - verschieben nach rechts und nach oben

Bild 7

Aufgabe: Welche Graphen sind die Bilder der fiinf Kreise? Begriindung nicht vergessen!
Losung siehe Bild 9.

Systematisieren: Kreisscharen auf den Koordinatenachsen - ,,polarisiert*

u negativ von -2 bis 0, Schrittweite 0.5 u positiv von 0 bis 2, Schrittweite 0.5
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u positiv von 0 bis 2, Schrittweite 0.5

u negativ von -2 bis 0, Schrittweite 0.5

Bild 8

Bild 9: Die Losung zu Bild 7
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Schiefscheibe — polar transformiert
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Bild 10: Von der Scl?iéﬁscheibe zur Banane

Auf dem Weg zu mathematischen Kunstwerken

Bild 11: Farben — Kdmpétenz: Bilder géstaiten (Design; Kr-eaﬁvitéit)-

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 75



Eberhard Lehmann Innovative Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

i, S
o) 20
Cere Rt s,
------ s btk I N . :' __-' '-__ \
o Cimem@tohian e i C@ ;
ir‘... \H‘ . oh:..\. ‘.... 0.; $ i [ - T -‘. --::.-l ..-l
L4 .“ :z .. e '\"?°.‘°. - . at
\... _.p'l* .‘ 9. ,\ ... - .0.. .‘....o. 5 nan
e v SR TLENN S
Tt * .:.’..::::..: : .....‘. ,‘. -
LR ‘.v.,‘:‘-*-“ <,
» o . o & 2 :.o. A .
. "‘;g}....o - :.:.3.:0:& .:. = amay
- Q..':t:ﬂ..i.; - . :! .'.‘..‘\ * .'-_:":: '::
T . .:‘:."' PRI o “. ..\‘. '-.'-‘_i'" -.\._.
IR 3y R LN T Y Tl i 1
NG R R
O LSRN
-_-----_- L] . Q.. .‘ ... -
S "
Y )
1O ‘aQ

Bild 12: Eine Schief3scheibe acht mal drehen und polar transformieren (Punkte nicht verbunden)
Datei Kreis-Banane-Wanderung3.pl2

Wie ging das anfangs: Kreis in Banane?

5 fl: u*cos(t)
" 2: u*sin(t)
; £3: fI43,£2+3  // der Kreis
1 f4: (f2+3)*cos(f1+3),(2+3)*sin(f1+3)
‘g 7 5 5 D 4 p 1 2 4 4 5 § &7 3 // die Banane
:2 Um den Kreis bzw. die Banane auszufiillen,
la lauft u von 1 bis 0, hier in 15 Schritten.
4
Bild 13
Zielsetzungen:

Das kleine Projekt ,,Vom Kreis zu Banane* fiihrt die Schiiler in die Verwendung von Polar-
koordinaten ein. Die Fallunterscheidungen mit den verschiedenen Kreislagen fithren zu {iber-
raschenden Ergebnissen und ermdglichen eine Systematisierung. Die Wahl anderer Objekte
fithrt zu weiteren unerwarteten geometrischen Formen, die sich auf andere Weise kaum er-
zeugen lassen. Damit erhoht sich auch der Vorrat der den Schiilern bekannten Gebilde.
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AG 3 — Abbildungsfolgen

AG 3.1 Smily-Folgen,

Wenn man die Abbildung einzelner Objekte beherrscht, kann man leicht zu Abbildungsfolgen
iibergehen und dabei neue Eindriicke und Erkenntnisse gewinnen. Kiinstler haben diese Ef-
fekte lingst erkannt, indem sie oft ganze Scharen von Objekten installieren.

Spatenfeld im Braunkohlengebiet Haswand in Mailand

Diese Ausgangsidee wird hier mathematisch mit ,,Smily-Folgen* realisiert.

Ein Smily kann man sich aus einigen wenigen Objekten der analytischen Geometrie zusam-
mengesetzt denken: Kreise, Halbkreise, Strecken usw. Passende Laufbereiche fithren dann zu
,Families* von Smilies oder anderen Objekten.

Datei smily-Tabelle.pl2

Und so gehts: Laufbereiche

f1: cos(t)+u, sin(t)+v t 0 628 0.0628 100

£2: 0.1*cos(t)+0.4+u,0. I sin(t)+0.5+v fiir Augen und l\gund kleineres Intervall
u -5 5 5

3: 0.1*cos(t)-0.4+u,0.1sin(t)+0.5+v
f4: 0.4*cos(t)+u,0.4*sin(t)-0.1+v
5: 0.4*cos(t)+u,0.4*sin(t)-0.5+v

v -3 3 2 3

Aufgabe:
Erldutern Sie die Terme. Was leisten sie?
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75§‘§2§§§‘§s7agmnu
2
5

Aufgabe: Bildvariation — wie kdnnte das erfolgt sein?

Ui ofur iU iUr 0y iU RIS FES SIS X
Ui ofur fr iUr 0 iU RIS SIS SIS ¥
oo O B O 8 eJ e Fe F P
T g Al At qh i 3 BF DF D

3.2 Folgen von Drehstreckungen

Das folgende Bild ist mein personliches LOGO. Abgesehen von seiner hdaufigen Verwendung
in unterschiedlichen Situationen (auf Biichern, Visitenkarten, ...) diente es auch als Grundlage
einer Abituraufgabe zur Abbildungsgeometrie — die Problematik kann im Rahmen eines Line-
are Algebra - Analytische Geometrie-Kurses behandelt werden.
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%rbild-

Ellipse

Bild a, gezeichnet mit ANIMATO

Aufgabenstellung:

Die Anlage enthélt eine Graphik, erstellt mit dem Thnen bekannten Funktionenplotter / Ani-
mationsprogramm, sowie Daten zur Erstellung der Graphik. - Erldutern Sie die Graphik und
ihren Entstehungsprozess unter Aspekten der Abbildungsgeometrie. (ca. 30")

Hinweise:
e Beginnen Sie mit der Beschreibung der Ausgangsellipsen (diese jeweils farbig markie-
ren).

e Notieren Sie in Threr Bearbeitung Terme und Bausteine in der iiblichen mathematischen
Notation (Matrizen usw.).

e Strukturieren Sie Thre Erlduterungen durch geeignete Nummerierungen der betrachteten
Aspekte.
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Hinweis: Es wurde nacheinander, also nicht simultan gezeichnet.

f3 fl1"n*cos(n*f2)
4 f1”n*sin(n*f2)

f5 2cos(t)+2

6 sin(t)+3

7 £5,16

f8 3(u)f5-f4(u)fo, f4(u)f5+3(u)fo
19 f4(w) £5+13(u) 16,3 (u) 5-f4(u)f6

Die Laufvariablen wurden folgendermaflen gewéhlt:

t 0bis 6.28 30 Werte;

ubzw. n

1 bis 100 Schrittweite 1

Die Erlduterung der Losung erfolgt hier durch einen Auszug aus dem Erwartungshorizont der

damaligen Abituraufgabe.

Aufgabenteil , Losungsskizzen, Erwartungen

Bewertungseinheiten, Anforderungsbereiche,
Erlduterungen

fl 0.98
£ pi/30

Streckfaktor
Drehwinkel 6°

fl1*n*cos(n*f2) 0.98"n*cos(n*6°)
4 fl1*n*sin(n*f2) 0.98"n*sin(n*6°)
Drehstreckmatrix, Elemente (1,1) und (2,1)

f5 2cos(t)+2
fo sin(t)+3
7 15,16

Urbild x-Wert

Urbild y-Wert,

um vx=2, vy=3 verscho-
bene Ellipse

8 f3(u)fS-fA(u)f6, fA(u)fS+3(u)f6
9 fA(u)FS+H3()F6, £3(u)F5-fA(u)f6

Matrix
D™ * Urbild, [[f3, -f4][f4, f3]] * Urbild

AB1 AB2 AB3

Fiir die Erlduterung der Zeichnung sind ca. 30
Minuten vorgesehen. - Es handelt sich um die
Drehstreckung einer Ellipse (f7) mit Hilfe der
ersten 100 Potenzen der Drehstreckmatrix D
0.98"n*[[cos(n*6°), -sin(n*6°]

[sin(n*6°), cos(n*6°]]. Die Schiiler
erkennen das aus dem gegebenen Plot-Programm
in Verbindung mit der Abbildung und beschreiben
die Auswirkung in Textform unter Benennung der
Terme und der Verkniipfung der einzelnen Pro-
grammelemente.

Hierfiir werden insgesamt 12 BE vergeben

4 BE, AB 1 fiir Erkennen grundlegender Elemente
5 BE, AB 2 fiir Erkennen der Zusammenhdnge

3 BE, AB 3 fiir schwierige Zusammenhdnge, wie
eigenstindiges Erkennen, welche Auswahl von f1
bis f9 hier gezeichnet wird, worin sich f9 von f8
unterscheidet, warum die Ellipsen immer kleiner
werden
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Die folgenden vier Abbildungen dokumentieren den Ablauf der Animation mit einigen Zwi-
schenergebnissen. Schoner ist es natiirlich die Entstehung von Bild b zu sehen.

Bild ¢

Bild d

D

m

2,

Bild ¢

Bild f
Variationen
fl 0.98 Streckfaktor Leichte Anderungsmaglichkeit
2 pi/30 Drehwinkel 6° Leichte Anderungsmoglichkeit

3 fl1*n*cos(n*f2) 0.98"n*cos(n*6°)
4 fl1*n*sin(n*f2) 0.98"n*sin(n*6°)
Drehstreckmatrix, Elemente (1,1) und (2,1)

5 2cos(t)+2 Urbild x-Wert

fo sin(t)+3 Urbild y-Wert,
f7 5,16 um vx=2, vy=3 verscho-
bene Ellipse

8 f3(u)fS-FA(u)f6, fA(u)fS+3(u)f6
9 fA(u)FS+H3()F6, £3(u)F5-fA(u)f6

Matrix
D™n * Urbild, [[f3, -f4][f4, f3]] * Urbild

Leichte énderungsméglichkeit
Leichte Anderungsmoglichkeit
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Experimentieren

Autoreifen, man setzt f1 auf 1 Ellipsenviereck, f1: 1, f2: pi’2

Trompetenfische, siche fl und f4 fl: 1

2: pi/30

3: f1”n*cos(n*f2)

f4: f1*n*sqrt(n*f2)

5: 2cos(t)+2

f6: sin(t)+3

18: 3 (u)*f5-f4(u)*£6,f4(u)* f5+3(u)*f6
f10: f4(u)*£5+3(u)*16,f3(u)*£5-f4(u)*f6

:0.99

1 pi/3

: f1”n*cos(n*f2)

: f17n*sin(n*f2)

: 2cos(t)+2

: sin(t)+3

: B3(u)*£5-f4(u)*16,f4(u)* £5+{3 (u) *fo
f10: f4(u)*£5+3(u)*16,f3(u)*£5-f4(u)*{6

Fingernigel

BRARBI =

Forschungsfeld

Wie die Beispiele zeigen ist eine Fiille weiterer Variationen mdglich. Damit ist die Thematik
bestens fiir ein Projekt sowohl in der Analytischen Geometrie (speziell Abbildungsgeometrie)
als auch in der Analysis (Potenzen von Funktionen) geeignet.
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3.3 Mehrfache Abbildung eines Objekts mit einer stochastischen

Matrix - Matrizenpotenzen

diesem Fall auf den Einheitskreis - untersucht werden.

Stochastische Matrizen haben nur Elemente aus dem Intervall [0,1] und die Summe
der Elemente jeder Zeile muss gleich 1 sein. Stochastische Matrizen sind die Grundlage
fiir Markow-Ketten, fiir die es zahlreiche Anwendungen gibt.

Die Potenzen stochastischer Matrizen sind lohnenswerte Untersuchungsobjekte. Hier
soll die Anwendung einer stochastischen (2,2)-Matrix auf geometrische Objekte - in

(cos(t) sin(t)) * (0 421 3 Zj =(0,4cos(t) + 0.2sin(t)  0.6cos(t) + 0.8sin(t) )

1 :-' =
P;E| T T ey |F'r'~-;|r-11IIIT e ]
Blcosit) =intl] =+ ek [cosCt) s=sin(t)]
a -a+ 17"
.[b - 1] *stomla, b, n) Oorne

mak-stoml.4,.2,1)

[.d-cosit)+ . 2-=sinlt) & -cos(tli+ .2 -=irp
m_ 4. i:-:-E.I:t:l+ 2 sinlit:l-}xtilit:l Oorne
Oorne

K S-sinfty 3+ gbZ20 R

MAIN EAD AUTO fEQ 1/E

Definition des Einheitskreises

Definition der n-ten Potenz sto-
chastischer Matrizen

Der Einheitskreis wird mit der
stochastischen Matrix

[0.4 0.6

abgebildet.
0.2 0.8

[TEIEF.:FJN eie] o [Billstaieln .. |
aFLOTE

“yt.1= 51r'||:t:|

“whZ=.d4 -cos(ti+ .2
_.E--i:-:-E.I:t:l+ .2

-=inctl
-=inCtl

xt1<{tr)=cos<{t>

MAIN EAD AUTO FRE

Speichern im y=-Fenster, Einstel-
lung ,,parametric*
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r {—|2FDEJM Tr*ai:e EeEr‘aph Fas’r:h DE‘E;LJ]T F:?T ]

Der Einheitskreis und sein Bild
unter Verwendung der Abbil-
dungsgleichung

\Q_/ 0.4 0.6
(cos(t) sin(t)) * .

0.2 0.8

MAIN EAD AUTO FRE

Aufgabe:

) ) D .. ) . (0.4 0.6
Bilden Sie den Einheitskreis mit der 2.Potenz der stochastischen Matrix 02 0.8 ab, dann
mit der 3.,4. Potenz. Benutzen Sie diesmal die Abbildungsgleichung

' 0.4 0.6 t
(X j = [ j* [C.OS( )j , hier also Matrix * Objekt.

y' 0.2 0.8 sin(t)

Xl
Mit diesem Ansatz ergibt sich zunéchst flir [ ’
y

1 Fer Fzw |_ FH™ FE FE 1 Fer 3 FE~ |7
- Elﬁlgebr‘a Calc Dther‘lF‘r‘ngDlClear‘ a-z... |~r ElznamlTr‘acelReEr‘aph|Nath|l:lr*au|v |
.2 .zl .

[.2 .2
m[cos(t) sin(ty]! [Zfigt; K ij\

.['; 'g]-[cngit) cinctyl’
B [.4-5-35(t)+.5-5in(t)'
L2rcositi+ L 8-sinltl]

|r~1n|r«| FAD_AOTO FAE__ =/=0 MAIN FiAD AUTD FhFi

Rechnung und Zeichnung fiir die Potenzen
Das CAS liefert uns die Potenzen der stochastischen Matrix auf folgende Weise: Wir benut-
zen den oben schon definierten Baustein

b 1-b
a=04,b=0.2,n=2(34,5,) auf:

1-—
(a aj “n bzw. [[a,1-a][b,1-b]]*n - stom(a,b,n) und rufen den Baustein fiir
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e a Fzw Fy= FE FB
| |Fllge-br'~alllali: Dther*TF'r*ngDTClear* a—z...]

i

E Al gebr‘a I:a 1 i:TIIIther* |F'r'~gr-1 I IIITI: 1 ear‘ a-z..

I.l'-'l 1—|'_'nJ SO 3, I, 11 TTTE
mctaoml.d, .2, 2 [ <28 T2 Berechnung der Matrizenpo-

24 LFE] tenzen von
296 L 74 0.4 0.6

u +- [ 4 am 2 a 3 : : _

stom ] [ 248 752 [0'2 0.8} mit Hilfe des Bau
ctoml .4, .2, 40 [ 2312 7488 steins storn(a,b,n).

2496 . 7a04 ] Hier wurde n=2,3,4 gewihlt.

stom<0.4.0.2.5>
HAIN KA ALUTO FUHLC 4/30

S VR . T
| 2496 . 7sme) oSt sinttl]

[.2512-131:-5(*.,:! +.7488 sinCt)
295 cosCh) + L P304 - sinct)
L 2A1E - cosCt) + V4SS sinct) » b 1Ck)

'Wir wenden das Ergebnis von
stom(0.4,0.2,4) auf den Ein-
heitskreis (cos(t), sin(t)), trans-
poniert, an.

Die x(t)-Komponente wird in

AFLOTE
“wt1=.2912 - cos(tl+ . 7488 -sint)
“ytl=,2496 -cos(t) + . 7304 -sin L)
“wt2=cosit)
“ytZ=sinit)
*t3=ll
utS
gE
=
#*t5=
gt.5=
®xt3ICtD=

MAIN KAl AUTO FRE

Date xt1(t) gespeichert, die y(t)-
m 2496 cosctd + L 7S04 - sinch) # gh it Komponente in yt1(t).
Done
FMAIM RAD AUTO FRE 7/0
F4 L FE™ E N N
r {—Tz.:u:-m Edit| v A1 StgleT ..... T ] Die Zeichnung muss durch

Umstellung auf para-
metric vorbereitet werden
( ®mode, parametric).

Links sicht man den Zustand
des y= Editors mit den Pa-
rameterdarstellungen des
Bildes fiir n=4 und des Ur-
bilds, des Einheitskreises.

r {—TEF-:-EJN Tr*ace EEEPaph Hath D:-‘E;w]w I';:pT ]

-
/

MAIN KAl AUTO FRE

Ergebnis: Die Bilder werden
anscheinend immer mehr zur
zur Strecke!

Kann man diese Hypothese
bestitigen?
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Zur Bestitigung der Vermutung konnen wir z.B. noch hdhere Potenzen bilden und auf den
Einheitskreis wirken lassen. Rechnerisch! Denn eine Zeichnung nutzt nun nicht mehr.

1 v T_FAT FE F&
E Fllgebr*a I:ali: Dther*TF'r*ngDTClear* a—z...]
oo

m=tomd.gd, .2, 200 [cos(t) sir'u:t:l]T
[ 2T -cos(t)+ .73 - sindt)]

[ 23 cosit) + P53 sinch))
®stomi.d, .2, 30)-[cosit) E.ir'n:t:l]T

[« 23 cos(t)+ .73 sinCt)]
23 cosit)+ 73 sinct)

MAIM KEAD AUTO FAE __ 9/z0

r {—TE-:-DN Tr*aceTEeEr*aphTHath D:-‘E;w]w I';:pT ]

Fir hohe n Werte dndert sich
offenbar kaum noch etwas an
den Ergebnissen, was auf einen
Grenzzustand hinweist.

[AuBBerdem sind x- und y-
Komponente offenbar gleich.
'Wir haben es also nur noch mit
Punkten auf der Winkelhalbie-
renden y = x des
1./3.Quadranten zu tun.

MAIN KAl AUTO FUMC

Die Funktion

() = y(t) =
0.25cos(t)+0.75sin(t)

wird geplottet. Der Graph inte-
ressiert uns im Intervall [0,2 7T ],
denn wir suchen Minimum und
Maximum, um die Begrenzung
der vermuteten Strecke zu fin-
den.

Fiir den Einheitskreis lauft der Winkel t von 0 bis 2p.

|-1 | ' ss e T T“s *TF'r*ngIIIT,-. oF .5:--::..]

B 25 -cosit)+ . F‘S sincty + £t
- (F L) TS cos(t) - .25 sinlt)

L (F01) » FLCH) Dore

msoluve(fliti=0,L |02t and & 22 m)

4 t=4.39064 or L =1,.249035 or t = -1.8%
BEr 2Aansy FAnSEg

MAIM KEAD AUTO FAE _ &/1F

Bestimmung der Extremwerte
von x(t) bzw. y(t) mit den
Hilfsmitteln der Differential-
rechnung,

Berechnung der t-Werte der
Extremwertkandidaten.
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viﬁ i ::u**T E ; i?: I:E?.E-.;::-E‘TPFFEIENIDF: 5.:5-5:5::*:E Gl
® 1. 24905

T FREEES

n fid, 39064)
=

et -, 25-coslt) - . 75 - sin(t)
dat
2

. 3t2|§+‘|:+,:uj 3 204 Done

m_rsq LW N Tl =4 hr S T | —allm |

'Wir lesen ab:

Fiir t=1.24905 ergibt sich der
maximale Wert f(t)=0.790569,
fiir t=4.39064 hat f(t) ein Mini-
mum, namlich -0.790569.

Die Ergebnisse stimmen gut mit
den Zeichnungen tiberein.

MAIN KAD AUTO FAR__G/19

|‘F1 T Fer ]’ Far ]’ Fur T FE F&

- E Algsbra|Calc|0ther |Pranl0|C]lear a—z...1
T Ta JoCT Y T ST
22 .

u 2I:F“I:t:l:l =25 -cos(t) - . FS-sindt)
dt.
a2

m = {FL)) # F20L) Do
at.

m 20124905 - FRESES

m 204 39054 « FAEHSED

Uberpriifung, ob es sich wirklich
um Extremwerte handelt, wieder
mit den Hilfsmitteln der Diffe-
rentialrechnung,

MAIM FAD HUTO FAE _18/:z0

Wir verdeutlichen den Vorgang wegen der besseren Auflosung des Bildschirms noch mit Hil-

fe von ANIMATO:

—1.4 —1.2
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Die Zeichnung bestitigt: Bei fortlaufender Abbildung des Einheitskreises mit der Matrix er-
gibt sich schlieBlich die Strecke PQ mit P(-0.790569,-0.790569), Q(0.790569,0.790569).

An dieser Zeichnung erkennt man noch zusétzlich, welche Kreispunkte auf welche Strecken-
punkte abgebildet werden - besonders eindrucksvoll in Farben wéihrend des langsamen Ent-
stehens der Zeichnung auf dem Bildschirm.

Bei der Abbildung von Figuren mittels Matrizenpotenzen konnen eindrucksvolle Bilder
entstehen, die die Bedeutung dieser Methode fiir die Computergrafik, etwa fiir Anima-
tionen verdeutlichen. Das wurde in Kapitel 3.2. auch fiir Drehstreckungen einer Ellipse
gezeigt.
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AG 4 Projekte mit Objekten der Analytischen Geometrie

PETRUS
KULTUR

Projekte

AG 41 Analytische Geometrie mit LOGOS - fachubergreifend

AG 4.2 Viele Kreise durch einen Punkt, Kreis — Ellipse - Ellipsenstapel

AG 4.3 Kugeln und andere Korper, die uns umgeben

AG 4.4: Programmieren: POVRAY-Kugeln und andere Objekte

AG 4.5 Netze — Maschen — Muster

AG 4.6 Teilverhaltnisse auf Dreiecksseiten, mathematische Entdeckungsreise -

AG 4.7 Abbildung komplexer Landschaften

AG 4.8 Ebenen — Ebenenausschnitte

AG 4.8.1 Ebenen mit DERIVE

AG 4.8.2 Strukturierung von Ebenen — Lagerhaus Barcelona

AG 4.8.3 Strukturierung von Ebenen — Modellierung eines Kunstwerkes - Kunst
mit Ebenenteilen
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AG 4.1 Analytische Geometrie mit LOGOS - fachiibergreifend

Tian"an men/Bejing/ CHINA
/ und U

Projekt: Logos und Design, siche unten

Projekt: Wirtschaft und Politik

PETRUS
KULTUR

Logo des Kulturkreises einer Kirche Logo: Musikinstrumente-Firma

LOGOS sind in unserer Umwelt weit verbreitet. Dankbare Objekte fiir den Mathematikunter-
richt sind z.B. Firmen-Logos, etwa von Autofirmen, die auch oft geeignete mathematische
Objekte aus der Geometrie enthalten. Fiir Logos bieten sich mehrere unterrichtliche Verwen-
dungsmdglichkeiten an, zum Beispiel:

e Vorgeben der Logo-Graphik, das Analysieren derselben, das Nachkonstruieren und ggf.
Andern der Graphik mit geeigneter Software

e Entwerfen einer eigenen Logo-Graphik unter vorgegebenen Bedingungen, etwa einem
,Auftrag® an eine Firma, die Logos anbietet (siche Internet!).
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Andeutung des fachiibergreifenden und Anwendungsaspekts

Firmen oder Werbeagenturen beauftragen iiblicherweise ausgebildete Graphiker oder eine
Designagentur mit dem Entwurf eines Firmen-Logos. So wirbt z.B. die ART-Webagentur Ber-
lin im Internet (http://www.art-x.de/firmenlogos.htm, aufgerufen am 20.10.2005) u.a. mit fol-
gendem Text fiir ihre Logo-Herstellung:

,,Wir entwickeln Thr Firmenlogo! Teilen Sie uns Thre Wiinsche mit und wir liefern die Ideen! Unsere studierten
Berliner Graphikerinnen entwickeln iiber 4 verschiedene Designvorschldge in jeweils 3-4 Varianten. Aus diesen
Ideen entsteht dann in sténdiger Absprache mit Thnen das finale Logo.

Was genau bekommen Sie fiir Thr Geld?

Im Logo-Preis enthalten sind: 3-4 Designvorschldge in jeweils 3-4 Varianten per E-Mail
e  Weiterentwicklung dieser Entwiirfe zum finalen Logo
e  Das finale Logo im Datei-Format JPG/JPEG fiir Internet und Word
e  Eine fertige Druckdatei im Format EPS/Postscript auf CD per Post
e  Die Exklusivrechte an der finalen Version Thres Logos

e 10 % Rabatt auf Erstellung und Druck Threr Geschéftspapiere

Wie ist der Ablauf bis zum fertigen Logo?

1. Sie stehen in direktem telefonischen Kontakt mit unserer Graphikerin.

2. Die Graphikerin fiihrt mit Thnen ein umfangreiches Briefing durch.

3. Die ersten Entwiirfe erhalten Sie nach ca. 3 Werktagen in verschiedenen
Farb und Stil-Varianten per E-Mail zugesandt.

4. Nach Absprache mit der Graphikerin wird aus den Entwiirfen eine von Thnen
gewiinschte Zusammenstellung in mehreren Varianten weiterentwickelt.

5. In Absprache mit Thnen entsteht daraus das finale Logo.*

Diese Ausziige aus der Werbung zeigen einige Aspekte der professionellen Entwicklung von
Firmenlogos, sieche auch http.//de. wikipedia.org/wiki/Firmenlogo.

Die nun folgenden Ausfithrungen konnen auch von den Schiilern erarbeitet werden.

Wir entwerfen ein Firmen-Logo
Grundlage fiir die Logo-Gestaltung ist eine Analyse des Istzustands der zu beliefernden Fir-
ma. Bei der Herstellung sollten folgende Aspekte beachtet werden:

1. Unverwechselbarkeit: Ein Logo transportiert das spezielle Firmen-Image und soll nicht
mit anderen Assoziationen besetzt sein.

2. Verstindlichkeit: Das Logo soll auf die Tétigkeit des Unternehmens hinweisen. Das kann
durch ein graphisches Symbol und/oder die Auswahl einer passenden Schrift geschehen.

3. Einpriagsamkeit: Was einfach ist, ist auch einfach zu merken! Erfolgreiche Firmen-
Zeichen wie z. B. die von Audi, Toyota und Nike sind so einfach, dass sie fast jeder auswen-
dig nachzeichnen kann.

4. Lesbarkeit: Wird auch mit Worten gearbeitet, sollten diese bei jeder Verwendungsart gut
lesbar sein. Das Logo muss auch auf einem Fax, als Stempel oder auf einem T-Shirt gestickt
noch gut erkennbar sein und gut aussehen.
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Das Toyota-Logo (Ellipsen)

Das Toyota-Logo nachkonstruieren

Die verwendete Mathematik: Geeignete Wahl eines Koordinatensystems, Ellipsenglei-
chungen in Parameterform, Verschiebung von Ellipsen, Berechnung von Bogenldngen von
Ellipsen, Ellipsenbaustein definieren mit mehreren Parametern, Ellipsen mit Bausteinaufru-
fen erzeugen, Durchfiihrung einer Termumformung von Hand.

Hilfsmittel: DERIVE oder entsprechende Software

Das Ausgangsbild:

RUBER

Bild a Bild b

Aufgabe 1
Bild b ist der erste Versuch einer mathematischen Modellierung. Erldutern und beurteilen Sie
diesen Ansatz.

Aufgabe 2

Erzeugen Sie das LOGO mit Computerhilfe. Benutzen Sie dazu passende Gleichungen (die
Lage des LOGOS auf dem Bildschirm bleibt Thnen tiberlassen). Skizzieren Sie Ihr Bild ein-
schlieBlich Koordinatensystem.

Aufgabe 3
Berechnen Sie die Bogenlidngen der drei Ellipsen.

Aufgabe 4

Entwickeln Sie einen Baustein fiir das Zeichnen vieler Ellipsen der im LOGO verwendeten
Art — Ellipsen-Achsen parallel zu den Koordinatenachsen. Wie konnte man auch Ellipsen in
anderen Lagen erzeugen?

Aufgabe 5

Bei der Rechnung zu Aufgabe 3 erhilt man u.a. die folgende DERIVE-Zeilen

a) INT(SQRT(DIF(8*COS(t),t)"2+DIF(6*SIN(t),t)"2),t,0,2*pi)

b) ;Simp(#4) ergibt 2*INT(SQRT(7*SIN(t)"2+9),t,0,2*pi)

Bestitigen Sie die vom Rechner durchgefiihrte Umformung durch ausfiihrliche Handrech-
nung.
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Losungen

Aufgabe 1

Der Schiilertext sollte die folgenden Aspekte enthalten: Koordinatensystem iiber das Bild ge-
legt zwecks analytischer Erfassung der Graphen, die Lage des Systems ist nicht optimal, An-

gabe einer besseren Lage, die Einflihrung eines KS mit gleichen Langen auf den Achsen wiir-
de das Bild transformieren und ist deshalb hier nicht geeignet.

Aufgabe 2
Am besten arbeitet man mit der Parameterdarstellung von Ellipsen. In DERIVE-6 —Notation
erhdlt man

#1:  [8-:COS(t), 6-SIN(t)]

#2:  [2-COS(t), 6:SIN(t)]

#3:  [5.5:COS(t), 3-SIN(t) + 3]

Auf groBBere Genauigkeit kommt es nicht an. Mit diesen Ellipsentermen kann auch spéter ge-
rechnet werden.

12
¥

10

10 12 14 16 18

Bild ¢

Aufgabe 3
Die Bogenlidngenberechnungen erfolgen hier mit DERIVE. Die Ellipsengleichungen waren:
[2*COS(t),6*SIN(t)], [5.5*COS(t),3*SIN(t)+3] und [8*COS(t),6*SIN(t)]

Die Formel fiir die Berechnung von Bogenldngen in Parameterdarstellung lautet

t2
1= .[ \/ (x'(t))* + (y'(t))*dt . Die Anwendung auf die drei Ellipsen ergibt:
tl

INT(SQRT(DIF(8*COS(t),t)"2+DIF(6*SIN(t),t)"2),t,0,2*pi)
;Simp(#4)

2*¥INT(SQRT(7*SIN(t)"2+9),t,0,2*pi)
APPROX(2*INT(SQRT(7*SIN(t)"2+9),t,0,2*pi),4)
;Simp(#6)

44.20
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APPROX(INT(SQRT(DIF(2*COS(t),t)2-+DIF(6*SIN(t),t)"2),t,0,2*pi))

;Simp(#8)

26.72978644
APPROX(INT(SQRT(DIF(5.5*COS(t),t)"2+DIF(3*SIN(t)+3,t)"2),t,0,2*p1))
;Simp(#10)

27.28422840

Damit erhidlt man fiir die drei Ellipsen folgende Bogenlédngen

Ellipse Bogenlénge in Lingeneinheiten
[8*COS(t),6*SIN(1)] 44.20

[2*COS(1),6*SIN(1)] 26.73
[5.5*COS(t),3*SIN(t)+3] 27.28

Aufgabe 4

Insbesondere an der Gleichung [5.5*COS(t),3*SIN(t)+3] erkennt man, welche Form der Bau-
stein haben muss. Es wird definiert

Ellipse(a,b,c,d):= [a*COS(t)+b, c*SIN(t)+d]. Dann liefert der Aufruf Ellipse(5.5, 0, 3, 3)
gerade die 3. Ellipse, siehe folgende Tabelle.

[8*COS(t),6*SIN()] Aufruf  Ellipse(8,0,6,0)
[2*COS(t),6*SIN(t)] Aufruf  Ellipse(2,0,6,0)
[5.5*COS(),3*SIN(t)+3] Aufruf  Ellipse(5.5,0,3,3)

Auf diese Weise erzeugt man beliebige Ellipsen mit Achsen, die zu den Koordinatenachsen
parallel sind. Andere — schrig liegende — Ellipsen, kann man Drehung des obigen Typs erhal-
ten. Das kann unter Verwendung von Drehstreckmatrizen geschehen

o+ [C,OS(“) —sin(u) j , k ist Streckzahl, u Drehwinkel.

sin(u) cos(u)
Aufgabe 5
Die Handumformungen kann man in DERIVE 6 auch mit ,,Vereinfachen — Rechenschritt*
nachvollziechen. Den Schiilern muss das nicht bekannt sein, fiir den Lehrer ist es eine zusatzli-
che Hilfe. Ist das den Schiilern doch bekannt — was methodisch durchaus einen Sinn macht —
ist es eben ein erneutes Uben fiir das AufschlieBen einer Black-Box.

Eine weitere Aufgabe, die die Zusammenhdnge zwischen Kreis und Ellipse verwendet, kdnn-
te sein: Bei dem folgenden Bild wurde die grof3e Ellipse offenbar auf einen Kreis abgebildet.
Welche Koordinatentransformation leistet das? Wie hei3t die Gleichung des Kreises?
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Bild d

Bild ¢

Weitere Aufgaben: Die Toyota-Ellipsen lassen sich auf verschiedene Weise variieren.

Eine Animation des Logos unter Verwendung von ANIMATO

Bild f: Datei: Toyota-Logo mit Hintergrund.pl2

Auftrag: Der Modellierungsvorgang soll schrittweise graphisch verdeutlicht werden.

Bild g: Die Hintergrundfolie ,,wegziehen*

Die experimentelle Arbeit

f2: -1,t // Schritt 1, Wahl der y-Achse
f3:t,-3 // Schritt 1, Wahl der x-Achse
f4: 5.3*cos(t)-1, 3.4*sin(t)-3

/I Schritt 2, Modellierung Ellipse 1 (grof3)
5: 1.1*cos(t)-1, 3.12*sin(t)-3

// Schritt 3, Modellierung Ellipse 2

6: 4.3*cos(t)-1, 1.7*sin(t)-1.3

// Schritt 4, Modellierung Ellipse 3

Als erstes wird das Foto des Toyota-Logos in den Hin-
tergrund gelegt. Danach konnte die experimentelle Ar-
beit mit der Wahl eines geeigneten Koordinatensystems
beginnen und wie links gezeigt schrittweise fortgesetzt
werden.

Kompetenzen:

e Kennenlernen der Ellipsengleichung in Para-
meterdarstellung, Anwendung in experimen-
teller Arbeit

e Umgang mit der Software wird gefestigt
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AbschlieSend zur Idee des Logos einige Anregungen fiir mathematische Logos

EL

Uhren-Meier
seit 1850

Bild h: Logo einer Uhrmachers  Bild i: Logo eines Blumenladens

Bild j: Logo fiir das Sinus-Projekt

Ihr Logo

bei D-L /

N

Berliner Briickenbau BBB

Badminton

Bild k: Designer-Logo Bild I: Logo fiir Briickenbau-Firma

Zusammenfassung

Bild.m: Fir Badminton-Center

Bei einem Projekt mit der hier geschilderten fachiibergreifenden Projektidee erwirbt der
Schiiler diverse mathematische, aber auch auBermathematische Kompetenzen.
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AG 4.2 Projekt: Viele Kreise durch einen Punkt
Kreis — Ellipse - Ellipsenstapel

Die Ausgangsaufgabe ist leicht zu verstehen, sie hat viele Bearbeitungsmdglichkeiten (beson-
ders mit dem Computer), regt zu kiinstlerischen Bildern an und ist vielfdltig variierbar z.B.
beziiglich der gewéhlten Objekte und anderer Parameter. Sie vermittelt viel Mathematik und
sie macht einfach Spal3, weil man so schon experimentell arbeiten kann. Das Problem ist ge-
radezu ein Musterbeispiel flir die Moglichkeiten dieser Arbeitsweise mit Hilfe von Mathe-
matikprogrammen.

Das Ausgangsproblem:
Zeichne sehr viele Kreise durch den Punkt P(4,3).

Das wird auf verschiedene Weise gelingen (auch von Hand), aber nun gibt es viele Fortset-
zungsmoglichkeiten.

Erste mogliche Fortsetzung

Wenn man das Ausgangsproblem beherrscht (z.B. wie in Bild 1), kann man u.a. dazu iiberge-
hen, sehr viele Kreise auch noch durch andere Punkte zu zeichnen. Dann kann z.B. das Bild 2
entstehen. Bild 3 vereint gleich vier Losungen des Ausgangsproblems.

Bild 1: Ein experimenteller Weg vom Einheitskreis
zum Kreisbiischel durch P(4,3).

An Ende der Experimente kann z.B. folgende elegan-
te Losung stehen (Zwischenschritte sind hier nicht
dokumentiert, auler dem Einheitskreis bei f3):

i
s
S

Fary

L

ity
i

ety g

fl: a*cos(t)+b

f2: a*sin(t)+b

Kreisbaustein, a Radius, b Verschiebung
3: £1(1,0),2(1,0)

| Einheitskreis als Ausgangskreis

SRR
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5 Zielpunkt, hier sollen alle Kreise durchgehen
...... - fll: fl(u,u+4),f2(u,3)

Viele Kreise durch (4,3), u von 0 bis 5, Schrittweite
0.1

f12: ut4,3

Die Mittelpunkte wandern auf y=3

Bild 1
Mit dem Programm ANIMATO kann man diesen
Weg animiert darstellen.

Datei: Kreisblischel-1.jpg
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i

Bild 2: Kreisbluschel durch drei Punkte Bild 3: Vier Kreisblschel durch einen Punkt
- Moire-Bilder
Datei Kreisblischel-2.jpg Datei Kreisbiischel-3.jpg

Konstellationen wie in Bild 2 konnen die Schiilerlnnen zum Erweiterungsthema ,,Moire-
Bilder* fithren, Bild 3 zeigt die Vielfalt von Losungen der Ausgangsaufgabe — und es gibt
weitere Losungen.

Allgemeine und speziellere fachliche Kompetenzen

weitgehend eigenverantwortlich und kooperativ arbeiten.

Ausbau von Losungskompetenz

Entwickeln der Werkzeugkompetenz

Entwickeln von modularen Kompetenzen, Verallgemeinerungen

Schulung der Kreativitdt, Aufgabenvariation, experimentelles Arbeiten mit der

Software, Beachtung dsthetischer Aspekte

e Erkennen von Verkniipfungen zu anderen Bereichen, Moire-Bilder, Entdecken
neuer Funktionstypen

e Entwerfen von Animationsstrategien

e Uben an vielfiltigem Material, Umgehen mit den gingigen Funktionstypen, aber
auch mit anspruchsvolleren ggf. neuen Typen

e Handlosungen mit Computerlosungen vergleichen

e Nutzen der Konzepte: Mehrfachanwendung, Arbeiten mit Modulen, vergrof3ern,
verkleinern

Eine besondere Relevanz gewinnt die Problematik durch die herausfordernden experimentel-
len Arbeitsmoglichkeiten mit unterschiedlichen Relationstypen, auch mit unterschiedlicher
Software. Dazu kommen die sich sofort anbietenden Aufgabenvariationen, die dann ein wei-
tes Feld von Mathematik erschlieen kdnnen.

Auch algebraische und analytische Kenntnisse und Féhigkeiten kommen dabei immer wieder
zum Tragen, etwa bei der Berechnung von Abbildungen wie Drehungen, z.B. mit Matrizen.
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Einige Ansatzpunkte werden deutlich in der folgenden Abbildung

Aspekte einer Unterrichtseinheit zum Thema

Zeichne sehr viele Kreise durch den Punkt P(4,3)

Mehrere Lésungen suchen

Aufgabenvariationen

Variation des Objekts
Geraden, Parabeln, Ellipsen, Sinuskurve,
Lissajous-Kurven usw.

Kunstbilder erstellen durch Ausnutzen von
Programmoptionen
Farbe, Linienstarke, Geschwindigkeiten,
Definitionsbereiche, Laufberei-
che,vergroRern, verkleinern

A

Vom Kreis zu Ellipse

A) Konstruieren

Verlauf durch 2
oder noch mehr
feste Punkte

Die Lésungen mehrfach
anwenden, allgemeine
Lésung anstreben

.| Animationen entwerfen und realisieren
L

Bild: Datei Kreis-zu-Ellipse.pl2

Aufgabe
Das Bild zeigt, wie man von einem Kreis (hier dem Einheits-
kreis) konstruktiv zu einer Ellipse kommt.

a) Erldutern Sie den Weg und konstruieren Sie auf diese Weise
eine Ellipse.

b) Der Kreis ist gegeben durch x(t) = r*cos(t), y(t) = r*sin(t).
Leiten Sie eine Gleichung der Ellipse her.

Hinweis: Fiir die Bearbeitung der Aufgaben konnen die Ein-
gaben zur Bilderzeugung helfen, siche unten!

Zur Erzeugung des Bildes wurde eingegeben:
f1: cos(t), sin(t)
f2: cos(t), 2/3*sin(t)

f3: cos(1.1),sin(1.1),0,0,cos(1.1),sin(1.1),cos(1.1),0,cos(1.1),0,0,0
f4: cos(0.7),sin(0.7),0,0,cos(0.7),sin(0.7),cos(0.7),0,cos(0.7),0,0,0

),
5: cos(0.7),2/3*sin(0.7),co0s(0.7),2/3*sin(0.7)
f6: cos(1.1),2/3*sin(1.1),cos(1.1),2/3*sin(1.1).
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B) Rechnen und zeichnen

............
. *e
. .
. te
.

‘e .
"""""
.........

Datei: Abb-mit-Matrizen-1.pl2

f1: cos(t)+2
f2: sin(t)

f3: 1.5*f1-1*f2,0.6*f1+1*f2, f1,f2
f4: f1,f2
f5: 1.5*1-1*f2,0.6*f1+1*f2
in Matrizenschreibweise:
1.5 -1 . cos(t)+2
0.6 1) |sin(t)

Aufgabe: Erlidutern Sie Bild und Rechnung

C) Ellipsen-Stapel

f1: 2cos
f2: 2cos
f3: 2cos
f5: 2cos

(t)+5,sin

(t)+5,sin

(t)+5,sin

(t)+v,sin

In f5 [auft u von 0.1 bis 6, Anzahl 20
v von 9 bis 21, Anzahl 4

Auf dem Weg zum Zylinder = siche einige Seiten
weiter!

D) Eine Uhr aus Kreis und Ellipsen — und Variationen

Bild: Datei Kreis-Uhr.pl2

f1: a*cos(t)+b

f2: a*sin(t)+b

3: £1(3,0),f2(3,0)

f4: £1(0.2,2.5*cos(u)),
5: 1(0.1,0),f2(0.1,0)
f6: 0,0,0,2.5

f9: 0,0,1.5,0

f2(0.3,2.5*sin(u))

Wenn man die Anzahl der Kreispunkte verringert, z.B. auf 8 oder 3, und auch bei den Ellip-
sen andere Anzahlen nimmt, kann man weiter variieren und abstrahieren.
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Bildseite — Aufgabenvariationen

Rechtecke, Strecken, Sinuskurven, Vierecke

Viele Rechtecke durch den
Punkt (1,1),
Drehungen

Datei
Viele Vierecke-Drehung.jpg

% _

Viele Strecken durch vier
Buschelpunkte, vereint zu
einem Kunstbild
Steigungen verédndern

Datei
Viele Geraden.jpg

Viele Sinuskurven durch
(0.1), Drehungen

Datei
Viele Sinuskurven.jpg

Viele Vierecke,

Scherungen eines Recht-
ecks mit zwei festen Punkten
P(1,1) und Q(4,1)

Datei
Viele Vierecke-Scherung.jpg
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AG 4.3 Projekt: Kugeln, die uns umgeben — andere Korper

Eine Fotosafari mit der Suche nach Ku-
geln in der Umgebung Ihrer Wohnung
kann zu vielen Anregungen fiihren!

Aufgabe:
Geben Sie Kugelgleichungen fiir die in Bild a gezeig-
ten Kugeln an.

Bild b: Kunst mit Kugeln und anderen Objekten
(Pinakothek der Moderne, Miinchen)

Aufgabe: Kennen Sie Formeln fiir die Objekte?
Modellieren Sie die Objekte m.H. des Programms
POVRAY

Bild c: Kugel (Kunst am Aa-See, Miinster)

Aufgabe: Geben Sie eine Gleichung fiir die untere
Halbkugel an.

Bild d: Kugeln (Kunst am Spreeufer, Berlin)
Aufgabe: Nehmen Sie das Bild als Hintergrundbild

- 2y » Q.’f.' pbet 2 ~

Bild e: Billard

Aufgabe: Bearbeiten Sie das Thema

und farben Sie die Kugel m.H. von Gleichungen gelb. | | Kugelwege auf dem Billardtisch*
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Modellierung: Kugel am Spreeufer ( Bild d)

f1: x Hilfsgerade am Anfang der Mo-
dellierung

f2: 3.55cos(t)-3.2,3.55sin(t)-2
f3: u*cos(t)-3.2,u*sin(t)-2

f4: 3.55c0s(5.6)-3.2, 3.55sin(5.6)-2,
3.55c0s(10.1)-3.2, 3.55sin(10.1)-2

f5: u*cos(5.6)-3.2, u*sin(5.6)-2,
u*cos(10.1)-3.2, u*sin(10.1)-2

Datei:
Kugel-Spreeufer-Modellierung.pl2

Bild d1: Modellierung der Kugel Bild d mit ANIMATO

1) Hilfsgerade zeichnen, Bildausschnitt wahlen
(hier y von -10 bis 10, x von -15 bis 15)

2) Einheitskreis einzeichnen, dann Kreisgleichung
experimentell andern bis duere Umrandung der Kugel
erreicht, Term bei f2

3) Term bei f3 fillt die Kugel zu einem groen Teil aus
(gelb), wobei t von 5.6 bis 10.1 (Bogen) lauft
(Kugel ist unten abgeflacht). u lauft von 3.55 bis 0.

4) Es bleibt ein Kugelteil ibrig. Dieses wird gefillt mit
Strecken, zunachst mit f4 (unterste Begrenzung)

5) Dann weitere Fillung mit f5 (grau),

u wie bei 3) bzw. bei 3.

Kugeln als Weihnachtsdekoration - von der Kugel zum Ellipsoid
Kreise und Kugeln sind in der Regel auch in den Lehrpldnen zur Analytischen Geometrie

als Inhalte genannt. Die nachfolgenden mathematischen Uberlegungen gehen von einem Foto
aus der Vorweihnachtszeit aus — von einer grof3en Kugeldekoration in den Berliner Arkaden.

Mathematik am Potsdamer Platz in Berlin

Sekundarstufe 2 Analytische Geomet- | Foto-Exkursion, Grup- | Arbeitsbogen 1
Mathematik und Kunst | rie: Kugeln penarbeit, selbstorga- |.Arkaden am Potsda-
nisiertes Lernen mer Platz"

Im Dezember 1998 unternahmen wir mit dem Mathematik-Kunst-Kurs (12. Klasse) eine Fo-
to-Exkursion zum neuen Potsdamer Platz. Sie sollte Fotos liefern, die mit Mathematik zu tun
haben. Mehrfach wurde die Weihnachtsdekoration in den Arkaden (einem groen Einkaufs-
center) aufgenommen. Hier eins der Fotos, das spéter von Karl und Katja wie folgt beschrie-
ben wurde (sieche unten).
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Bild 1: Ein Foto zur Weihnachtszeit 1998

Aufgabe 1:
Beschreibe das Foto, gehe dabei besonders auf die
mathematischen Objekte ein.

Aufgabe 2:
Informiert euch (Gruppenarbeit) dariiber, wie man
eine Kugel mathematisch beschreiben kann.

Aufgabe 3:
Wie kann man die unterschiedlichen Groen und
Lagen der Kugeln ,,in den Griff” bekommen?

Aufgabe 4:
Skizziere eine Erdkugel. Wie kann man die Lage
eines Ortes auf der Erdkugel festlegen?

Aufgabe 5:

Mit geeigneten Programmen (u. a. POVRAY -
siehe Internet) kann man Kugeln und andere rdum-
liche Objekte liberzeugend darstellen! — Informiert
euch dariiber! Eine Demonstration wére schon!

Von der Kugel zum Ellipsoid

Bild 2: Ein Foto zu Ostern!

Aufgabe 6:
Zu Bild 2 gibt es wohl Einiges zu sagen! —
Schreiben Sie einen mathematischen Aufsatz.

Bearbeitungsmoglichkeiten / Losungen

Zu Aufgabe 1

Von Katja und Karl: Auf dem Foto sind fiinf mathematische Objekte zu erkennen. Das Glas-
dach ist aus vielen rechteckigen Glasscheiben zusammengesetzt. die allerdings auf dem Foto
wie Parallelogramme aussehen. — Die zweite erkennbare Form sind Rechtecke, aus denen
die Fassade des im Hintergrund zu sehenden Hochhauses zusammengesetzt ist. — Die dritte
Form ist ein Zylinder. Er befindet sich am Glasdach und die Lichterkette ist an ihm befestigt.
Fiir ihn gilt, dass der Radius der Grundfldche und der des Deckels gleichgrofs sind. Der Zy-
lindermantel stellt die senkrechte Verbindung zwischen Grundfldche und Deckel dar. —
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Die vierte Form ist das Dreieck. Es ist der Teil des Glasdaches hinter den Parallelogrammen.
— Die Kugel ist die fiinfte mathematische Form, welche auf dem Foto zu erkennen ist. Sie
héingen in verschiedenen Groffen von der Decke in den Potsdamer Arkaden (nur in der
Weihnachtszeit zu bewundern!!!). Bei einer Kugel ist der Radius tiberall gleichgrofs.

Zu Aufgabe 2
Erdkugel:

: Kugeln wurden in den folgenden Kursstunden
ein wichtiges mathematisches Thema. Wie
kann man Kugeln durch Formeln beschreiben?

Legt man eine Kugel in ein rdumliches Koordinatensystem, so dass der Mittelpunkt im Koor-
dinatenursprung (0,0,0) liegt, dann lautet die

Kugelgleichung  x*+y?+z?=r?, r Radius der Kugel, Mittelpunkt ist (0, 0, 0).
Hinweis: Zum Beweis kann man den Pythagoras benutzen (Abstand der Kugelpunkte vom
Mittelpunkt).

Und wenn der Kugelmittelpunkt woanders liegt, z.B. im Punkt (a,b,c), dann gilt:
Kugelgleichung  (x - a)’+ (y - b)®> + (z - ¢)?> = r?, wobei r der Radius der Kugeln und
(a,b,c) ihr Mittelpunkt ist.

2
X—da

Vektoriell geschrieben erhilt man: | y—b | =77,

z—cC

Koordinatensysteme — Ebenen, Kugeln, Zylinder

Die folgenden Abbildungen zeigen, dass Terme in verschiedenen Koordinatensystemen
unterschiedliche Bilder ergeben.

In den drei Bildern werden die gleichen Terme r = 4 und r = -4 benutzt. DERIVE 6 stellt unter
auf der 3D-Grafikseite die Optionen ,,Einstellen®, , Koordinatensystem* (Auswahl: recht-
winklig, sphérisch, zylindrisch) zur Verfligung. Je nach Einstellung erhdlt man Ebenen, eine
Kugel, einen Zylinder.

Koordinatensystem zylindrisch,
=4

Koordinatensystém, rechtwinklig
=4 und r=-4 oder auch
=4 und z=-4

Koordinatensystem sphérisch
=4 oder auch z=4
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- N
Man kann auch innerhalb einer Koordinatensystem zylindrisch Koordinatensyétém zylindrisch,
Zeichnung die Koordinatensys- r=4 und z=4 z=4 und z=-4
teme wechseln (hier rechtwinklig,
sphérisch).

Hinweis: Einzelheiten zu den Darstellungen ,,Einstellen > Koordinatensystem* fiir 3D-
Grafik in DERIVES6 finden Sie in der Hilfe von DERIVE.

Auch Kugeln kann man schneiden — mit CAS-Hilfe

N N = | Aufgabe:
el X e o) a7 e SRl Man bestimme den Schnitt der
Fugelzi=(x-5)%+{y-2)+(z-3)%-36=0 x2 10ty %~ a2z’ -6z 2=0 Kugeln kugell, kugel2, kugel3.
Kugels:=(xra)2+{y-3)2+{z+2)?-50=0 xt4gucky -6zt arz-21=0 HlertI)St C;::S-Nutzung sehr
angebracht!
solve(.’wge?? and fugel2 and Mge!j‘,{xy,z}) ge ¢
{[e072-136) - /s074-4213) 23-/8074+1732 8074+136 /
= and y= and z= or x= and y=-* .
108 7 702 1404 108 7 Aufgabe:
- [s074-136) | -([s074-4213) o 22807441732 [so74t136 fsifrhclil'delr-[n S(lji d;n Rechenweg
xX= al = and z= or xXx= all =-
108 Y 702 1404 108 Y 1€ Handrechnung.
x=,427264 and y=5.87343 and z=2.70561 or x=2.09125 and y=6.12942 and z=-.238373 Ansatz:
©Die Kugeln schneiden sich also in zlwer' Punkten S1 und 52 kugell'kugelz b}lden,
kugel1-kugel3 bilden usw.

Bild: Datei Schnitt dreier Kugeln-Rechnung.tns

Zylinder und ihre Darstellung in DERIVE

Zylindrischer Bau in Frankfurt am Main

Zylinder in den Berliner Arkaden, Potsdamer Platz,
‘Weihnachtdekoration
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Zylinderflache 1

z"2 = (4-x"2), y beliebig
z = SQRT(4-x"2)

z =-SQRT(4-x"2)

Zylinderfliache 2

z"2 = (4-y"2), x beliebig
z = SQRT(4-y"2)
z=-SQRT(4-y"2)

Zwei Zylinder, die Terme stehen links

Parabolische Zylinder: Gleichung z = x2-2p*y

Die Gleichung stellt eine zylindrische Fliche dar, deren Querschnitt die Parabel x*2 = 2p*y
ist. Die Flache ist symmetrisch zur y-z-Ebene. Die x-z-Ebene ist Tangentialebene und beriihrt
den Zylinder in der z-Achse. Jede Ebene, die parallel zur x-y-Ebene ist, schneidet den parabo-

lischen Zylinder in einer Parabel.

A

Parabolischer Zylinder,
Eingabe DERIVE z = x"2+4y und z = x"2-4y

Elliptischer Kegel

Elliptischer Kegel: Diese Fliachen werden
2 2 2

durch die Gleichung X—z 5= 0 darge-
a- b” ¢

stellt. Fiir die Darstellung in DERIVE 16st man
nach z auf und hat dann zwei Wurzelterme
einzugeben. Die beiden ersten Briiche erinnern
an die Terme in der Ellipsengleichung und auch
Teile einer Kugelgleichung sind zu erkennen.
Fiir die Zeichung wurdea=2,b=3 undc=1
gesetzt. Damit wurden die Gleichungen

2 2 2 2

Xy Xy
= |(—+2-)und z=—,[(>—+2) be-
2=\ rg)u (G rg)ee

nutzt.

Die Fliche ist symmetrische zu den drei Koordinatenebenen, da ja zu jedem Wertepaar zweier
Koordinaten zwei Wert der dritten Koordinate gehoren, unterschieden nur durch das Vorzei-

chen.
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Rechnerische Anwendung

- Aufgabe:
expand| “+2 % —gand z=4and c=1 Zeigen Sie, dass der elliptische Kegel von jeder zur
G 22 afa 2 x,y-Ebene parallelen Ebene in einer Ellipse ge-
‘-""f”'i("l“’):o and 7=4 and ¢=1 schnitten wird.
a%ep?
2,2, 2(2 . ,2 2 .2 P .
expand| e du i [Giie) (} e, ):O ¥ 16=0 LOSllIlg.. . .
a%b? a b’ Interpretieren Sie dazu die CAS-Rechnung.
2 32 g2
expand| —+=—-——=0and z=4 and c=1 and a=2and b=3
opt o,
9'x2+4'(y2—144):0 and z=4 and =2 and 5=3 and ¢=1
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AG 4.4: Programmieren: POVRAY-Kugeln und andere Objekte

In einer Schiilergruppe, die schon Erfahrung mit Programmieren hat, kann man z.B. so
vorgehen:

1) Demonstration: Ein vorgefertigtes Bild (eine Szene) wird benutzt.

2) Interpretation: Der Bildinhalt soll gedeutet werden.. Dazu gibt man die Programmda-
tei, siche unten, und ldsst sie in Gruppenarbeit analysieren. Zum Beispiel konnen die
Schiiler zuerst die Kugeln identifizieren (Kompetenz: Vergleichen und Analysieren von
Bild- und Programmteilen). Weitere Analysen konnen durch Aufruf der Programmhilfe
erfolgen (Kompetenz: Dokumentation lesen lernen) — man kann auch einen Auszug der
Dokumentation in gedruckter Form vorlegen.

3) Kommunikation: Die Gruppenergebnisse werden referiert und eventuelle Versténd-
nisliicken ausgerdumt (Kompetenzen: Kommunizieren, Kooperieren, fachliche Kompeten-
zen erwerben).

4) Die Schiiler erstellen eigene Programme, z.B. Nachkonstruieren von Bildern, wie in
diesem Kapitel gegeben (Kugeln in den Arkaden usw.). Kompetenz: Entwurf und Pro-
grammierung einer POVRAY-Szene.

In einem verlangsamten Ablauf kann man den gleichen Weg auch fiir im Programmieren
unerfahrene Schiiler verfolgen. Man kann dabei z.B. Programmteile 16schen oder spiter
andere Teile hinzufiigen lassen und den Ablauf vom Editor {iber das Compilieren bis zum
Programmlauf gemeinsam durchgehen.

Das Programmieren ist dadurch sehr vereinfacht, dass fertige Module mit Parametern
zur Verfiigung stehen, wie (siehe Beispielprogramm)

sphere <8,7,5>,3
Kugel mit Mittelpunkt <8,7,5> und dem Radius 3,

cylinder <-18,0,0>, <18,0,0>, 0.03
Kreiszylinder Mittelpunkt des unteren Kreises, Mittelpunkt des oberen Kreises, Radius

Modulare Kompetenz:

Modulare Kompetenzen sind bei vielen Computer-Programmen und auch dariiber hinaus
sehr niitzlich und sollten unbedingt zum Mathematikunterricht gehoren. Entscheidend fiir
die sinnvolle Verwendung solcher Module (Bausteine) ist das Verstdndnis der Bedeutung
der notwendigen Parameter.
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Beispiel 1

Edit Search Text Editor Insert Render Options Tools  GUI-Extensions Help

D o P EeED DO D E

dew Open  Save  Close  Queue  Rerun  Hide Ini  Sel-Run Run Fause  Tray

Il

ssages I Changes.bxt I Revision, bxt I biscuit. pay I woodbox, pov I ZIPFLI.IMI I Klausur.pov  Klausur, poy |
#include "colors.inc”
camera
location <-14,1z2,-10>

|

J P POV-Win P Scene & Accessories POV Site S IRTC Site

12384, Noda] 7|

Took_at <S,4,5> T
sphere {¢-12,11,-9>,0.08
pigment {Blue}
finish {phong 1} +

light_source { <0, 50, 10 rgb 0.7 }
light_source { <-30, =20, -50> rgh 0.7 }
light_source { <20, 20, -20> rgb 0.7 %

CyTHNer{<8,0,55,<8,4,55, 6 CEZEE

piagment {rRed}}

sphere {<l4,0,02,0.3
pigment {Elue}
finish {phong 1} }
sphere {<0,14,0>,0.3
piagment {vellow}
finish {phong 1} }
sphere {<0,0,14>,0.3
pigment {Green}
finish {phong 1} +

sphere {<8,7,52,3
piagment {Elue}
finish {phong 1} }

cone {«8,4,8%,2,<8,14,55,0
piagment {Green};

cylinder{«z,0,5>,<8,14,5>,0.05
piagment {Magentall}

cylinder{<-18,0,0>,<18,0,0>,0.03
pigment {vellow};}
cylinder{«0,-1%,05,<0,15%,0>,0.03
pigment {vellowll
cylinder{«0,0,-158%,<0,0,15=,0.03
piagment {vellowl}

cylinder{«z,0,5>,<0,0,55,0.03
piagment {vellowl}

uk - = 'CHC-1 Tagung2004) MMU-Halle-2004-Mathematik und Kunstiklausur,brp! | L:1 Cil Ins l_

Module in POVRAY - ein Auszug aus der Programm-Hilfe:

Section Contents 3.4.1.9 Sphere
e 3.4.1 Finite Solid Primitives The syntax of the sphere object is:
o 3.4.1.1Blob SPHERE :
o 3.4.1.2 Box sphere
{

o 3.4.1.3 Cone <Center>, Radius

o 3.4.1.4 Cylinder [OBJECT_MODIFIERS v ]
o 3.4.1.5 Height Field }

o 3.4.1.6 Julia Fractal
o 3.4.1.7 Lathe
o 3.4.1.8 Prism

Where <center> is a vector specifying the
X, y, z coordinates of the center of the

o 3.4.1.9 Sphere sphere and Radius is a float value specify-
o 3.4.1.10 Sphere Sweep ing the radius.

o 3.4.1.11 Superquadric Ellipsoid
o 3.4.1.12 Surface of Revolution
o 3.4.1.13 Text
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Beispiel 2
Lernen und Anwenden von POVRAY

Man nehme ein fertiges Programm, fiihre kleine Anderungen durch, lasse es ,,rendern* und
studiere die Auswirkungen. Hierzu Beispiel 2:

Das Programm links ist gegeben, das Rendern ergibt Bild 1. Die kleinen Anderungen fiihren
dann zu Bild 2.

// Persistence Of Vision raytracer version 3.1
sample file.
/I File by Alexander Enzmann

global settings { assumed gamma 2.2 }

camera {
location <0, 0, -8>
direction <0, 0, 1.2071>
look at <0, 0, 0>}

Bild 1 zum Programm links

sphere { <0.0, 0.0, 0.0>, 2
finish { Zwei Anderungen

ambient 0.2 sphere { <0.0, 0.0, 0.0>, 0.5

diffuse 0.8

phong 1} pigment { color red 1 green 1 blue 0
pigment { color red 1 green 0 blue 0 }} 1

box { <-2.0, -0.2, -2.0>, <2.0, 0.2, 2.0>
finish {
ambient 0.2
diffuse 0.8 }
pigment { color red 1 green 0 blue 1 }
rotate <-20, 30, 0>}

‘ Bild 2 mit den obigen Anderungen
light source { <-10, 3, -20> color red 1 green 1

blue 1 }

Aus der Hilfe von POVRAY

A2.2.7.1 Transformations

The supported transformations are rotate, scale, and translate. They are used to turn,
size and move an object or texture. A transformation matrix may also be used to specify
complex transformations directly. Groups of transformations may be merged together and
stored in a transformation identifier. The syntax for transformations is as follows.
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TRANSFORMATION :
rotate <Rotate Amt> | scale <Scale Amt> |
translate <Translate Amt> | transform TRANSFORM IDENTIFIER |
transform { TRANSFORMATION BLOCK...}
matrix <Val00, Val0l, Val0Z2,
valli0O, valll, vallz,
valz0, valzl, valzz,
Val30, val3l, Vval3z>
TRANSFORMATION_BLOCK:
TRANSFORM_ IDENTIFIER | TRANSFORMATION | inverse
TRANSF ORM_ DECLARATION:
#declare IDENTIFIER = transform { TRANSFORMATION_BLOCK. o
#local IDENTIFIER = transform f{ TRANSFORMATION BLOCK. ..}

2.2.7.1.1 Translate

Items may be moved by adding a translate modifier. It consists of the keyword transiate
followed by a vector expression. The three terms of the vector specify the number of units to
move in each of the x, y and z directions. Translate moves the element relative to its current
position. For example
sphere { <10, 10, 10>, 1
pigment { Green }
translate <-5, 2, 1>
}

will move the sphere from the location <10,10,10>to <5,12,11>. It does not move it to the
absolute location <-5,2,1>. Translations are always relative to the item's location before the
move. Translating by zero will leave the element unchanged on that axis. For example:
sphere { <10, 10, 10>, 1
pigment { Green }
translate 3*x // evaluates to <3,0,0> so move 3 units
// in the x direction and none along y or z

}

Aus der Hilfe von POVRAY

First, we have to tell POV-Ray where our camera is and where it is looking. To do this, we
use 3D coordinates. The usual coordinate system for POV-Ray has the positive y-axis point-
ing up, the positive x-axis pointing to the right, and the positive z-axis pointing into the screen
as follows:

This kind of coordinate system is called a
left-handed coordinate system. If we use
our left hand's fingers we can easily see
why it is called left-handed. We just point
our thumb in the direction of the positive x-
axis (to the right), the index finger in the
direction of the positive y-axis (straight up)
and the middle finger in the positive z-axis
direction (forward). We can only do this
with our left hand. If we had used our right
hand we would not have been able to point
the middle finger in the correct direction.
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Beispiel 3
0.886 0.5 0.5 X 0
Verwendung der Matrixabbildung | 0 1 0 *ly|+] 1.5
05 0 -0.886) (z 0

// Matrix is an object transformation that does rotation about the Y axis,
// shear along the Y axis, and translation along the Y axis

matrix
<
0.886, 0.5, 0.5, // the first 3 lines form a rotation matrix
0, 1, 0, // since it is not orthogonal, shearing occurs
0.5, 0, -0.886,
0, 15,0 // the last 3 values contain the translation
>
// Persistence Of Vision raytracer version 3.1 sample file.

// File by Alexander Enzmann
global settings { assumed gamma 2.2 }

camera {
location <0, 0, -8> Kameraposition
direction <0, 0, 1.2071> Blickrichtung
look at <0, 0, 0> Blick auf Punkt

}

sphere { <0.0, 0.0, 0.0>, 2
finish {
ambient 0.2
diffuse 0.8
phong 1
}

pigment { color red 1 green 0 blue 0 }

}

box { <-2.0, -0.2, -2.0>, <2.0, 0.2, 2.0>
finish {
ambient 0.2
diffuse 0.8

}

pigment { color red 1 green 0 blue 1 }

rotate <-20, 30, 0>

}

light source { <-10, 3, -20> color red 1 green 1 blue 1 }
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Was macht die Verwendung von POVRAY fiir den Unterricht so wertvoll?

1) Fachliche Kompetenzen: Die in POVRAY moglichen Objekte erweitern die sonst in
der analytischen Geometrie der Schule iiblichen Beschrinkungen auf Punkt, Gerade, Ebe-
ne, Kugel um viele weitere in unserer Umgebung vorkommende, also realistische Objek-
te.

2) Interpretationskompetenz: Die Analysen von Programmen fiihren in diese Welt ein
und iiben das Lesen, Nachvollziehen und Verstehen von Problemlosungen.

3) Modellierungskompetenz: Eigene Entwiirfe von POVRAY-Szenen und deren Realisie-
rung machen die Thematik fiir Schiiler interessant und fruchtbar sowohl beim Modellie-
rungsprozess als auch durch die sofort mogliche Umsetzung der Entwiirfe.

4) Modulare Kompetenzen: Das Arbeiten mit Modulen wie ,,sphere® und den zugehdri-
gen Parametern ist libertragbar auf andere Computersoftware und bestatigt das in CAS-
Programmen {iberaus wichtige Konzept der vordefinierten oder selbstdefinierten Module /
Bausteine. Hier kann sich dann auch die Frage anschliefen, wie man die verwendete
Black-Box (das Modul mit seinen Parametern) 6ffnen kann zu einer White-Box.

5) Vernetztes Denken: Der Entwurf von Szenen flihrt zu ganzheitlichen Bildern, die sich
aus vielen Objekten zusammensetzen. Deren Platzierung im 3D-Koordinatensystem
schult das rdumliche Verstidndnis der Schiiler.

6) Fragen stellen, Probleme erkennen: Die experimentelle Arbeit mit dem System fiihrt
automatisch zu weiteren Fragestellungen und zu einer intensiveren Beschaftigung mit den
mathematischen Inhalten, aber auch mit den jeweils notwendigen Werkzeugkompetenzen.

An dieser Stelle ein Literaturhinweis zur Verwendung von POVRAY

Filler, Andreas:

Einbeziehung von Elementen der 3D-Computergrafik in den Mathematikunterricht der Sekundarstufe
Il im Stoffgebiet Analytische Geometrie (Habilitationsschrift).

edoc Dokumenten- und Publikationsserver der Humboldt-Universitat zu Berlin, 2007

http://www.ph-heidelberg.de/wp/filler/3dcg.html
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AG 4.5 Projekt: Netze — Maschen — Muster

Auch bei diesem Thema gibt es zahlreiche Ankniipfungsmoglichkeiten an die Lebenswelt.
Fischernetze, Tornetze, Netze zum Dekorieren, Ballnetze usw. liefern uns mathematische
Formen und umgekehrt konnen eigene Entwiirfe und Realisierungen (das wird hier der
Schwerpunkt) hergestellt werden. Auerdem sind an vielen Stellen fachiibergreifende Be-
trachtungen moglich (Kosten, Herstellung, Material, Anbieter usw.).

Werfen Sie zunichst einen Blick auf die Bilder.

Ty

Bild a: Fische fangen

e e————
SO Ldngein Anzgahl derMaschen 0 2

]

Y ,oderin Meter gestreckt gemessen '
= Eon o W A A
CORl 0 R
e D Y W W N
[ B e T A A
R
= DOOOOOAAOAAAAAANAAAAAAY Y
.............................
2 PO Y
— Netzblatt
8
4 ) x
£ h y P AR A SRR &Ta
<
el
&
2 i
= A A A A A T A A A AN,
"“""J'-.‘-"I'__'\‘__'If__'\__'\-'__'\r____'\-__'_ﬂ_'h:_'

Yo RV,
Bild c: Torschuss - Dreiangel

Bild d: Fu3ball-Tornetz

o |

Brate: 750m Chern: 1,00 m
Hite: 250m  Urten: 225 m

Bild e: Netze spannen

Bild f: Maschen konnen sich verschieben
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Eigene Netzmuster entwerfen

In diesem Abschnitt geht es um den Entwurf und die Erzeugung von Maschenformen. Netze
werden an vielen Stellen verwendet. Es gibt diverse Maschenformen — wir werden Netze aus
geometrischen Objekten erzeugen und dabei zwei Ansétze benutzen, die aber eng miteinander
verkniipft sind.

1) Gegeben ist das Objekt — das Objekt wird vervielfaltigt,

2) Das Netz entsteht durch ,,families* wie Geradenscharen, Kurvenscharen usw. durch deren
Schnitt miteinander.

Fiir diese Ansétze brauchen wir eine Software, die auf schnelle Weise Scharen erzeugen kann.

Vom Kreis zum Muster

Wir erzeugen einen Einheitskreis, dieser wird geeignet vervielfdltigt. Damit ist das erste Mus-
ter gewonnen. — Nun kommt als neue Idee dazu, dass man den Kreis nicht aus vielen Punkten
entstehen ldsst, sondern nur z.B. 4 Punkte nimmt. Es entstehen Quadrate. Mit diesem Ansatz
kann man nun eine Fiille von Formen entwerfen. Dabei kann man auch noch den Ausgangs-
kreis durch ein anderes Objekt ersetzen.

Damit ist im Unterricht wegen der zahlreichen Variationsmoglichkeiten und der Eigentétig-
keiten eine hohe Motivation der Schiilerlnnen gesichert und es werden vielfaltige Kompeten-
zen benutzt und ausgeweitet sowie neue Kompetenzen erworben (siche am Ende des Ab-
schnitts).

fl: a*cos(t) // Bei fl, £2 andere Terme
—> andere Muster
2: a*sin(t)
f3: f1(1),£2(1) // Kreis mit Radius 1
f4: f1(1)+u,f2(1)+v // Mustererzeugung durch
Verschiebungen des Ausgangsobjekts

| )

|Min |Max |Schritlw |Anzah\ | [ Defiritionsberzich wis vor Animalion
w0 B MR2RR W Purkte veibinden [
u (10 10 2 10 Geschwindighett {0 —I
v (4 g 2 3 Wartezeit 0 é

T 2 4[ 4]

Bild g: Datei Mustererzeugung 1.pl2 Laufbereiche fiir t, u und v. Hier sind {iberall leicht
Auf Wunsch kann das Koordinatensystem herausge- Variationen durchfiihrbar, die zu anderen Mustern
nommen werden. fithren.

Einige Variationen

55550000000 ISt anee
m@@@@m@@ I-IEI-IEI-I L L] ] I-IEI-IEI-IEI-IEI-I 3ag B}

-

ODQO@DD@DD@ '.'E'.'Eh' L 1Y) |.|E|.|E|.|E|.|E|.| Bol kel
ODQO@DD@DD@ I-IEI-IEIOI [ 1] I-IEIOIEI-IEI-IEIOI L LY L] )

LN NN NN N NN NN

Bild h, Anderung gegeniiber oben: Xt ......... 6 (statt Bild i, Anderung gegeniiber oben: x,t ...... 12 (statt 72),
72) Punkte nicht verbunden, fettere Punkte
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u passend wéhlen

A2)+b
7u)
u) 2

1

fl: a*sin(x
b

£2: f1(-
3: f1(1
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Bei dem zweiten Losungsansatz gehen wir von Scharen aus und lassen durch mehrere Scha-

ren Muster erzeugen.

R
i
i
A
.
R
R,
i
R
L,
.
i
A
AR
S,

2: a*sin(2t), sonst wie Bild g
Von zwei Scharen zum Muster
3: f1(-0.2,u), u passend wihlen

fl: a*cos(t)
fl: a*x+b
2: £1(0.2,u)

Bild |
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Was sind die hier angesprochenen mathematischen Kompetenzen, die geiibt oder neu
herausgebildet werden:

Die SchiilerInnen

konnen Netze modellieren,

konnen verschiedene Losungswege benutzen,

verwenden diverse Terme fiir Kurvenscharen, fiir einzelne Objekte,

iiben die Verwendung passender Definitions- und Wertebereiche,

konnen mit Modulen und ihren Parametern arbeiten,

konnen Abbildungen durchfiihren, z.B. das Verschieben

arbeiten experimentell,

benutzen Anregungen aus dem Internet,

prasentieren ihre Netze und die dahinter stehenden Entwurfsiiberlegungen.

Wie man oben sieht, ist die Anzahl der benutzten Terme iiberraschend gering (Verwendung
von Modulen mit Parametern). Zusammen mit den Einstellungen der Definitionsbereiche er-
geben sich so vielfiltige Variationen, von denen hier nur einige gezeigt werden konnten.
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AG 4.6 Projekt: Teilverhiltnisse auf Dreiecksseiten
- eine mathematische Entdeckungsreise -

Hinweise zur unterrichtlichen Verwendung des Themas

(A) Etwa in Klasse
8 kann man die Mit-
telpunkte der Drei-
ecksseiten kon-
struieren und tiber
die Mittelpunkts-
formeln berechnen
lassen. Diese kon-
nen dabei ggf. her-
geleitet werden.

(B) In Klasse 10
oder 11 ist das The-
ma ,,Folgen” rele-
vant. Die Entde-
ckungsreise ist eine
schone Anwendung
rekursiv definierter
Folgen.

(C) Im Analysiskurs
kann man zunéchst

wie in (B) vorgehen.

Anschlieend kon-
nen explizite Dar-
stellungen gesucht
und Grenzwerte
gebildet werden.

(D) Im Kurs ,,Ana-
lytische Geomet-
rie" kann es neben
den Teilpunktbe-
rechnungen um die
Schwerpunktbe-
rechnung gehen.
Aullerdem kann
mit anderen Teil-
verhiltnissen expe-
rimentiert werden.

(E) Grafische Dar-
stellungen sind z. B.
im CAS oder mit
ANIMATO schon in
(A)-(D) erwiinscht.
Zusitzlich kénnen
diese unter dem As-
pekt der Computer-
grafik gesehen und
moglicherweise pro-
grammiert werden.

Die Entdeckungsreise fiir die Sekundarstufe 2 zielt insbesondere auf folgende Aspekte ab,
wobei der Fokus auf der Analytischen Geometrie liegt:

Teilverhiltnisse in der Analytischen Geometrie
Mathematik betreiben mit rekursiv definierten Funktionen,
Programmieren lernen/iiben mit rekursiv definierten Funktionen/Relationen,

entdeckendes Lernen praktizieren mit Hilfe einer dynamischen Animationssoftware,
die die eigene Konstruktion von Animationen ermoglicht,
e das Wechselspiel zwischen Visualisierung, Numerik (Wertetafeln) und exakten Be-
weisen erfahren.
Mathematik besser verstehen durch Experimentieren, Entdecken und Beweisen!

Mittendreiecke — Ausgangspunkt fur eine mathematische Entdeckungsreise

Gegeben ist ein Dreieck. Die Mittelpunkte der drei Seiten werden verbunden,
so dass ein neues Dreieck entsteht. Wird dieser Vorgang fiir die folgenden
Dreiecke wiederholt, so erhilt man eine Folge von Mittendreiecken.
Der geschilderte Ansatz und Variationen der Aufgabenstellung kdnnen eine
interessante mathematische Entdeckungsreise einleiten!

Bild a zeigt die Ausgangskonfiguration (im Unterricht sollte man sie zunichst durch Hand-
zeichnungen erzeugen lassen).

Problembearbeitung - Rekursion

Das Problem lésst sich elegant mit rekursiv definierten Folgen angehen. Derartige Folgen sind
ein iiberzeugendes Beispiel flir eine Schnittstelle zwischen Mathematik und Informatik. Ei-
nerseits lassen sich viele mathematische Probleme mit rekursiven Funktionen bearbeiten, an-
dererseits gehdren rekursiv definierte Funktionen zu den Grundelementen funktionaler Pro-
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grammiersprachen. Die Schnittstelle spiegelt sich hier u. a. bei der Arbeit mit der Animations-
software ANIMATO wider.

Bei der Interpretation der entstehenden Bilder kann man u. a. folgende Besonderheiten
feststellen:

- Entstehen einer ,,Spirale” beim Verbinden aller Punkte A;, B; oder C;,

- gleiche Proportionen der Seitenldngen fiir alle Dreiecke,

- alle entstehenden Dreiecke einer Teilungsstufe sind kongruent,

- Ahnlichkeit der aufeinanderfolgenden Dreiecke.

C1

B2

Cc2

Al Bild a: Seitenmittelpunkte im Dreieck, Punktfolgen A1, A2, A3, ... B1, B2, ...

Bild b: Zeichnung im Koordi-
natensystem
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Der Entwurf zeigt die verwendeten Rekursionsformeln. Man erkennt die bekannte
Formel fiir fiir den Teilpunkt einer Strecke PP, :

:x1+t-x2 :y1+t-y2 , :Z1+t'Z2

' 1+t 7T 1+t ' 1+t

Bei fl wurde das Teilverhéltnis nicht mit t, sondern mit u bezeichnet.

fl {n=1:-7:(fl(n-1)+u*f2(n-1))/(1+u)}

2 {n=1:6:(f2(n-1)+u*f3(n-1))/(1+u)} i S tir di i

3 {n=1:1:(3(n-1)+u*fl (n-1))/(1+u)} Eln Entwurf far die Anima-
4 {n=1:-4:(f4(n-1y+u*5(n-1))/(1+u)} tionssoftware ANIMATO
f5 {n=1:-4:(f5(n-1)+u*f6(n-1))/(1+u)}

16 {n=1:6:(f6(n-1)+u*fd(n-1))/(1+u)}
7 f1(n),f4(n),f2(n),f5(n)

f8 2(n),f5(n),f3(n),f6(n)
9
fl

Arbeit mit rekursiv
0 ggﬁg:ggg’ﬂ(n)’f“(n) definierten Funktionen

Programmerlduterungen
Terme Erlauterungen

1 {o=1:-7:(fl(n-1)+u*2(n-1))/(1+w)} | f1 berechnet die x-Werte der A-Punkte aus den
vorhergehenden A- und B-Punkten;
fiir den Mittelpunkt ist u=1.

2 {n=1:6:(f2(n-1)+u*f3(n-1))/(1+u)} {2 berechnet die x-Werte der B-Punkte aus den
vorhergehenden B- und C-Punkten

f3 {n=1:1:(f3(n-1)+u*f1(n-1))/(1+u)} {3 berechnet die x-Werte der C-Punkte aus den
vorhergehenden C- und A-Punkten

f4 {n=1:-4:(f4(n-1)+u*f5(n-1))/(1+u)} f4 berechnet die y-Werte der A-Punkte aus den

vorhergehenden A- und B-Punkten;
fiir den Mittelpunkt ist u=1.

f5 {n=1:-4:(f5(n-1)+u*f6(n-1))/(1+u)} f5 berechnet die y-Werte der B-Punkte aus den
vorhergehenden B- und C-Punkten

f6 {n=1:6:(f6(n-1)+u*f4(n-1))/(1+u)} {6 berechnet die y-Werte der C-Punkte aus den
vorhergehenden C- und A-Punkten

f7 f1(n),f4(n),f2(n),f5(n) 7 zeichnet die Strecken AB

2(n),f5(n),f3(n),f6(n) f8 zeichnet die Strecken BC
9 3(n),f6(n),f1(n),f4(n) 9 zeichnet die Strecken CA
10 flm),@@o) T f10 zeichnet die A-Punkte in einer anderen Farbe,

um die Ortskurve darzustellen

Die Ausgangspunkte der Berechnung sind A(-7,-4), B(6,-4) und C(1,6).
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Vermutung 1

Die Punktfolgen Al, A2, A3, ..., B1, B2, B3, ..., CI1, C2, C3, ... konvergieren auf einen ge-
meinsamen Punkt.

Ein Blick in die Wertetafel fiir die Funktionen f4, f5, 6 (diese stellen die y-Folgen der drei
Punktfolgen dar) bestétigt das numerisch:

X,t u 4 5 fo

1 1 -4 -4 6 Fiir u = 1 ergeben sich die

§ i ‘1‘ 5 i 11 5 jeweiligen Mittelpunkte

) | 025 025 1% der Dreiecksseiten.

5 1 -0.25 -0.875 -0.875

6 1 -0.5625 -0.875 -0.5625

7 1 -0.71875 -0.71875 -0.5625

8 1 -0.71875 -0.640625 -0.640625

9 1 -0.6796875 -0.640625 -0.6796875

10 1 -0.66015625 -0.66015625 -0.6796875

11 1 -0.66015625 -0.66992188 -0.66992188

12 1 -0.66503906 -0.66992188 -0.66503906 Der Grenzwert der y-Folgen
scheint Gy = — 2/3 zu sein.

23 1 -0.66666508 -0.66666746 -0.66666746

24 1 -0.66666627 -0.66666746 -0.66666627 Entsprechend sicht man:

25 1 -0.66666687 -0.66666687 -0.66666627 Der Grenzwert der x-Folgen

26 1 -0.66666687 -0.66666657 -0.66666657 scheint Gx = 0 zu sein.

27 1 -0.66666672 -0.66666657 -0.66666672

28 1 -0.66666664 -0.66666664 -0.66666672

29 1 -0.66666664 -0.66666668 -0.66666668

30 1 -0.66666666 -0.66666668 -0.66666666

31 1 -0.66666667 -0.66666667 -0.66666666

32 1 -0.66666667 -0.66666667 -0.66666667

33 1 -0.66666667 -0.66666667 -0.66666667

Vermutung 2

Der Punkt G ist Schwerpunkt des Ausgangsdreiecks (sogar aller Dreiecke)!

Beweis: Der Schwerpunkt berechnet sich mit den angegebenen Formeln fiir S, und S,.

A, +B +C, _ —T+6+1

S =
3

3

=0 und S,=

A +B,+C,  —4+(-4+6_ 2

3

Aufgabenvariation durch andere Teilverhiltnisse

Abbildung ¢ wandelt die Idee der Mittelpunkte ab und benutzt sehr kleine Teilstrecken, z. B.

3 3

das Teilverhiltnis u = 0.02 (fiir die Mittelpunkte war obenu = 1).

122
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e=——=

Bild d: Ein Blick ins ,,Innere”
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Je nach Wahl von u konnen also verschiedene Figuren erzeugt werden. Die Anzahl der Schrit-
te kann unterschiedlich gewahlt werden. Die Zeichengeschwindigkeit und andere Optionen
wie z. B. Farbe, Anzahl der Berechnungen konnen je nach gewiinschter Animation gesteuert
werden.

Wir vergroflern nun die Anzahl der Iterationsschritte auf n=500 und zoomen die Zeichnung
um den vermutlichen Grenzpunkt herum.

/

Bild e: Zoom um den Konvergenzpunkt herum

Abbildung ferginzt die bisherigen Darstellungen und zeigt die Ortskurven der A-B-C-
Punkte, so wie sie auch in Abbildung f erkennbar sind.

In
Eberhard Lehmann: Von den Mittendreiecken zu Teilpunktpolygonen, Zeitschrift ML Mathematikleh-
ren 1988, Heft 27, Seite 13-19,

werden zu den oben benutzten rekursiv definierten Formeln fir die x-Werte

fl {n=1:-7:(f1(n-1)+u*f2(n-1))/(1+u)},
2 {n=1:6:(f2(n-1)+u*f3(n-1))/(1+u)},
3 {n=1:1:(f3(n-1)+u*f1(n-1))/(1+u)},

explizite Formeln hergeleitet, mit denen dann der Grenzwert der Folgen exakt berechnet wer-
den und als Schwerpunkt des Dreiecks identifiziert werden kann.
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Abb.f: Die drei Punkt-Folgen im Koordinatensystem

Zusammenfassung und Ausblick

Die Ausfiihrungen zeigen, dass das Standardthema ,,Teilverhiltnisse* der Analytischen Geo-
metrie auf experimentelle Weise behandelt werden kann, so dass auch unterschiedliche Unter-
richtsmethoden zum Tragen kommen konnen. Das Experimentiermaterial wird mittels vieler
Aufgabenvariationen bereitgestellt — andere Ausgangsfiguren, andere Teilverhéltnisse, Ver-
kniipfung mit anderen mathematischen Gebieten wie z.B. Rekursion. Bei geeigneter Software
konnen die Uberlegungen auf den Raum iibertragen und dort visualisiert werden.
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AG 4.7 Projekt: Abbildung mathematischer Landschaften

Wir haben uns gleich am Anfang in Kapitel 1 mit der Spiegelung komplexer Bilder befasst.
Dieser Einstieg wird nun aufgegriffen.

Projektziele: In der Regel werden in der Schule einzelne Objekte abgebildet. Viele solcher
Objekte konnen zu mathematischen ,,Landschaften (families) zusammengefasst werden. Die-
se konnen dann als Ganzes abgebildet werden, indem eine Abbildung auf jedes vorhandene
Objekt angewendet wird. Dadurch entstehen dann neue Landschaften. In Bildbearbeitungs-
programmen gibt es solche Abbildungen wie drehen, spiegeln, deformieren.

-0.08 foe 105 e 231 VERT » % 2 @0 e % s ool w s e o T poa oy a0 .0-

/
/!

.

E
B

;x

D)
L2 S
> =

'\J_(
.

Paint Shop Pro: Paint Shop Pro:
Image, deformations, pentagon Image, deformations, circle

Die Abbildungsgleichungen sind hier dem Benutzer nicht bekannt. In ANIMATO kann man
die erstellten mathematischen Landschaften mittels der Option ,,Einstellungen, Transformati-
on (keine, selbst definiert, polar)* abbilden und damit iiber mathematische Terme beeinflus-
sen, sieche auch Kapitel 2.3.
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Terme erzeugen eine Landschaft

Datei Landlal.pl2 (hier natiirlich mit Farben)

Die Schiilerin, die diese Landschaft mit ANIMATO im Rahmen eines Kurses ,,Mathematik
und Kunst* erstellt hat, wird unten zitiert.

Die Bilder auf der linken Seite sind die Ausgangslandschaften. Einblenden des Koordinaten-
systems liefert die notige Abbildungsinformation. Offenbar wurde die gesammte Abbildung
horizontal um etwa 1/3 verkiirzt, wiahrend die vertikalen Werte beibehalten wurden.

Also x = x/3 und y=> y. In Matrizenschreibweise

1
- 0], (£ —*f
Matrix * Bildobjekte = | 3 *(f J =3 X . Dabei umfassen die fx die x-Werte der ein-
y
0 1 fy

zelnen Bildobjekte und fy die zugehdrigen y-Werte.

Die Schiilerin, die diese Landschaft mit ANIMATO im Rahmen eines Kurses ,,Mathematik
und Kunst* erstellt hat, schreibt dazu:

f 1:Wiese; f 2:groBer Mond; f 3:Berg; f 4,f 5,f 6:Wolken; f 7:kleiner Mond

Das Bild LAND1 stellt eine Landschaft bei Nacht dar, welches durch den relativ dunklen Hin-
tergrunds bewirkt werden soll (im Original ist der Hintergrund dunkelblau). Zusétzlich werden
zwei Monde dargestellt, auch die pinken Wolken sollen darauf hinweisen, dal3 wir uns auf
einem Planeten befinden, der unserem von der Atmosphére &hnlich ist, jedoch zwei Monde
als Trabanten besitzt.
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fl: rand*x,rand,rand*x+u,0 Wiese, Strecken mit Zufall

£2: u*cos(t)+5,u*sin(t)+9 GroB3er Mond, Kreise mit Radius u

3: {-(x*ut+4.5*u)"2+6*u<0:undef: Berg
-(x*ut4.5%u)"2+6*u}

f4: u*3*cos(t)+3,sin(t)+8 Wolken

5: u*4*cos(t)+1,sin(t)+7 Wolken

f6: u*5*cos(t)-2,sin(t)+9 Wolken

£7: 0.5*u*cos(t)+3.5,0.5*u*sin(t)+7 Kleiner Mond

18:5,0,5,4 Strecke, Turm 1

9: 6,0,6,3.8 Strecke, Turm 2

f10: 7,0,7,3.6 Strecke, Turm 3

Eingaben in ANIMATO mit passenden Definitionsbereichen

Weitere Landschaftstransformationen

8 0 1 g2 §3 pe 35 g6 g7 g8 ps

Transformation polar Transformation Drehung
fx =2 fy*cos(fx), fx = fx*cos(1)-fy*sin(1),
fy = fy*sin(fx) fy = fx*sin(1)-fy*cos(1)
Vergroflern

Durch Vergrofiern erhiilt man genauere Einblick in die Struktur der einzelnen Objekte.
Hierbei wird auf andere Weise deutlich, wie die einzelnen Parameter wirken und welche
Rolle die gewihlte Punktanzahl spielt.

Ein Blick ins Innere der Wolken und ins Innere des Berges
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Eine Landschaft mit Zufallspunkten

BBIARRRBT

u aus [0.5; 3], Schrittweite 0.25

: 2*x,random+u*random-10

: random-u*u+8*u,-int(random*2.5)-random-6

: random-u*u+1.5*y,-int(random*2.5)-random-6
: int(random*3+4)-18,x-5,random-18,x*x-105

: int(random*3+4),x,random,3*x*x-15

: 1.5*random+u/2*random+u ,random-+u*u-1

: 0.5*u*cos(x)+10,0.4*u*sin(x)+8

: u*random-2*u,random-+u*random+3

: random+u*random-5*u,random+u*u

f10: u*random+2*u+4,random+u*random+4

Die Terme, mit viel Zufall versehen fx =>-fx, fy 2>-fy

Zielsetzung und mathematische Kompetenzen

Projektziele wurden eingangs bereits genannt. Dariiber hinaus:

Eine besonders weit tragende Kompetenz ist die des Entwurfs und der Realisierung
eigener komplexer Bilder aus mathematischen Objekten.

Hierbei werden die Objekte zu ansehnlichen Bildern zusammengestellt — dabei wer-
den auch &sthetische Aspekte beriicksichtigt. Damit betdtigen sich die SchiilerInnen
als ,,Designer*.

Der fachiibergreifende Charakter des Themas ist uniibersehbar — und bekanntlich
heute auch besonders empfohlen (siehe Lehrpline).

Durch die Abbildung komplexer Bilder geraten passende mathematische Werkzeuge
— hier z.B. Matrizenrechnung — ins Blickfeld.

Dariiber hinaus ergibt sich die Fragestellung, wie die Abbildung (Rotation usw.) in
Bildverarbeitungsprogrammen programmiert ist.

Insgesamt erweist sich damit die Thematik als eine ideale Anwendung und Wieder-
holung erworbener mathematischer Fertigkeiten in ganzheitlichen Kontexten.
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AG 4.8 Projekt - Ebenen — Ebenenausschnitte

AG 4.8.1 Ebenen mit DERIVE

Wie sieht es innen aus?

Die in den schmalen Hausern
befindlich Ebenen in den einzel-
nen Stockwerken konnen durch
Bild 2 veranschaulicht werden.

Bild 1: Hauser in Amsterdam

Bild 2 :
Ein zweistockiges Haus
mit Keller

y=3 senkrechte Hausebene rot
x=1 senkrechte Hausebene lila
z=-2 Hausebene blau

z=1 Hausebene gelb

Ebanen: Hausebenen, Winde, Zinmer z=3 Hausebene grau
drei parallele Z= Ebenen
[([11.03].[-2]]

das sind die Hausebenen
gelb,grau,blau

['5 s 5 s 5 ]
Ein Wiirfeleckpunkt

Software: DERIVE6

Bild 2: Modell eines Hausinneren

Aufgabe
a) Wie heilen die Gleichungen der Schnittgeraden je zweier Ebenen?
b) Wie groB sind die Zimmer?
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- Eingaben
x)\v x=-3

y=25

z=-2

[2, 1, 3], Punkt

2 1 3
, Strecke

.

Bild 3: Die drei Ebenen

x =-3 (grau), y = 2.5 (lila), z = -2 (gelb)

Software: DERIVE6 und die Strecke PQ mit P(2,1,3), Q(5,-1,-3)

Einige elementare DERIVEG6-Beispiele

Ein z-Ebenenstapel erzeugt mit
Vector(i,i,-5,5,1) =
[_5’ _4’ _3’ _2’ _1’ 0’ 1’ 2’ 3’ 4’ 5]

Bild 4

Erzeugung eines Dreiecks mittels
[-4,2,3;4,-3,1;2,2,2;-4,2, 3] bzw.

-4 2 3
4 -3 1
2 22

-4 23
Aufgabe
Bezeichnen Sie die Eckpunkte, Wel-

che Koordinaten haben sie?
Bild 5

Ebenen

t  grau, von links unten nach rechts oben
-t lila, von links oben nach rechts unten
2t grin

Aufgabe
Wie heilen die Gleichungen der Ebenen?

Bild 6
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Aufgaben

1) Zeichne mit DERIVEG die folgenden Ebenenkonstellationen:
a) 2 Ebenen, die parallel sind (bitte weder horizontal noch vertikal),
b) 2 Ebenen, die sich schneiden.

2) Zeige rechnerisch mit dem CAS, dass die Ebenen in Aufgabe 1 passend gewéhlt wurden.

Hausdachebenen und ihre Stellung
zueinander.

Aufgabe:

Berechnen Sie die Winkel zwischen
den Dachebenen. Erstellen Sie ein
DERIVE-Bild der Hausdécher (so
ungefihr).

TRl |
{80 W

n A

Bild 7: In Holland

Schnitt zweier Ebenen

Aufgabe
Erldutern sie die Bildschirme von Bild 8a und 8b. Rechnen Sie fiir 8a von Hand nach!

solve(x+2')175'z:-12 and 4rct2y-6z=-12, {xAsz})

1 7c1-18
x=c3—and y=3—and z=c1

et
3

X

Fertig

|
8

Bild 8a Bild 8b
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AG 4.8.2 Strukturierung von Ebenen — Lagerhaus Barcelona

Bild 1: Auf einer Kunstausstellung

Bild 2: Front eines Lagerhauses in Barcelona

Beide Bilder zeigen eine grofere Fliche, die strukturiert ist. Damit wird die sonst sicher ein-
tonige Fliche ansehnlich gestaltet.

Aufgabe — Hauswand strukturieren

Entwerfen Sie eine Hauswand mit geometrischen Gestaltungselementen.

a) Entwurf auf Papier,

b) Entwurf mit einem Programm ihrer Wahl (Power Point, Textverarbeitung, Zeichenpro-
c¢) Entwurf mit CAS-Grafik.

Aufgabe — Mathematik an einer Lagerhauswand
Erldutern sie die im folgenden beschriebene Modellierung einer Teilfliche der Lagerhaus-
wand als Fldche in einer Ebene.

Modellierung der Lager-

hausfliiche:

- Bild in Hintergrund legen

- Koordinatensystem
Eckpunkte einer

TN 1’|r'f:“'""'u® O | - i ciner
WHWNHWM m\llm\ WN\NIIH . umm \nmnm i W‘”\N m\\m\w 276095,

“ -2.25,0.96,
-2.24,0.35,

-2.75,0.36,
- Stitzvektor zur Teilfliche
ziehen, zu (-2.24 / 0.35)
- Teilflaiche mathematisch
beschreiben

(siche unten)

0 ol “ﬂk ....lll mnw
. -

l

Bild 3: Lagerhauswand

Software: ANIMATO

Der Streckenzug beschreibt die markierte Teilfldche: [-2.76,0.95, -2.25,0.96, -2.24,0.35, -2.75,0.36, -2.76,0.95]

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 133



Eberhard Lehmann Innovative Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

f

111 - "

-2.76/0.95

-2.25/0.96

I

-2.75/0.-3-6-“"“-5.2470.35 i"

Zur Ermittlung der Gleichung der Teilfldche wird
vergrofert und die Eckpunkte werden eingetragen.
Damit ist dann der Ansatz unten auch erklért. Dieser
geht aus von der Dreipunkteform einer Ebenenglei-
chung.

X -2.24 -2.75 -2.24 -2.25 -2.24
y |=| 035 |+t*|| 036 |—| 035 ||+s|| 096 [-| 035 ||, mittaus][0;2.75-2.24], s aus [0; 0.96-0.35]
0 0 0 0 0 0
mit t aus [0; 0.51]und s aus [0; 0.61].
Aufgabe

Erldutern Sie Bild 5. Beachten Sie die Eingaben fiir ANIMATO!

SEEEEN f11:1,-3,12,3,7,10,-4,4,1,-3 // Ebene
: f12: 0,0,4,3 // Strecke, Stiitzvektor

b f15: 4+u,3 // Strecke (2,3) bis (6,3), gepunktet
N f16: 4+0.3u,3+u // schrige Strecke gepunktet
\ f17: 4+0.3u,3+u,4+u,3 // graues Ebenenteil
g f19: 4+0.3u,3+u,4-u,3 // gelbes Ebenenteil

12Vaviva" ,,,/,,/ | 24:0,0,-5.-5.4,-5.4,3 // 3D-Weg zu (4,3)

. Bild 5: Ebene mit Teilfliche

Aufgabe: Wie kann man solche Muster mit mathematischen Hilfsmittel erzeugen?

Bild 6 Bild 7
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AG 4.8.3 Strukturierung von Ebenen — Modellierung eines
Kunstwerkes - Kunst mit Ebenenteilen -

Bild 1

Das Kunstwerk zeigt eine Fliache (iiber den
Knick sehen wir hinweg), die durch schwarze
Teilfldchen strukturiert ist. — Jede Schiilergruppe
erhilt den Auftrag auf diesem Bild, das als Hin-
tergrundbild dient, eine der schwarzen Flachen
und Gleichungen zu modellieren (Ausfiillung
jeder Fliche).

Die einzelnen Bearbeitungen werden spéter zum
Gesamtbild zusammengefiigt. Die moglicherwei-
se unterschiedlichen Ansétze werden présentiert.
Software: Hier ANIMATO, aber mit DERIVEG6 geht
es auch.

Im Anschluss an die Projektarbeit soll jeder Schiiler
selbst einen ,, Fldchenstrukturierungsbild “ entwerfen
(erst hdandisch, dann am Computer)

Einige Bearbeitungsszenen

Bild 2

1) Uber das Bild wird ein Koordinaten-
system gelegt. Die Eckpunkte der fragli-
chen Fliache werden abgelesen (Cursorpo-
sitionen).

Die Fliche wird vergroBert auf kariertes
Papier gezeichnet. Die Eckpunkte A, B,
C, D mit ihren Koordinaten bezeichnet.
Das vereinfacht das Aufstellen von Glei-
chungen.

A(-2/0.3), B(-1.7/0.3),

C(-1.8/3.8), D(-3.4/3.7)

2) Aufstellung von Geradengleichungen
X -34 1.4
DA: = +u*
y 3.7 -3.4
X -34 1.6
DC: = +u*
y 3.7 0.1
Dabei lauft u iiberall von 0 bis 1, 100 Werte.

Dadurch werden die Strecken DA, DC usw. gezeich-
net.

X -1.7 -0.3
BA: = +u*
y 0.3 0
X -1.7 -0.1
BC: = +u*
y 0.3 3.5
Das Ausfiillen der Flache erreicht man, indem man die
vielen Punkte von DA und DC, die beim Laufen von u

entstehen, miteinander verbindet (mit hoher Strich-
stirke).
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Bild 3 Bild 4

Datei Ebene-Kunst-modellierte Teilflichen.pl2

Eingaben in ANIMATO f10:-3.4+u*(1.4),3.7+u*(-3.4)+0t,

fl: x -3.4+u*(-1.8-(-3.4)),3.7+u*(3.8-3.7)

2: -2,0.3 // Eckpunkt A Verbindungstrecken zwischen Punkten auf DA und
3: 0,0 DC, wenn u lauft

4: 0,0,-3.4,3.7 // Strecke OD (Ortsvektor zu D) f12: -1.7-0.3u,0.3 , -1.7-0.1u,0.3+3.5u // wie f10, hier
5:-3.4,3.7 // Eckpunkt D mit BA und BC

f6: -1.8,3.8 // Eckpunkt C f13: -1.7,0.3 // Eckpunkt B

{7: -3.4+u*(1.4),3.7+u*(-3.4)+0t // Strecke DA f14:-2,0.3,-3.4,3.7,-1.8,3.8,-1.7,0.3,-2,0.3

8: -3.4+u*(-1.8-(-3.4)),3.7+u*(3.8-3.7) // Str. DC Rand des Viercks A;B;C;D;A

Hier wiirden dann die oben angekiindigten Handbilder und ihre Computerrealisierung folgen.
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AG 4.8 Projekt — Analytische Geometrie am Wiirfel

Wer kennt nicht den Wiirfel? Natiirlich ist er auch mathematisch von Interesse, als geometri-
sches Objekt, als Hilfsmittel in der Stochastik und an vielen Stellen im Leben, besonders beim
Spielen.

Zunichst einige Beispiele:

Aschenbecher im Wiirfel-Design

== ]

ks Tools  indow delp : . - Allfgabe:

i?% IQ& hittp: ) v lemnealiving, comjindesx, php?main_page=product _infojproducts_id=2074&language=it j é_Search Eﬁht‘ - Imii ReCherChleren Sle Zu
0 inl .
Bild a!

15e Motes lgoogle.com;‘search?m .thttp:”www.lehrer—om .tP\ug—ms lExtenswons lGng\e—Suche: Masken ‘tsupport &‘ﬁmozwl\a Community

ous B Mext b Last ;::EDDEI_II‘HEI‘It ;N:EMDFE

)
Prodotto 3/3 I

(precatents) (cataings ) (Sussssa) Seghalaad altnquesto

prodotto,
Aschenbecher im Wiirfel-Design in ORANGE
©1.49

Aschenbecher im Wiirfel-Design

Wwarfelfarbe: Orange [ aschenbecher im Wiirfel-Design in DRANGE : Leme: o ] B4
Material: Keramik
Mafle; 8,5 % 8,5% 7,5cm

8711295583957

ingrandisei

+ Modello: 583957
+ Paso spedizione: 0.25kg.

- <
scrivi una f\\,\?
TECENSIoNe

Bild a: Aus dem Internet am 16.1.2008, Eingabe: Wiirfel Design

[ eBoy Osterreich: 2 VEUVE CLICQUOT CHAMPAGNER FOTO TISCH KARTENHALTER RAR (Artikel 140196273707 endet 16,0108 20000 ME2) 0 =TT
fle Edt View Go Bookmarks Jools Window Help
I N S xws| S - [
o Ve o e e B S psema| 5 - |
3tome | ‘WbBookmarks £ o cooge.comsearch? rd £ Phugins 4 Extensions 4 Google-Suche: Masken £ 5upport. (Mozila Community
e R e e e L o
FINZELNVERPACKT ! B

+++ TOP DESIGN +++ TOP RARITAT +++

e To— o/ . .
Rkl Pl |t ] e[ lmeesomes  Sammeln Sie Informationen!

Bild b, http://cgi.ebay.at/ws/eBaylSAPIL.dII?Viewltem&item=140196273707 &ih=004 &ctegory
=54108&ssPageName=WDVW&rd=1X
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Kube
Paris

Das Haus im 18. Arrondissement ist ein Mekka fiir Design-
Liebhaber. Hinter der klassischen Fassade erwartet den Gast ein
aullergewohnliches Design, dessen Hauptelement der Kubus ist:
hier gibt es Wiirfel, wohin man auch sieht.

In einem glédsernen Wiirfel im Innenhof ist der Empfang unterge-
bracht. Kubisch sind auch die 41 ungewdhnlich eingerichteten Zim-
mer: In manchen werden Bett und Bad durch eine diagonal verlau-
fende, freistehende Wand getrennt, es gibt fluoreszierende Hocker,
Nachttische, die wie Eiswiirfel aussehen, oder Gardinen aus syntheti-
schem Pelz. In der ,,Ice Kube-Bar* wird bei minus fiinf Grad Wodka
serviert. Nicht kubisch sind einzig die Schalensessel in der Bar, in
denen man, sich wiegend, seinen Cocktail schliirfen kann. Das Wiir-
fel-Design macht auch vor der Kiiche nicht halt. Mangels Speisesaal
isst man sein Kube-Sandwich in der Bar, genie3t pikant Gewiirztes
am Stiel und an der Suppenbar die Kube-Bouillon.

Recherchieren im
Internet =

http://
www.kubehotel.com/

Sudoku-Wiirfel

Schon bekannt?

Geraden: Verbinde die Punkte gegentiberlie-

das hilft beim Modellieren. Koordinaten der

ek ot gender Seiten miteinander. Es entstehen
Al _ Strecken — deren Gleichungen?
L - A , g
- A S Hinweis: Betrachte jede Fliche als Quadrat,
AL ‘:: f
\ § D "i & Punkte?.
‘ ‘I-.:;:. ' . ' | \ _:-I »
\lg0®
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Ein ANIMATO-Wiirfel

1 Unser Wiirfelmodell
z (-11,5,5)
a 10 35,5)
}‘ In ANIMATO Wiirfeleck-
; { punkte eingeben, die Punkte
h 5 il ?ﬁ T auf zwei Wiirfelflichen fest-
; f legen, ein Punkt unten und 6
\ \ | / Punkte oben. Strecken zwi-
7 ) \ \ / / schen unten und oben ziehen.
F \ / (-11,5, 0)
N Aufgaben
Durch welche Gleichungen
# konnen die 6 Strecken, die
p e vom unteren Diagonalen-
schnittpunkt zu den oberen 6
Wiirfelpunkten gehen, be-
B schrieben werden?
y Als 3D-Problem betrachten!
x 2
Bild: Datei Kosy-2d-3d-Wiirfelpunkte-xyz.pl2
Eingaben
f1: 0,0,12,0 21: 8,8,5.5,10.5 // Diagonalen oben
2: 0,0,-10,-10 22:3,8,10.5,10.5
13: 0,0,0,12 24: 6.75,4.25 //
f4: 0,0,-12,0 Diagonalen-Mittelpunkt unten, errechnet
15: 0,0,10,10 25: 6.75,9.25
f6: 0,0,0,-12 £27: 5,8.5 // 6 Punkte auf Wiirfeloberflache
f7: -10,u,12,u //horizontale Geraden 28: 6,8.5
8: x,{ x-u<-10 :undef:x-u} // Die Funktionen fl bis 29: 7,8.5
f8 sind fiir das rdumliche Kosy belegt - Nicht anders 30: 6.5,10
verwenden! f31: 7.5,10
f11: 3,3,3,8,8,8,8,3,3,3 // Fliche vorn f32: 8.5,10
f12:5.5,5.5,5.5,10.5,10.5,10.5,10.5,5.5,5.5,5.5 // f34: 6.75,4.25,5,8.5 //
Riickflache Wiirfel Verbindungsstrecken der Wiirfelpunkte
f13: 8,3,10.5,5.5 35: 6.75,4.25,6,8.5
f14:3,3,5.5,5.5 36: 6.75,4.25,7,8.5
f15: 3,8,5.5,10.5 37: 6.75,4.25,6.5,10
f16: 8,8,10.5,10.5 38: 6.75,4.25,7.5,10
f17:5.5,10.5,10.5,10.5 39: 6.75,4.25,8.5,10
f19: 3,3,10.5,5.5 // Diagonalen unten
20: 8,3,5.5,5.5
Aufgaben

1) Bestimmen Sie die Koordinaten der noch nicht beschrifteten Punkte. Der untere Wiirfel-

punkt ist (-8.5, 2.5, 0).

2) Durch welche Gleichungen kénnen die 6 Strecken, die vom unteren Diagonalenschnittpunkt zu den
oberen 6 Wiirfelpunkten gehen, beschrieben werden?

Als 3D-Problem betrachten!
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X -8.5 1.5
Eine Losung ist: | y |=| 2.5 |+s*| -1 |mitse[0,1].
z 0 5

3) Wie heiBt die Abbildungsmatrix, die den Ubergang vom R3 zum R2 vermittelt? — Erliutern
Sie dazu die folgenden Zeilen:
Die Zeichnung sagt aus, dass die Einheitsvektoren so abgebildet werden:

1 -0.5)(0 1)(0 0
0 |auf| —0.5|,|1 |auf| O |,| O |auf|1 |. Damit ist die Abbildungsmatrix
0 0 0 0)1\1 0
-0510
A=-05 01
0 00

_Uberpriifen Sie das, indem Sie einige der Punkte in Bild vom R3 in den R2 abbilden.

i Al aebra|os L |0t her [PramIo|c1e5n Up Bitte nachrechnen!
Lo El_ 6 - lEi -1 1EI - 1EI a EIEl: amat ist die Matrix

" py 5 5 5 @ a o 05 1.0

I = a a ol A=|-0501

g, 10.5 18.5 5.5 0. 6.] 0 00

® gmat - pu F. 9.9 1.5 5.5 0. .
a0 2] 2] B oA

IHHIH DEG AUTO FUMC &40

4) Wie kann man die Abbildungsmatrix verwenden, um die Streckengleichungen des R3 in

R2-Streckengleichungen umzuwandeln?

5) Drehen Sie die gesamte Abbildung um 45°.

Drehung um 114.4°, Bogenlédnge 2
cos(2)*fx-sin(2)*fy, sin(2)*fx+cos(2)*fy

ARRE
\ﬂ pir
//////
R
\\ N\
e e

Spiegelung des Wiirfels an einer Geraden mit Stei-
gungswinkel pi/2.
cos(pi)*fx+sin(pi)*fy, sin(pi)*fx-cos(pi)*fy

140
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CAS-Hilfen fiir die gingigen Analytische Geometrie-Kurse

AG S Ein Kapitel zum Nachschlagen - Standardobjekte
Punkte, Vektoren, Geraden, Ebenen - die Standardobjekte der Analytischen Ge-
ometrie in der Schule — Definition von CAS-Bausteinen

Die Objekte der Analytischen Geometrie im dreidimensionalen Raum - Punkte, Geraden, E-
benen usw. — liegen hiufig schon in parametrisierter Form vor. So kann man von der Bau-
steintechnik ausflihrlich Gebrauch machen. Zunichst werden die beim CAS des TI-92 / Voy-
age 200 / TI-Nspire vordefinierten Bausteine mit ihrem mathematischem Hintergrund auf-
gezdhlt, danach folgen einige selbstdefinierte Bausteine, die man hdufiger benotigt. Einige
Anwendungsbeispiele belegen das. Dann wird am Beispiel einer Klausuraufgabe gezeigt,
worin Unterschiede bestehen, wenn man diese Aufgabe mit oder ohne CAS bearbeitet.

AG 5.1 Bausteine / Module in der Analytischen Geometrie

5.1.1 Vordefinierte Bausteine, mathematische Grundlagen

Linge eines Vektors TI-92/ Voyage200 norm(Vektor)
TI-Nspire

a

bl =+ar"2+b 2+ 2

c

Skalarprodukt TI-92/ Voyage 200 dotp(Vektor,Vektor)

a) (d a) (d a d a d
b|*le | =ad+be+cf bzw.|b |*|e =\|b| *|le| *cos(|b|,|e])
c) \f c) \f ¢ f c) \f

Vektorlange

Das Skalarprodukt ist wichtig bei Lingen- und Winkelberechnungen. Bei der Multiplikation
zweier Matrizen A und B werden Skalarprodukte aller Zeilenvektoren von A mit allen Spal-
tenvektoren von B gebildet. Insofern gehdren Skalarprodukte zu den besonders wichtigen
Verkniipfungen.

Kreuzprodukt TI-92/ Voyage 200 crossp(Vektor,Vektor)
a d iad a d a d a) (d
b|x|e|=|jbe und | |b|x|e || =|b|*|e |*sin(|b]|,|e|)
c) \f) |kef c) S c) \f c) \f
(Determinante) Vektorlinge
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1 0 0
dabei sind i, j, k die Einheitsvektoreni= |0 |, j=|1 |, k=0
0 0 1

Das Kreuzprodukt (auch Vektorprodukt genannt) kann u.a. zur Flichenberechnung eines Pa-

rallelogramms und fiir die Bestimmung von 3 senkrecht aufeinanderstehende Vektoren ver-
wendet werden.

Einheitsvektor TI-92/ Voyage 200 unitv(Vektor)
Ein Vektor mit der Lénge 1.

Fiir den TI-Nspire beachte man das folgende Bild:

Man erkennt, dass sich in
diesem Bereich die Befehle
von

TI-92,
Voyage 200,
TI-Nspire

nicht unterscheiden.

Beispiele fiir die Anwendung der Bausteine

i Fer Fzx [_ Fur FE FB

|- Elﬂ1ge-l-:nr*a|Calc|Dther‘|Pr*ngD|CIE-ar* a—Z.. ]
Befine vl =[3 4] Dore
Blefine wz2=[-3 Z] Dore
B ot Powl , w2 -1
B crossPiwl , w2) [ @& 18]
LR Tal o (TR 3
mgnitlIiull [Z-5 4-5]
AN RAD AUTO FUNL G730
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5.1.2 Geraden, Ebenen

Punkte, Geraden und Ebenen sind in der Schulmathematik die am hdufigsten benétigten
Punktmengen der Analytischen Geometrie. Hier sollen Geraden und Ebenen in ihrer gegen-
seitigen Lage untersucht werden. Diese Fragestellung flihrt auf lineare Gleichungssysteme,
deren Losungen Auskunft liber die jeweilige Lagebeziehung geben. Da diese Themen leider
zu den bekannten uninteressanten ,,Hieb- und Stichaufgaben® fiihren, sollte man sich Erleich-
terungen bei diesbeziiglichen Aufgaben schaffen, um das Gebiet moglichst schnell hinter sich
bringen. Die Erleichterungen konnen uns die CAS geben. Mit diesem Rechenhilfsmittel folgt
hier einige Beispiele, realisiert mit dem Voyage 200 / TI-92.

ERERE!
ERRERERERRE

\H\HHHHHHHH

L

AN

L
R

|

(-2,-5,-5)

Wenn z.B. x=-2 ist, ist y=—5, und 2.B. 2=-5 oder z=0j

Punkte und Ebene
1m dreidimensiona-
len Raum

Bild 1, gezeichnet mit
DERIVE 6

3.1 Matrizen — Vektoren — Geraden — Ebenen — Li

Dann kann @ durch die beiden Zahlen +5 und —2 beschrieben und als
(2,1)-Matrix aufgefafit werden:

. (+5

= (_2>

.m kann man als Matrizen deuten

5), B(—3,7,56), C(—1,—1, —2)

durch (1, 3)-Matrizen beschrie-
daf man in der Regel Punkt-

Auch Punkte im Koordinatensy
Zum Beispiel werden die Punk
des dreidimensionalen Raums
ben. Wir haben ¢ schon be
koordinaten als Zeilen und Vektorenkoordinaten als Spalten schreibt

Geraden— und Ebenengleichung
Erinnern wir uns an die Vektor—Gleichungen fiir Geraden und Ebenen:

Lm0 0

allgemein:

g T =7 + i, E: 7= +ti) + sia
Geradengleichung Ebenengleichung
7 Ortsvektor; 1,1, Zs Richtungsvektoren; ¢,s € IR.

Die Abbildungen 3.4 und 3.5 verdeutlichen noch einmal, wie man dic
Gleichungen fiir Geraden und Ebenen herleiten kann

S

(0,0,0)

Abb. 3.4: Zur Herleitung der Geradengleichung g : 7™ = 7\ + ti

z3
(1) Fi=0P = Y1 ist ein Ortsvektor (Ortsvektoren haben ihren

Z1
Anfangspunkt im Koordinatenursprung), der uns auf die Gerade
g bzw. die Ebene E bringt.

(2) Die Richtung der Geraden wird durch den Richtungsvektor @
angegeben, ti (mit ¢ € IR) fithrt uns auf der Geraden entlang
(denken Sie sich z.B. t = 2; —1; 4, 5; 8 —4).

(3) =7 +1ta@ ist dann die Menge aller Ortsvektoren OP zur Geraden
hin, so dafl die gesamte Gerade beschrieben wird

Entsprechend kann man die Gleichung der Ebene E interpretieren.

Abb. 3.5: Zur Herleitung der Ebenengleichung E : 7 = 7 + til; + stz

Bild 2: Geradengleichungen herleiten

Bild 3: Ebenengleichung herleiten

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 143




Eberhard Lehmann Innovative Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

(1) Punktrichtungsform (2) Zweipunkteform
r=r+t*u T=1+t*(L,-1)

!

=

(3) Normalenform fiir Gerade (nur im R2): #* (¥ -1) = 0 oderauch A*f=1* .

Dabei sind 1 und t, Vektoren vom Nullpunkt zur Geraden (Ortsvektoren), u ist Rich-

tungsvektor, der die Richtung der Geraden angibt, n (Normalenvektor) ist ein Vektor senk-
recht zur Geraden. t ist ein Parameter aus der Menge der reellen Zahlen. 1 beschreibt dann
alle Vektoren OP vom Nullpunkt zur Geraden.

Die ausfiihrliche Schreibweise zu den Geradengleichungsformen (1)-(3) lautet:

X)) (x Ux x) (x1 X2— X1
(1) |y H y [+t w (2) Y H y | y2—
z ) \z1 Uz z ) \z1 Z2— 21

Nx X X1 .
(3) ( j([ j—( j)=O,Gerademx,y—Ebene
Ny y yi

Ebenengleichungsformen in der vektoriellen Analytischen Geometrie

(4) Punktrichtungsform (5) Dreipunkteform
IT=r+t*¥u+s*v T=1+t*(L —-1)+s*(5 —1)

(6) Normalenform fiir Ebene (nur im R3)
n*(f—1)=0oderauch i*f=1*%

Dabei sind 1, §, und L, Vektoren vom Nullpunkt zur Geraden (Ortsvektoren), U und v

sind Richtungsvektoren in der Ebene , n(Normalenvektor) ist ein Vektor senkrecht zur Ebe-
ne. t und s sind Parameter aus der Menge der reellen Zahlen. r beschreibt dann alle Vektoren
OP vom Nullpunkt zur Ebene.

Die ausfiihrlichen Schreibweisen:

x) (x Ux Vx x) (X X2— X1 X3— X1
(4) Y F v |+ uy [+S| v (5) Y E it y2=y1[+58| y3i—
z ) \z1 Uz V: z ) \z1 Z2—Z1 Z3—Z1

ne (x) (x
(6) ny ||y ={ »P=0

n: z Z1
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Normalenform einer Ebenengleichung 3.1 Matrisen — Vektoren — Geraden — Ebenen — Linearkombinationen 65

Fiir die Gleichung einer Ebene F, gegeben durch einen Punkt Py
(Ortsvektor 1) und einen Vektor 7 L E (Normalenvektor),gilt

Einheitsvektoren und Ortsvektoren

E: (7= )% = 0 baw. 7 — 717 = 0 bzw. 7l = ¢ mit ¢ = 7 7l.

Abb. 3.6: Einheitsvektoren

In Abbildung 3.6 erkennen wir drei spezielle Ortsvektoren, die auf den
3 Koordinatenachsen liegen und die Léinge 1 haben. Es sind die Ein-
heitsvektoren

o) =) )

Alle Ortsvektoren lassen sich mit Hilfe dieser drei Einheitsvektoren dar-
stellen. Zum Beispiel gilt (siche Abb. 3.6):

Abb, 3.19; Skizze zur Herleitung der Normalenform von I

2 1 0 0
3 =2(o0)+3([1]+25 (0
11. Bestimmen Sie die Gleichungen der durch 7 und 7 gegebenen Ebe- (2' 5) (0) (0) (1)
nen (in den drei oben genannten Formen): .
3 _9 3,4 allgemein:
a) m=|4], b) A= 41, c)m=1|4 N
5 =1 5,6 Darstellung eines Vektors mit Hilfe von Einheitsvektoren
—10 ) il 0 0
d) A= 4. yn)=mn <0)+y1 <1>+Z| <0) » #1L,y1,71 €R
0 = 0 0 1
Bild 4: Bild 5:
Herleitung Normalenform der Ebenengleichung KEinheitsvektoren

Aufgaben
(1) Gegeben seien die Ebene E und die Geraden g1, g, g3. Zeigen Sie E () g1 = {S},
EN gy={}und E() g3 = g3. Berechnen Sie S.

1 0 5 1 3
E:| 1|r+7=0 gl: r=| -1 |+t|1 g2: r=| -1 |[+t| -1
-2 2 4 2 1
7 5
g3: 1= 2 |+t|1
8 3

Bearbeitung von E N g1 = {S}:

Eine geschickte Definition der Objekte fiihrt zu einer kurzen Rechnung. Die Planung ist so:
1) Das 1 von gl soll fiir das t bei E eingesetzt werden (Skalarprodukt).

2) Insgesamt entsteht dann eine Gleichung in t, die nach t aufgeldst wird.

3) Der gefundene t-Wert wird bei gl eingesetzt. Es ergibt sich der gesuchte Schnittpunkt S.
Zur eleganten Realisierung des Losungsweges werden zunédchst die unten ersichtlichen Defi-
nitionen getatigt.

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 145




Eberhard Lehmann Innovative

Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

r {—Tﬁlgehr*a Ealc, III’rJ'uE-r:llF'r*Fw;|5r-1IIII\I’Ele-arEE a—z...]

B[l 1 -Z]1+n [1 1 -Z]
mrn -1 21+ L[5 1 4]t Oone
B oolueldotPin, Rt + 7 =0, 1) t. =
m1) [2 @ 5]
BdotPin,[S B &ln+7=0 true
AN FAD AUTO FUNC _E730

Definition des Normalenvektors von E.
Definition von r(t) der Geraden.
Skalarprodukt bilden, 7 addieren und
gleich 0 setzen. Gleichung nach t aufld
sen. Mit r(1) S berechnen.

Die letzte Zeile ist nur eine Probe.

Schnitt zweier Ebenen, die in Parameterform gegeben sind

Gegeben seien die Ebenen E1 und E2 mit den Gleichungen

4 0 -2 -2
El:r=]0 |+a|-1[+b]| O E2:r=|3 |+¢c
-3 0 3 0
e e “T osreePramiofzises sn |
a[-2 I A +c @ O -11' +d-[Z -1 3I¥
Done
a4 @ -3 +afo -1 @] +b[-2 @ 3
Done
- 2d+E
=15, b — edic, d) —a+d-3
3 b+c-3d-3f
FAIN FERD AUTO FUMC 6/ B

Die Terme auf der rechten Seite werden eingege-
ben und voneinander subtrahiert.

B rreflebensan) :
L
Bzplueic—&-d=-&,cC) c=6-d-§&
2:d=-2 7
meRic, d) g+ 3
o+ 3-d
HAIN RAD ALTO FUML 4/ B

Die Anwendung des Bausteins rref liefert die
Umformung des LGS. Es gibt unendlich viele
Losungen, da eine Variable frei ist. Man liest ab

il

| | 55 “Ta T“s F'r*rgsmltllili.:i-e:i*

[zb+ec-3d-3]

0]
-1
o]

-z
]
&)

- -

1

FMAIN FEAD AUTO FUWC E/'H

Aus dem Ergebnis kann man das entstande-
ne LGS in den Variablen a,b,c,d ablesen
und dann die zugehorige Matrix ,,ebenen‘
eingeben.

I‘Fi ]’ Fiv Trsz Py T FE T FB
- E Algebra|Calc|Other [PramI0|Clear a—z...1

Bepluelc -6-d= -&,cC) c=6-d-§
2-d=-2
B2, d) ['d+3
-+ 3-d)
2d-2 I
I|:'d+3 l |:'d+3
(e-d-81+3-d “3od + 6]

Hald ERD AUTO FUMC B/30

Die letzte Gleichung wird nach c aufgelost.
¢ wird bei e2(c,d) eingesetzt, die erwartete
Geradengleichung ist entstanden.

a-d =4 -2 2
b+d=3 T=|3 |+d]|-1
c-6d =-6

6 -3
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- e | :stT;?:T‘Lf: Pr*ngmIEIli: 5.:5-4:55*:: T |v1E|H1£§Er*a EFagfi: D{I‘I!I;F' F'r'~F~5|5r~1IIII|I:1E'-.E|r'F~E a—Z..
[T6-d-61+3-d] [-3-d+E] mclia, b) -a
|:2.d_2‘| Jb=-3F
m g+ 3 + gerid) Dot “2'b+4 Q 2-b+ 4 =0
E I b-3 it I b-3=3 ]
mger( 1) mepoluel -2-bh+4 =0,k b=2
msplueli-b-3=3,hb) b =2
T T EONERE TIRIH FAD_ADTO FONC 14750
Die Gerade wird als ger(d) definiert. Der Aufruf Der Punkt (0,2,3) wird bei el(ab) fir r

ger(1) bestimmt einen Punkt auf der Geraden, fiir eingesetzt. Man liest ab a=-2 und errechnet

den wir tberpriifen wollen, ob er auf der Ebene fiir b aus den anderen beiden Gleichungen
El liegt. den gleichen Wert b=2.

(2) Berechnen Sie den Durchschnitt der beiden Ebenen Ej und E5!

1 2 5 4 2 5
2a) El: 1= 2|+tl|1 |+sl|1 E2: T=| 2|+t2|1 |+s1]1
-5 1 0 -6 8 1

Schnitt zweier Ebenen, die in Normalenform gegen sind

Berechnen Sie den Durchschnitt der beiden Ebenen E| und E5!

1 4
2b) ELl: 211+12=0 E2: 211 +12=0
-5 -6

Fiir die DERIVE-Zeichnung benétigt man die Koordinatenform

El: E2:
x+2y-5z=-12 4x+2y-6z=-12
z=0.2%(-x-2y-12) z = 1/6*(-4x-2y-12)

solve(x+2'y75'z:-12 and 4=c+2y-6-z=-12, {xy,z})

Gerechnet mit TI-Nspire-CAS Gezeichnet mit DERIVE

(3) Bestimmen Sie einen Vektor ¢, der senkrecht auf den Vektoren a und b steht.
aT = (53 _13 _4); bT:(Sa 13 5)
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(4) Die Gerade g(PQ) wurde einer linearen Abbildung mit der Matrix A(3’3) unterworfen.
Als Bild von g(PQ) ergab sich g(P'Q").- Bestimmen Sie die Gleichung von g(PQ).

-1 0 2
A=| 0-1 5/,P(2-1,9); Q3,28 22).
2 5-1

5.1.3 Selbstdefinierte Bausteine

Wir beginnen mit einer Liste selbstdefinierter Bausteine fiir das Nspire-CAS

©Baustein—-Definitionen zur Analytischen Geometrie, Blatt 1 Fertig =
Define pj’d(ax, ay, az):[ax ay az] Fertig p3d’ Punkt in 3D
p3d(1,2,3) [t 2 3] Punkteingabe
) ax Fertig
Define vj’d(ax, ay, az): ay
a v3d
vad(1,1,1) 1 Vektoreingabe
1
1
ax bx—ax Fertig
Define gp;’)’a‘(ax,ay,az,bx,by,bz,z)= ay -+ by-ay gp3d
i I Gerade durch 2 Punkte
2p3d(5,4,3,1,1,1,5) 5—4es
4-3-s
3-2s
©Baustein—Definitionen zur Analytischen Geometrie, Blatt 2 Fertig g
ax ux Fertig
Define gr‘v;?d(ax, ay,az,ux,uy,uz, f): ay 1 uy
az uz grv 3d .
Gerade mit Punkt und
2rvidls,4,3,1,2,3,7) 45 Rich Kt
Dot ichtungsvektor
3 r+3
) ax bx—ax cxX—ax Fertig ep3d
Define epj’d(ax, av,az,bx,by,bz,cx,cy,cz,t1, 52): o +:1+ e +12- cy-ay Ebene durch 3 Punkte
az bz—az cz—az
ep3dl1,2,3,4,4,4,7,5,3,11,:2) 3ot 1461241
201431242
11+3
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©Baqustein—Definitionen zur Analytischen Geometrie, Blatt 3 Fertig 2
( ) ax ux VX Fertig
Define erv3d\ax,ay,az,ux,uy, uz,vx,\W\vz,11,12)=| .. [+117 . [+12"
aﬁ ;Z) g erv3d
Ebene mit Punkt und 2
erv3d(1,23,-1,-2-244,4,u,v) -uFdnl Richt Kt
eyt dn2 ichtungsvektoren
20w A3
nx||x nx||ax Fertig enf3d
Define enﬁd(xy,z,nx, my, Nz, ax, ay,az)zdotP my b —dotP myf|ay =0 Ebene in Normalenform
nz]|z nz]|az Mit Normalenvektor und

enf3dxy,z,1,2,3,7,6,5) X2y 3ez-34=0 Punkt

nx||x Fertig
Define enfcj’d(xy,z, nx, ny,nz,c)=dotP mbly|[F¢ enfo3d

nz)|z Ebene mit Normalenvek-
enfo3dlx,y,z1,2,3,12) xX+2y+32=12 tor und Konstante

Oben wurde das CAS des Nspire benutzt, die Definitionen fiir DERIVES6, T1-92, Voyage 200
konnen entsprechend durchgefiihrt werden.

Die einzelnen Beispiel-Aufrufe der Bausteine zeigen, dass durch sie das langwierige Ar-
beiten mit den Vektorklammern oder mit den ,,;* entfillt, etwa bei der Eingabe einer
Ebenengleichung. Wichtig ist jedoch die Reihenfolge der Parameter, aber ein Kontroll-
ausdruck liefert ja dann die Vektorschreibweise und es kann ggf. korrigiert werden.

Liegt der Punkt auf der Geraden?

1 3
P(8, 1,-3), Q(1,2,3), Gerade T =| 2 |+t*| 3
3 4

kompakte Losung. — Wer
die modulare Kompetenz
hat, spart viel Zeit!

=rv3dl1,2,3,3,3,4,1)=v3d(1,2,3) 3e1-1] Ansatz fiir den Punkt Q(1,2,3)
344222 o
4rr+3=3
2rv3dll,2,3,3,3,4,=v3dl8, 1,-3) 3ert1=8
3+2=1 Ansatz fiir P(8,1,-3)
4rrt3=-3
3upb1=8 false .
solve|| 3.p43=1 | P nicht aufg
4oi+3=-3
3+1=1 =0
solve 34222 ) Q aufg
4rp+3=3
solve[grvad(1,2,3,3,3,4,)=v3d(1,2,3),) =0 Und alles in einer Zeile als
=
9
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Mit den obigen vor- und selbstdefinierten Bausteinen erschlieffen sich diverse gebriuch-
liche Aufgaben aus der Analytischen Geometrie. Wir verdeutlichen uns das an der Gera-
dendefinition g3d(ax,ay,az,bx,by,bz,t1. Dazu betrachten wir verschiedene Aufrufe des Bau-
steins und iiberlegen, was diese Aufrufe inhaltlich bedeuten.

1) 23d(3,4,0,1,-6,5,2) - Es handelt sich um den Vektor [-1,-16,10], denn
3 1-3 -1

41+2|-6-4|=|-16
0 5-0 10
2) g3d(5,6,8,0,0,0,0) - der Vektor mit den Komponenten 5,6,8.
3) g3d(4,5,0,2,1,0,1) - eine Gerade im R2
4 - 2 viﬂ FIlgF;Er*alliFagl'cJD{ﬁ;r F'r*F~5|5r~1Ililllilnal-arEE a-z..
i: =|5|+t| -4 -z.tiflq_:
0 0 "g3did,5,8,2,1,8,t) ['4-t+5
@
5
" g3d(5,6,8,0,0,08,) [E-
(=1
HRIN RAD_AITO FIRC 4730

In dhnlicher Form kdnnen sich weitere Ubungen zu dem Baustein g3d(...) anschlieBen.

Geraden/Strecken im R2 in Parameterdarstellung zeichnen
Um Geraden im R2 in Parameterdarstellung zu zeichnen, kann man beim TI-92 bzw.
Voyage 200 so vorgehen:

1) mode, graph =2 parametric einstellen

2) ¢ y= y-Fenster aufrufen
3) Eingaben durchfiihren

4) 8, Graph Zeichnen lassen

Folgende Geraden sollen eingegeben werden:

a 2 . 0 -1 0 1
r= +t mita=1bzw.2oder3; r= +t ;= +t
)0 o) ) =)o

Wir sehen das y = Fenster im Parametric-

AFLOTS Mode.
“xtl=2-t+ala=4{1 2 33
wutl=3-4 -2 Die Schreibweise
“whd=-t
wyt2=t. 2t +a |a={1,2,3}
b 3=t + 4 bedeutet:
-\.-"|=|+__3= -7 . .

wta=gl 2t + a mit der Eigenschatft:

gtg: a aus der Menge {1,2,3}.
od i 1 L
HAIN FAL AUTD FAF
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Es wird in jeweils 2 Gleichung aufgespalten und dann z.B. eingegeben:

xtl = 2t+a|a={1,2,3} | wird mit ,.2™ K* (beim Voyage200) erzeugt und bedeutet
,,mit der Eigenschaft“ a aus der Menge {1,2,3}

ytl =3t-2

|'1E|2FDEJN|T;;C-E|EEEF;EPH|HFESEH|D:‘E;L-.I|L "] || |Der Bereich der Zeichnung kann mit
¢, WINDOW eingestellt werden.

/ / / Mogliche weitere Fragestellungen kénnen sein:

Welche Gerade gehort zu den einzelnen Glei-
chungen?
Welche Gleichung kann man aus der Zeichnung
ablesen?
Welche t werden benutzt?

HMAlIN FAD AUTO FAFk

Fiir das TI-Nspire-CAS

Folgende Geraden sollen eingegeben werden:

a 2 . 0 -1 0 1
r= +t mita=1bzw. 2 oder3; r= +t ;= +t
)l o) ) =)

¢ /// Auch hier wird die Darstellung

3( /54451 »parametrisch® benutzt. Art der

x3(
[’“’*E*‘%Zo‘f {ya‘/(.f*)é'/%&f Eingabe, siehe im Bild unten.
vl :|=0+t

20

E {x1(f)=1+2'f [ﬂ(f1=2+2'*‘

yil=-2+3 |yalie23 /\
Fé(f):
yéle)=

0<1<6.28 s1ep=0.13

»
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5.1.4 Viel zu rechnen: Schnitt zweier Ebenen und Umwandlungen
von Gleichungsformen mit einem CAS (TI-Nspire)

Das sind Standardaufgaben in allen Lehrpldanen, bei denen die SchiilerInnen ihre Rechenkom-
petenzen zeigen sollen. Es sind aber langweilige Rechnereien, die vermutlich auch der Lehrer
nicht immer fehlerfrei erledigt. Hier kommt ein CAS gerade richtig — hier wird das TI-Nspire-
CAS benutzt. Aber Ansdtze und Interpretation der Ergebnisse am Rechner muss man beherr-
schen. Dazu folgen unten die immer wieder gestellten Aufgabentypen, Ebenen in verschiede-
nen Gleichungsformen zu schneiden. Nun aber in schneller Bearbeitung mit CAS — und der

Lehrer kann sich auf Verstdndnisfragen oder andere Anwendungen von Ebenengleichungen
konzentrieren.

Angesichts der vielen Dateneingaben fiir Vektoren werden hier insbesondere zwei Werk-
zeugkompetenzen wichtig:

1) Geschicktes Kopieren von Eingaben und Ergebnissen,

2) Benutzung von Bausteinen,

3) Auswertungskompetenz beziiglich der erzeugten Ergebnisse.

Die Rechnungen wurden hier mit dem TI-Nspire durchgefiihrt (Datei Ebenenschnitte.tns)

©Schnitt zweier Ebenen in Normalenform axtbytcz=d Fertig A

solve(x+2'y—5'z:*12 and 4'x+2'y—6'zz*12,{xy,z}) dy- 7c1-18

and z=c1

2l

X
v =expand

=
3
12
3
1 Bild 1
©Das ist die gesuchte Geradengleichung Fertig Zwei Ebenen in Normalenform
\ Weg a

Ebenenschnitt].jpg, Ebenenschnitte.tns

= Ein zweiter Weg. Statt mit ,,solve™ wird

©Schnitt zweier Ebenen in Normalenform ax+by+ez=d Fertig hier mit dem Befehl rref(matrix) gear
x+2%-5:z=-12 and 4x+2y—6z="12 Zuety—3+7=-6 and x+2+y-5z="12 beitet. Hier muss dann die Werkzeug
e[l 2 5 -12 =0 ’

[([ 7 5] =3 _12D 100 kompetenz bzgl. der Auswertung des

N rref-Befehls vorhanden sein.
3
=z x== .
B 5 Bild 2
AT 7 7z . .
i Fi = Zwei Ebenen in Normalenform,
z true Weg b

©Fiir z kénnen also beliebige Werte eingesetzt werden, z freie Variable Fertig EbenenSChnlttzJpgb Ebenenschnitte.tns
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— ) — | Bild 3
©Schnitt zweier Ebenen in Parameterform Fertig . .
Zwei Ebenen in Parameterform
x| |2 7] 3 x=-25T-3114+2 - .
yHo s 1 ez o y=s1 Ebenenschnitt3.jpg, Ebenenschnitte.tns
0 1 =t1+4
7] 3 X=-2-52H31242
yHors2l 1 o =52
z] |2 1 1 Z=52+12+2
2 &2 -3] [2 7] 3 . . .
solvel| g (+sI 1 I g [Fo[Fs27| 1 T2 ,{SLH,SQ,:Q} c5 ist freie Variable
4 0 1]z 1 1
31=-2-(c5—1) and 32=-2'(c5—1) and t7=-¢5 and 12=c5
R —3‘ e {e5o1) and t1o-c x=7-c5-2 Die Ergebnisse fiir s1 und t1 werden
=| s T H-e1 g 7=-2-€5-1]) and {1=-C. e . .
YL . y=2(c5-1] eingesetzt (mittels .. | ...)
z) |4 0 1 z=4-c5
|
©Schnitt zweler Ebenen, eine in Parameterform, eine in Normalenform Fertig = glld '4E . in P f
e B ; == .Vvel bene.n, eine in Parameterform,
o2 1 2o y=s2 die andere in Normalenform, Weg a
z] |2 1 1 =S4+ Ebenenschnitt4.jpg, Ebenenschnitte.tns
x+27y-5z="12 xt2y—5z=12
solve(ich2ry-5ez=-12fx=-2-52+312+2 and y=s2 and z=s2+12+2,{12,52}) Benutzung der Ergebnisse aus Zeile 1
2 2les-2) d t2=c8
S£= ar = . . .
5 Die Geradengleichung ist also
x| |2 22 3| . -2(ee-2) _19¢8 2 X 0.4 38
yIlofts?| 1 ez 0}52 S and 2=c8 SR *5 . .
AN S _(e8-2) y|=|0.8 [+c8* —0.4
z 2.8 0.6
- Bild 5
©Schnitt zweier Ebenen, eine in Parameterform, eine in Normalenform Ferti . . . .
i f £ Zwei Ebenen, eine in Parameterform, die
x| [2 2l s X=2rs24 342 .
yHofrs2| 1 2o y=s2 andere in Normalenform, Weg b
z) |2 1 1 Z=s2H2H2 Ebenenschnitt5.jpg, Ebenenschnitte.tns
xtH2y-5z=-12 xt2y-5z="12
. 5 Sl s [cr2y-5r=553-212-8) D1.e Parametergleichung wird auf beiden Seiten
[1 2 -} W (12 sl ez ez mit dem Vektor [1,2,-5] aus der Normalenform
z 2 1 1 multipliziert.
solvel-12=-5+s2-2+12-8,{s2,12}] . —2-(;9—2)an 4 irco
x| |2 -2 3 -2.(cg_2) - 19-c9+3
o [|o[rsT| 1 [FiF|o[s3—— —and i2=cd 5 5 Das gleiche Ergebnis wie oben.
z] |2 1 1 ~-2+(c9-2)
5
39 14
z= +—
5 s

Umwandlung von Parameterform in Normalenform, Weg a

OVerwandiung einer Ebenengleichung in Parameterform in die Normalenform Fertig A

x| |2 -2 Fertig
ebene(s%:;’):: o ts2| 1 H2|g

z] [2 1 1

54 +3:(y-1
sclve(ebene(s;{l?l {3212}) - "+ and s2=y and 12= x (y )
3 3
o x+5y+4 .3 3rz=xt5+4
3

©Damit ergibt sich die Ebenengleichung x+5y-3z=—4 Fertig
l

Bild 6

Umwandlung von Parameterform in
Normalenform, Weg a
Ebenenschnitt7.jpg, Ebenenschnitte.tns

In DERIVE gibt man Ebenengleichungen in
Normalenform ein. Dadurch gewinnt die Um-
wandlung an praktischer Relevanz.
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Umwandlung von Parameterform in Normalenform, Weg b

Bil
©Verwandlung einer Ebenengleichung in Parameterform in die Normalenform Fertig d7 .
x} IR = Umwandlung von Parameterform in

ebene(s?,f2)1=

yFofrs2| 1 [F2|o Normalenform, Weg b

z] |2 1 1 Ebenenschnitt7.jpg, Ebenenschnitte.tns
Zunichst wird ein Vektor n gesucht, der auf
den beiden Richtungsvektoren der Ebene
senkrecht steht. Dazu kann man den vorde-
finierten Systembaustein
,,Jdotp(vektor,vektor)* benutzen.

nll|-2 LM E]
solve|dotP nzbl 1 |[F0 and dotP| 22blo =O,{rrI,rz2}
n3||1 n3|[1

-n3
2 3
I -5=n3
2/ 3 n3 kann man frei wihlen.
n3 n3 Die Normalenform ergibt sich wie oben.
©Damit ist die Normalenform bestimmt — vergleiche mit dem anderen Weg!

=dotP

) Die Ebene mit der Gleichung
L x+5y-3z = -4 bzw.
1 X
S50*% y |=-4bzw.

-3 z

X -9 8 5

y|=| 1|+s* =1|+t* -1

z 0 1 0

Bild 8
Umwandlung von der Normalenform in die Parameterform
B Bild
©Normalform in Parameterform umwandeln Fertig Umwandlung von Normalen-
xt5y-3z=-4 x+5y-3z=4 form in Parameterform
ebenep_/{xxyjz):=x+5'y—3'z:’4 Fertig Dateien:
solvelebenepfx,1,0}x) =g Ebenenschn¥tt9 Jpg,
Ebenenschnitte.tns

©Damit kennt man den Punkt A(—Q,I,O) auf der Ebene Fertig
Solve(ebenepj{x,o,lj,x) x="1 Man sucht sich 3 Punkte auf der Ebe-
©FPunkt B(—I,O,l) auf der Ebene Fertig ne.
solve(ebenepj{x,[),t]),x) x=-4
©FPunkt C(—4,0,0) auf der Ebene Fertig
x| -9 -1 |9 -4| |9 x=85+51-9
v o |1 | o [ L y=-s—t+1 Dann setzt man in die Parameterform
z) |0 1) lo o] o z=3 ein.
©Das ist die Ebenengleichung in Par‘amezerfor‘m|
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5.1.5 Abstinde, Winkel

Die folgenden Seiten sind aus einem meiner dlteren Werke — Lineare Algebra 1990 - iiber-
nommen. Sie bringen weitere Grundlagen der vektoriellen analytischen Geometrie. Es geht
um die Anwendung des Skalarprodukts zur Abstands und Winkelberechnung — Herleitungen

und einige innermathematische Aufgaben. — Die Zeit hat nichts gedndert!

3.2 Skalarprodukt — Abstands und Winkelberechnungen 71

3.2 Skalarprodukt —
Abstands- und Winkelberechnungen

Zielsetzung  Fiir Abstands— und Winkelberechnungen bendtigt man das Skalarprodukt.
Wir haben es bei der Multiplikation von Matrizen standig benutzt. Nun
aber erscheint es bei geometrischen Fragestellungen, so daB es darum geht,
den Ubergang von der algebraischen Definition zu geometrischen Anwen-
dungen zu finden.

Problem— Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P;(z1,91,7) und
stellung Py(2,y2, 22).
Lésung Betrachten Sie Abbildung 3.8, und fihren Sie den angedeuteten Lo-

sungsweg durch!

3 Analytische Geometrie

Der Abstand | P, P;| zweier Punkte P (21,91, 21) und Pa(22,y2, 22)
im IR® berechnet sich mit der Formel

|P1P2| = /(z2 — ©1)% + (2 — ¥1)2 + (22 — z1)*.

—
Linge des Vektors Py P; zwischen den Punkten P, und Ps:

—_—
|P1 Py = V(22 — z1)? + (w2 — 11)2 F(za — z1)3.

Mit den Setzungen
(22 —z1) =az, (Y2—w1)=ay, (22—21)=a:

ergibt sich fiir die

[ Linge eines Vektors @ |@| = /a2 + a2 + a2.

Der nicht sofort sichtbare Zusammenhang dieser Formeln mit Matri-
zenrechnungen ergibt sich iiber den Begriff des Skalarprodukts!

Das Skalarprodukt hat bei der Einfiihrung der Matrizenmultiplikation
cine wesentliche Rolle gespielt und ist uns spiter immer wieder begeg-
net. Wir haben definict

x Skalarprodukt
biy
Abb, 3.8: Abstand zweier Punkte im IR® b2y -
b. 3.8: Abstand zweie. b A(,n) By = (a11 a1z ... ain) 5 5 E ayjbjy
(a) Pythagoras in D PiQsP. 1;;,.
(b) Pythagoras in Dreieck P;Q1Qx.
(c) Einsetzen von (b) in (a) ergibt:
Betrachten wir nun die obigen Formeln fiir die Abstandsberechnungen,

3.2 Skalarprodukt — Abstands und Winkelberechnungen 73 3 Analytische Geometrie

so wird deutlich, dal auch hier Skalarprodukte im Spiel sind, etwa

—
|P1Py| = /(22 — 21)? + (2 —31)% + (22 — 21)?

— (w2 — z1)
|PiPs| = | ((z2—21) (y2— 1) (2= 21)) | (¥2—w1)
(22 — 1)
Nun ist es in der analytischen Geometrie (Vektorrechnung) iiblich, Vek-

toren als Spalten zu schreiben, so daff wir in Abweichung von der
iiblichen Matrizenschreibweise hier Skalarprodukte als (SpaltexSpalte)

schreiben, also
(22 = @1)
(y2 — 1)
(22— 21)

Allgemein definieren wir fiir den Bereich der Vektorrechnung bzw. der

N
Vektorlinge  |PyPy| =

analytischen Geometrie:

Definition Skalarprodukt zweier Vektoren @b € R*

o fa\ (b 5
b= as | [ b2 | =aiby +azbs+asby = aibi
as by i=1

Orthogonale Vektoren

Das Skalarprodukt erméglicht auch die Berechnung von WinkelgriBen!
Wir betrachten zunichst den Fall, daf zwei Vektoren senkrecht auf-
einander stehen und zeigen, daf dann das Skalarprodukt der Vektoren
gleich Null ist. Unter einigen Binschrinkungen gilt auch die Umkeh-
rung.

Satz 3.2 Orthogonalititsbedingung fiir zwei Vektoren

ML & Pfm=0 (7,

7 # 0)

(1) Wir haben oben geschen, daf

e 5 -
|PLPa| = |72 — 71| = V(@2 — 21)2 + (v2 — 11)? + (22 — 21)%,
also

7% — m? = (22 — 21)? + (y2 — ¥1)* + (22 — 21)?
= (23 +y?+23) + (23 + ¥3 + 23) — 2(z122 +v1Y2 + 2122)

(2) Diese Bezichung erinnert an den Cosinussatz der ebenen Trigono-
metrie, wie man an den Abbildungen 3.9 unschwer erkennt.

Abb. 3.9: Cosinussatz

Mit den Bezeichnungen der Abbildungen sagt der Cosinussatz

a? = b2 + ¢® — 2bc - cos(a)

|7 — 712 = |77 + |72|® — 271 72| - cos(71,72)
|7 — # |2 = |71 + |72|* — 2717 ()

(3) Wir kénnen zweierlei ablesen:
Wenn 7 L 7, dann liegt in Abbildung 3.9 ein rechtwinkliges Drei-
eck vor, und es gilt nach dem Satz des Pythagoras

7 — 72 = |72 + |7l

Dann muB in () gelten: —277% = 0, also M7 = 0. Wir haben
damit gezeigt: Wenn 7, L 72, dann 77 = 0.
Auch die Umkehrung gilt, sofern man voraussetzt, dafl 7,72 # 0.
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Berechnung des Winkels zwischen Vektoren Abstand Punkt — Gerade

Abstand Punkt — Ebene
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3.2 Skalarp. kt — Abstands und Wi 79

3 Analytische Geometrie

Abstand Ebene 1 — Ebene 2 (E1|E2)

BL: 7= +th + sila; Dy : 7 =7+ t0 + s,
lineare Hiillen: [y, 2] = [0, 72]

Abb. 3.14: Abstand Ebene 1 — Ebene 2

(1) Abstand d; des Nullpunkts von E1 bestimmen,

(2) Abstand d, des Nullpunkts von E2 bestimmen,

(3) d = |dy — dy| ist der Abstand der beiden Ebenen
(Lage der Ebenen beziiglich O(0,0,0) beachten).

Abstand Gerade — Ebene (g||E)

g:7T=71+1t%, E:F7=73+ 1t + sta,

lineare Hiillen: [@1, Ta]

o

o
Abb. 3.15: Abstand Gerade — Ebene

(1) Ebene E2 durch g legen, so dafl E2||E,
(2) Fortsetzung wie bei Abstand Ebene 1 Ebene 2.

Abstand Gerade 1 — Gerade 2

g1 : T =T+ 11, g2 T = T2+ taila.

Fiir zwei Geraden im R? gibt es drei Mglichkeiten

(a) g1 Mgz # { }, keine Abstandsberechnung erforderlich,
(b) g1|lg2 und g1 # g2, Abstandsberechnung méglich,
(¢) g1 windschief zu gz, Abstandsberechnung méglich.

Zu (b), siehe Abbildung 3.16.

P

(o}
Abb. 3.16: Abstand Gerade 1 Gerade 2

Man nehme einen beliebigen Punkt auf einer der Geraden und berechne
dessen Abstand von der anderen Geraden (siche oben: Abstand Punkt
— Gerade).

Zu (c), siche Abbildung 3.17.

g,CE.

g, cE,

Abb. 3.17: Abstand Gerade 1 — Gerade 2

Abstand Ebene 1 — Ebene 2, Abstand Gerade — Ebene

Abstand Gerade 1 — Gerade 2

3.2 Skalarprodukt — Abstands und Winkelberechnungen 81

3 Analytische Geometrie

Unter dem Abstand zweier windschiefer Geraden wollen wir den Ab-
stand zweier paralleler Ebenen E1 und E2 verstchen. Die Ebenen wer-
den so konstruiert, daB g, in E1 liegt und E1||gs; g2 in E2 liegt und
E2||g1. Nun kann man den Abstand der beiden Ebenen wie oben be-
rechnen.

Aufgaben

1. Berechnen Sie die Seitenlingen der Dreiecke Py P, P; und ABC!
Py(0,0,0), P»(12,12,12), Ps(—5,5,2);
A(=12,12), B(3,5), C(23,1).

2. Nennen Sie 8 Punkte, die vom Punkt M (0, 0) den gleichen Abstand
haben.

3. Nennen Sie 8 Punkte, die vom Punkt M (1,2) den gleichen Abstand
haben.

4. Zeigen Sie: Die Gleichung eines Kreises /{ mit dem Mittelpunkt
M(0,0) und dem Radius r lautet
— in Koordinatenschreibweise 2% + 3% = r? baw. y = £,/(r? — 2?)
und

— in Vektorschreibweise 7 = |]?.

5. Zeigen Sie: Die Gleichung einer Kugel K mit dem Mittelpunkt
M(0,0,0) und dem Radius |7] lautet 77 = |7]?. Vergleichen Sie
mit der Kreisgleichung.

6. Erlautern Sie, inwiefern der Algorithmus in dem folgenden Strukto-
gramm die paarweisen Abstiande von n Punkten im R® berechnet.

Koordinaten der Punkte in eine (3,7n)-Matrix A einlesen

fiir i von 1 bis (n — 1)

fiir j von (i + 1) bis

Abstandsquadrat ¢ := 0

fiir £ von 1 bis 3

[ q:= q+ (ari — ax;)?

Abstand := /g

Ausgabe von “Abstand” und der Koordinaten der
Punkte P; und Pj, zwischen denen der Abstand
berechnet wurde.

Abb. 3.18: Paarweiser Abstand von n Punkten im TR®

7. Untersuchen Sie, welche der angegebenen Vektoren senkrecht auf-
cinander stehen.

a 5

B0 G G e

(3 (3 ) () (&)

8. Berechnen Sie die Winkel zwischen je zwei Vektoren.

e

O 0 @66

Ubungsaufgaben zur Lingen- und Winkelberechnung
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5.2 Viele Punkte, viele Geraden

7 RIS NN
2RO

{/2ﬂ}5?::

Bild I: Viele Punkte im R3 ' Viele Geraden im R3
Aufgabe 1: Welche Punkte liegen im Einheitswiirfel. Wie sind (in etwa) ihre Koordinaten?

Aufgabe 2: Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenldnge 2. Zeichnen Sie viele Zufallspunkte
in den Wiirfel!

Wil
ARG
\\\\ -

AN i 4
RRRRARNSN e &% /744
! A / /// .

AN \ L
\ 70 %
o |

LA A

N SO A7 2 BRSO
RN W ey B\

Ny 728 B \&

i
o\

A X Y
A \, - X
NN = | i/ m

i

/i
/;

/ ///‘I‘\

7
I | AR~ I
BN LS

Aufgabe 3: Nennen Sie Gleichungen von Geraden aus den Geradenbiischeln.

Aufgabe 4: Aufgabe 5:
Wie lauten die Kugelgleichungen? Nenne Punkte innerhalb des Hauses.
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5.3 Ein Buch aufblattern - das Ebenenbiischel u*x+u*y = z(x,y,u)

Das Problem:

Passt die Uberschrift ,,Ein Buch aufblittern®“? — Wir betrachten die Ebenen mit den Gleichun-
gen xty-z = 0, 2x+2y-z = 0, 3x+3y-z = 0 und 4x+4y-z = 0.

Die folgenden Bilder machen dazu einige Aussagen. — Was sagen Sie dazu?

Thr Text:

Bild a: Bild erstellt mit dem Programm ANALYGEO (Kise-Software)

Die Ebenen u*x+v*y-z=0 mit u=v={1,2,3,4}
N

Thr Text =

Bild b: Bild erstellt mit dem Programm DERIVE 6
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[=
11-10 11-10
pancd2 2 1 0 . Ihr Text >
3310 33 -10
4 4 -1 0 4 4 -1 0
rrefimal) 1100
o010
0000
0000
©Aus Zeile 2 folgt z=0, aus Zeile 1 folgt y = —x. Es gibt also nicht nur die Fertig
©Ldsung x=0, y=0,z=0, sondern unendlich viele Ldsungen (v,—v,O) Fertig
©y=-x, z=0 ist geometrisch eine Gerade in der x,y-FEbene. Fertig
solve(eryfz:O and 2=x+2+y-z=0 and 3'x+3+y-z=0 and 4-x+4+—z=0, {xy,z})
x=-cTand y=c7 and z=0
o
Bild c: Rechnung mit TI-Nspire-CAS
17 Fzr Fzw Fyr FE Fa*
v §== [Algebra|Calc|dther|PramI0|Clean Up Thr Text =

Bepluelzxt+ty—z=0 and 2-x+2-9g—z=z=0 arp
= "B2 and =2 and =z =0

MAIM ErD AUTO FUMC 1/%0

Bild d: Rechnung mit TI-Voyage 200

Aufgabe:
Gehen Sie auf die Suche nach weiteren Ebenenbiischel mit nennenswerten Eigenschaften!
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5.4 Auf der Suche nach dem Schnittpunkt der Geraden
- ein ungewohnter Losungsweg

2: 2x+1

3: -0.5x+3

f4: {abs(f2-13)<0.01:f2:undef}
f5: abs(f2-13)

mit
x -10 10 0.02 1000

Aufgabe:
Erldutern Sie den Losungsweg

Aufgabe:
Geht das auch fiir Parabeln?

Datei: Schnitte mit Wertetafel und Absolutbetrag.pl2

Aufgabe:

Kann man das Verfahren auf den Raum iibertragen?
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Dokumentation zum Programmsystem ANIMATO
Eberhard Lehmann, Stand 24.Juni 2008

ANIMATO hat besondere Eigenschaften, die mathematische Animatio-
nen intensiv unterstutzen:

(1) Wahl der Reihenfolge des Zeichnens der Graphen

(2) Auch simultanes Zeichnen von Graphen

(3) Ziehen von Strecken auch zwischen Punkten von Graph zu Graph

(4) Farbwabhl fiir die Graphen, verschiedene Strichstirken

(5) Einstellen der Zeichengeschwindigkeit

(6) Graphen punktweise zeichnen oder Punkte verbinden

(7) Verwenden von Parametern

(8) Schnelle Variierbarkeit in der Darstellungsart

(9) Wahl geeigneter Zeichenbereiche

(10) Verfiigbarkeit vieler Animationsschritte, Festlegung von Wartezeiten
dazwischen

(11) Fiir jeden Animationsschritt kdnnen eigene Optionen festgelegt wer
den (etwa 5, 6, 10)

(12) Eingabe von Transformationsgleichungen mit Wirkung auf alle Ter
me, z.B. Umrechnung in Polarkoordinaten oder Eingabe von Drehun
gen

(13) Laden von Hintergrundbildern, z.B. mathematische Abbildungen oder
Bildern von Digitalkameras, Wahl von Hintergrundfarben

(14) Die Animationsabldufe konnen ,,gefilmt* werden. Dabei entstehen avi-
Dateien, die dann abgespielt werden konnen, ohne das ANIMATO-
Programm zu benutzen oder zu kennen.
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0. Vorspann

Hinweis: Beachten Sie bei den einzelnen Animato-Projekten die Option "Notizen". Dort be-
finden sich hiufiger Hinweise zu den Problemlésungen.

Ein schneller Weg zur Arbeit mit dem Programm

1) Programm starten mit dem Aufruf von PLOT2.EXE (oder dem jeweils neuen Programm
namen bei neuen Versionen)

2) Klick auf ,,Datei offnen”

3) Auswabhl einer der vorgegebenen Beispieldateien, wéhlen Sie D-Geraden-durch-3-1.pl2

4) Klick auf Grafik = Sie sehen die Animation

5) Sehen Sie sich nun die Programmierung (Klick auf Funktionen) an.
Unter den Optionen Einstellungen, Notizen, Wertetafel erhalten Sie weitere Informationen.

6) Nehmen Sie nun kleine Anderungen vor und beobachten Sie die Auswirkungen.

7) Erforschen Sie in der iliblichen Weise mit Threm Cursor die Bedeutung der Symbole auf der
Windows-Oberfldche (z.B. kann die Zeichnung zwischendurch angehalten werden. Klick
auf||).

Wie unter 1) bis 6) geschildert, konnen Sie mit allen Beispieldateien vorgehen. So lernt man
die Moglichkeiten am besten kennen und kann das auf eigene Probleme anwenden.

)
Pt
Bild zum Animato-Projekt
e [
B =S - ; D-Geraden-durch-3-1.pl2«
= T , .p
e -—
I
10 8 3T 3 2 L p
7k
d__ﬂ_—"‘”_#’/ /
- /
/
]

Ende der Kurzanleitung
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ANIMATO

Das gesamte System einschlielich der Beispieldateien und Dokumentationen nenne ich A-
NIMATO. Das eigentliche Programm hei3t PLOT2.EXE.

Die erstellten Dateien werden als ANIMATO-Projekte bezeichnet. Sie werden unter
dem Kurzel .pl2 gespeichert.

ANIMATO
PLOT2.EXE ANIMATO-Projekte
(das Pro- » (die mit dem Programm
gramm) bearbeiteten Probleme)

Die Leistungsfahigkeit von ANIMATO wird schnell deutlich, wenn Sie die vielen Beispielda-
teien (Animato-Projekte) betrachten und kleine Anderungen an Einstellungen oder Termen
vornehmen.

1.1 Eine erste Anwendung

(1) Starten Sie das Animato-Programm.

(2) Klicken Sie in Block C in die Zeile f1 und tragen Sie dort einen Funktionsterm ein, z.B.
0.5x+1

(3) Klicken Sie auf das Kistchen neben fl, und klicken Sie auf eine Farbe.
(4) Wiederholen Sie (2) und (3) fiir die Zeile f2. Eintragen von sin(x)
(5) Klicken Sie aus Block B auf das Icon Grafik.

Hinweis: Falls eine Eingabe in den Funktionenbildschirm anfangs nicht zu sehen ist,
klicken Sie einfach irgendwo auf den Funktionenbildschirm.

Das Ergebnis (siehe Abbildung 1): Die Gerade und die Sinuskurve werden im Bereich t [-10),
10] mit der Schrittweite 0.2 (100 Werte) und in den gewdhlten Farben gezeichnet. — Die
Zeichnung ist noch nicht mafsstabsgetreu.

(6) Klicken Sie in Block B auf Funktionen. — Sie werden wieder in die Funktionsmaske
gefiihrt.

Abb. 1: Der erste Versuch — die Gerade y = 0.5x+1 und die Sinuskurve y = sin(x)
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1.2 Grundlagen - die funf Bildschirme

(B1) Der Funktionen-Bildschirm

EEHL-PLOT - C:\Programme\HL-Plot 2\Parabelnl-a-b-c.pl2

= BB E
?k_g“ [ A& 00 RR Block A B
unktionen | Einstel N Weitetafel | Grafik | Deb
| Instel ungenl ot\zenl ertetatel I rafi | = ugl BlOCk B
fl ﬂ
2 ||
= Block C v
. v . .
f4 Eintragen der . Block A enthilt die Optionen:
f Terme in die Zeilen Block B enthilt die 5 .
. . e  Neue Datet
fe fl, 2,13, ... Bildschirme: e Datei 6ffnen
il Mit // werden Text- e  Funktionen o
3 .. e Datei speichern
erlauterungen : P
B ; ; e  Einstellungen e  Kopie in Zwischenablage
— eingeleitet. e  Notizen _ P . _ g
= o Wertetafel e  Finfligen aus Zwischenablage
M2 e  Grafik e  Drucken _
n3 Block e  Textformatierung
= ock D . G .
. rafik neu zeichnen
fI5 Einstellen i
= der Definiti- Block E e Animation unterbrechen
7| | onsbereiche Schalter fiir die e  Animationsschritt iiberspringen
M8 | fiir x bzw. t Optionen (Bereiche, e VergroBern
i3] bzw. nund Punkte) , Einstellen e  Verkleinern
Ef fiir die Vari- der Geschwindigkeit
- und Wartezeit zwi-
s ?blenpa(riame schen den Animati- Block F
f2 eruund v. ) Hier wird die Anzahl bzw. die Nummer der
24 onsschritten. S . . . -
— Animationsschritte angezeigt. Diese kon- =l
_ _ _ y nen mit den angezeigten Optionen (mit der
|M|n dax Schrithw.  |Anzahl I r W'artebera\c.h e T MauS auf dle Option gehen) Verwaltet
«t |10 10 02 100 ¥ Purkte verbinden
i ] ] 1 ] Geschwindigkeit |0 —I werden.
v |0 il 1 ] ‘wartezeit 0 _:I —
s 'K IR AL
|
i#A Start| B Paint Shop Fro |[ T npioT T Miciasoft Word | 5y Exploresr - ANIMATO Doku... G 1725

Abbildung 2: Die Ausgangsmaske von PLOT2.EXE

Aufruf des Programms PLOT2.EXE liefert beim Bildschirm ,, Funktionen” das Bild von Ab-
bildung 2 (ohne die erlduternden ,,Blocke”). Das Startbild wird zur leichteren Beschreibung in
die Blocke A bis G eingeteilt. Gelegentlich erscheint auch zuerst der Bildschirm ,, Notizen .
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(B2) Der Einstellungen-Bildschirm

WMEHL-PLOT v2.0.9.2 M= B3
= Es: . . . . . .
DeEH™ Al WTEUE siehe oben (B1), teilweise sind andere Optionen greitbar
Funktionen  Einstellungen |Notizen| W’eltetafell Grafik I Debugl
~Bildausschnitt F.oordinatenraster . .
x ID ID 7 automahech Gitterweite (1 ¥ Gitter sichthar ?C}llllsenbes.tcl/lrgtuncg}.et?, it den
i anlen, mit /ohne GUitter
v [0 ] F¥ ' automatisch L 7 Gite! sichtbar ?

[ mabstabsgerechte Darstellung o el e

Hintergrundfarbe B\ [ Gitter mit transfarmisren

i~ Transformation

=
Anklicken, Farbe auswihlen
v
Es wird zwischen drei —
Arten von Tran_sforman- Automatisch: Bildschirmausschnitt wird automa-
onen un.terschelden: tisch gewdhlt, ohne Haken kann man ihn durch
* Keine _ Eingaben beeinflussen.
*  Benutzerdefiniert MaBstabsgetreue Einstellung: Man wiihle bei den
»  Festdefinierte wie x-Werten etwa das 1.5-fache der y-Werte! Kein
z.B. Polarkoordina- Haken.
ten.
Man sieht am Beispiel
der Polarkoordinaten, Hier kann man jetzt auch Hintergrund-
wie man Transforma- bilder, z. B. Digitalfotos laden, auf denen
tio-nen definieren man dann Mathematik betreiben kann,
kann. Alle Terme im z.B. Objekte mit Funktionen nachkon-
Funktionen-Bildschirm Struieren. ba
|
g Start| B¥ Microsoit Word - ndoc | BB Paint Shep Pro |[5 e-pLoT 48 5 1540

Abb.3a: Der Einstellungen-Bildschirm

BEHL-PLOT ¥2.2.0.5

DeHdSitn B0 A I Q

Funlklionen Eimle”u’!xlr‘mtizenl Wertetafell Grafik: I Debugl /

rBildausschnitt k.oordinatenraster

bt ID ID I automalisch Gitterweite ><|'| v Gitter sichtar
AL o I automatisch ¥ ¥ Gitter s

fBstab hte D arstell .
B stz e Dl ¥ Achsen beschiften

[~ Gitter mit transformieren

r—Transformation —Hintergrund

Hinterarundfarbe I:l

Hintergrundbild Offren |

~Filn-Optionen———|  Einfach auf das Filmsymbol klicken,
Braite W the'ﬁ dann Wir.d die Apimation iq dem .
S IT Tempo, in der sie gestaltet ist, als .avi-

Datei aufgenommen und kann spéter
als Film abgerufen werden ohne das
ANIMATO-Programm benutzen zu
missen. - Waihlen Sie beim Kompri-
mieren die Option Xvid.....

keine

ntzerdefiniert
Puolarkoardinaten [ iyfcos(fx] fwEzinlf) ]

Abb.3b: Der Einstellungen-Bildschirm
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(B3) Der Notizen-Bildschirm

In diesem Bildschirm kann man sich Notizen machen. Anwendungsmoglichkeiten sind z.B.:

e Der Lehrer formuliert hier in Hausarbeit eine Aufgabe, die die Schiiler dann im Unterricht
bearbeiten kdnnen.

e Die Schiiler dokumentieren hier ihre Arbeit, der Lehrer kann das dann spéter einsehen.

e In dem Bildschirm kann editiert werden, Schrift kann farbig gestaltet werden usw.

e Der Funktionenbildschirm (nur die Funktionsterme) kann in den Notizen-Bildschirm ko-
piert werden, ebenso der Wertetafel-Bildschirm

e Die Gestaltungsmdglichkeiten des Notizen-Bildschirms machen ihn auch flir Vortrage
geeignet.

¢ Der Bildschirminhalt kann auch in eine Textverarbeitung iibernommen werden.

(B4) Der Wertetafel-Bildschirm

Hier werden die der Zeichnung zugrundeliegenden Wertetafeln gezeigt. Die Wertetafeln be-
ziehen sich immer auf den gerade markierten Animationsschritt. Die Wertetafeln konnen in
die Zwischenablage gelegt werden oder auch ausgedruckt werden.

Die angezeigten Wertetafeln beziehen sich auf den jeweils markierten Animationsschritt.
Hinweis: Sollte einmal eine Wertetafel nur teilweise angezeigt werden, klicken Sie einfach auf irgendeine Stelle
des Wertetafel-Bildschirms.

(BS) Der Grafik-Bildschirm

Hier entstehen die Zeichnungen unter Beriicksichtigung

o der mit einer Farbe versehenen Terme aus dem Funktionsbildschirm,

e der bei den einzelnen Animationsschritten festgelegten Optionen, wie Definitionsbereiche
fiir x,t,n bzw. fiir u und v,

o der Geschwindigkeiten und der Pausen,

e der Einstellungen auf dem Einstellungen-Bildschirm.

Die Daten der Animato-Projekte (nicht die Grafiken) werden unter dem Namen name.pl2 ge-

speichert. Diese Dateien konnen in eine Textverarbeitung eingefligt werden und dort nach
Wunsch bearbeitet werden.

1.3 Zur Verfugung stehende Konstanten, Variablen, Funktionen und
Relationen

In den Funktionstermen f1, f2, ... konnen verwendet werden:

(a) Funktionen / Relationen

Sqr(x) sqrt(x) int(x) frac(x) abs(x) log10(x)
Quadrat Quadratwurzel Vorkommastelle Nachkommastellen | Absolutbetrag Zehnerlogarithmus
Sin(x) cos(x) tan(x) exp(x) In(x) oder
asin(x) acos(x) atan(x) Exponential- log(x)
Arcustangens funktion natiirlicher
Logarithmus
Random Zufallszahl aus [0,1[ rand Zufallszahl aus [0,1]
,random" erzeugt an jeder Aufrufstelle jeweils eine Wird ,rand” aufgerufen, so bleibt der erzeugte Wert fiir
andere Zufallszahl einen Durchlauf (fiir ein x aus dem Definitionsbereich)
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Ein Beispiel fiir die unterschiedliche Bedeutung von
,rand” und ,,random” zeigt das

Beispielprogramm ,,Random-Rand-Demol. p/Z".
Starten Sie das Programm und sehen Sie sich die
Wertetafeln fiir f1, £2, f3, f4 an.

durch alle programmierten Funktionsterme und Anima-
tionsschritte hindurch gleich. Ein neues x aus D erzeugt
dann auch eine neue Zufallszahl.

Zeichnen von Strecken und Streckenziigen
Beispiel: f1: 2,3,7,1,5,6,2,3

Dadurch wird ein Streckenzug zwischen den Punkten
(2,3), (7,1), (5,6) und (2,3) gezeichnet. Wichtig:
Koordinaten kdnnen auch durch Funktionsterme ersetzt
werden. Daraus ergibt sich eine Fiille neuartiger Mog-
lichkeiten.

Beispiel: f1: 2,3,x,5,5,5 erzeugt einen Fécher, ausge-
hend von (2,3) zu den Punkten (x,4) und dann zu (5,5).

f1, 2, £3, usw. konnen miteinander verkettet
werden.

Beispiel: Sei f5: sin(a), sei fl: random. Dann kann man
programmieren f6: f5(f1), was gleichbedeutend ist mit
sin(random).

(b) Verkniipfungszeichen - Vergleichszeichen

+ - * /) A < Kleiner, <= &  logisches ,,und”
sind die iiblichen Rechen- | Potenzieren > groBer, >= | logisches ,,oder”
zeichen = gleich, <> ungleich

(c) Bedingungen

{ Bedingung B setzen: Term, wenn B wahr

konnen auch geschachtelt werden.
Beispiel: {(x<-3) | (x>4): undef : x"2 }

: Term, wenn B falsch }, Bedingungen

Wenn x<-3 oder x>4, dann undefiniert (nichts tun), sonst Parabel y=x"2 zeichnen.

Weitere Moglichkeit:

Bedingung ? Wert von true : Wert, wenn false, Beispiel:

x<3?undef:x"2

(d) Variablen - Konstanten

X ist die normalerweise verwendete Variable

t  sollte man verwenden, wenn es um Winkel geht
x und t sind aber sonst gleichbedeutend und wer
den auf der Funktionsseite unten links festgelegt.

n (bzw. a) sollte man verwenden, wenn es beim
Einsetzen um natiirliche Zahlen geht, etwa bei
Folgen, fiir die festgelegte Schrittweite wéihlt man
dafiir den Wert 1.

e FEulersche Zahl e =2.7182...

pi Kreiszahl n =3.14159...

undef undefinierter Wert

(e) Parameter

UV Variablenparameter, fiir die man
Laufbereiche festlegen kann, siche Funktionenbild-
schirm.

a(bzw.n) b ¢ d Parameter ohne einen eige-
nen Laufbereich, fiir sie kann man Zahlen / Terme oder
auch die Variablenparameter u und v oder x,t einsetzen.

Man muss stets die Reihenfolge a,b,c,d verwenden.

168

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza




Eberhard Lehmann Innovative Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

(f) Transformationen

fx ist der x-Wert, fy ist der y-Wert der gerade betrachteten Funktion,

Beispiel: Wenn in der benutzerdefinierten Transformation geschrieben wird: fy, fx, so
werden im gesamten Funktionsvorrat x-Wert und y-Wert vertauscht (Spiegelung an
der Geraden y=x). Ansonsten vergleiche man die vordefinierte Transformation Po-
larkoordinaten.

(g) Klammern - Schriigstriche

Alle 3 Klammerarten sind gleichbedeutend, also (,{,[ - aber die schlieBende Klammer muss
passen.
Beispiel: {[x+3]*(x-3)]} ist moglich.

// Einleitung eines Kommentars anschlieend an Funktionsdefinition.

2. Besprechung von Beispielen
Beispiel 1 — Parabeln animieren

Dieses ATMAIOSPIOJeRE ist unter dem Namen D-Parabeln-a-b-c.pl2 gespeichert.

BB HL-PLOT - C:\Programme\HL-Plot 2\Parabeln1-a-b-c.pl2

Block A

e dEaE| Al M e e
Funktionen |EinstenungLn| N|ntizen| \wentetafel | Grafik | Debug | Block B
il |ainb)"2ec ﬂ
= |0 fl: Allgemeine Form einer Parabel, Laufvariable x, Parameter a, b, ¢
:j : E:Lﬁ] f2: Zeichnet die Normalparabel, da nun f1 = 1*(x-0)"2+0
— f1(1,0,0), Reihenfolge der Parameter ist a, b, ¢
& |nwo0 f3: f1(1,7,u), hier ist a=1, b=7, c=u, wobei u von -3 bis 3, Schrittweite 1
| 7] Block € lauft (Animationsschritt 2 unten rechts anklicken, dann findet man den
% oc Laufbereich fiir u unten links)

f6| | Bereiche der Lauf-
variablen x (bzw. t)
und der Parameter
za] | uundv.

Animationsschritte (1), (2), usw.

25 / =

|in Max  [Schitw. [Anzal | elsbeschieve (AAmAen

wt |10 10 0.2 100 ¥ Punkte verbinden (1]

u [0 0 a 0 Geschwindigkeit |20 E’I B|0Ck F

w lo i 0 i Waitezeit 0 |= o =

Block D Block € | el
P oC oC —
Block 6
#start| Borromopr = HL-PLOT N R
Abbildung 1.4-a: Funktionenbildschirm
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Der folgende Text wurde aus dem Notizen-Bildschirm kopiert.

f1: a*(x-b)*2+c // Die Scheitelpunktform der Parabel wird als Baustein definiert
f2: 11(1,0,0)  // Aufruf des Bausteins mit a=1, b=0, c=0. Das ist die Normalparabel

f3: f1(1,7,u)

f4: f1(1,v,-2)

5: f1(v,7,-2)

Il Weitere gezielte Bausteinaufrufe, bei denen schrittweise die Auswirkung fur die
Parameter c, dann b, dann a erforscht werden. Das erfolgt insgesamt in vier Animati-

onsschritten.
Ende der Kopie aus dem Notizen-Bildschirm.

Es erfolgt nun die zugehorige Kopie aus dem Grafik-Bildschirm:

Beispiel 2 —Animieren von Landschaften

Die folgende Landschaft wurde von Schiilerinnen einer neunten Klasse erstellt. Sie benutzten
einige der ihnen bisher bekannten Funktionen und Optionen (Strecken, Kreis, random, usw.) —
siche Animatoprojekt D-Vulkan.pl2.

Das Bild erhalten Sie durch Aufruf der Datei. Wegen der intensiven Farben wird es hier nicht abgedruckt.
Abb.: Datei D-Vulkan.pl2
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Beispiel 3 — Konstruktion der Sinuskurve aus dem Einheitskreis

Idee: Aufbau eines Films zur Erklarung der Entstehung der sin-Kurve aus dem Ein-
heitskreis - so wie man es in manchen Schulblichern statisch findet.

f1 Einheitskreis, x in Bogenmalf}

f2 Strecken von (0,0) zum Einheitskreis, Winkelschritte 0.5pi/5

f4 Strecken von (cos(x),0) zum Kreis, also die sin-Werte im E-Kreis

f5 Die (noch verschobene) Sinus-Kurve.

f6 Nachzeichnen der sin-Kurve in richtiger Lage.

Beispiel 4 — Rekursiv definierte Folgen, Teilpunkte auf Dreiecksseiten

Animato-Projekt: D-Dreiecksteilverhéltnisse.pl2.

TEILPUNKTE, siehe ML 1988, Heft 27, Lehmann: Von den Mittendreiecken zu Teil-
punktpolygonen, Seite 13-19,

Rekursive definierte Folgen / Klasse 11, Analysiskurs

Gegeben ist ein Dreieck P1(-7,-4), P2(6,-4), P3(1,6). Die Dreiecksseiten werden im
Verhaltnis u geteilt (im Beispiel ist u=0.05). Daraus wird ein neues Dreieck gebildet,
die Seiten werden wieder mit u geteilt usw.

(fir u=1 ergeben sich die Mitten, mit u kann nun variiert werden oder auch mit Anzahl
der Punkte.)

f1 berechnet x1, f2 x2, f3 x3, f4 y1, f5 y2, f6 y3
7,18,f9 zeichnet das jeweilige Dreieck
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£1: {n=1:-7:(F1(n-1)+u*2(n-1))/(1+u)}
£2: {n=1:6:(f2(n-1)+u*3(n-1))/(1+u)}
£3: {n=1:1:(f3(n-1)+u*f1 (n-1))/(1+u)}
f4: {n=1:-4:(f4(n-1)+u*5(n-1))/(1+u)}
£5: {n=1:-4:(f5(n-1)+u*6(n-1))/(1+u)}
6: {n=1:6:(f6(n-1)+u*4(n-1))/(1+u)}
f7: £1(n),f4(n),f2(n),f5(n)
£8: f2(n),f5(n),f3(n),f6(n)

(1r2 6(n),f1(n )

n),f
n),f
f9: £3(n),f6(n),f1(n),f4(n
(n

£10: f1(n),f4

)
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In den Hintergrund wurde ein Bild gelegt (Hauser in Burano, Insel bei Venedig). Auf
diesem Hintergrund wurden u.a. Strecken als Fensterbegrenzungen eingetragen und
ein Rasen mit Zufallszahlen erstellt.

Im Notizblock wurde notiert:

Auf einem Bild mathematische Spuren legen
Spuren legen, hier auf dem Hintergrund eines Bildes von der Insel bei Venedig

Kompetenzen KI.7 und KI.8

- Im Kosy arbeiten, dabei durch Ablesen von Punkten runden von Zahlen
uben (Fenster)

- Punkte identifizieren

- Strecken zeichnen (Fenster)

- Geraden zeichnen, mit Parameter zur Verschiebung (Pflaster),
Klasse 8

- Zufallszahlen benutzen (Rasen), Klasse 8

Entwurf Leh 1.12.06

Die Funktionsseite:

f1: x

f2: -3.25,1.90,-2.14,1.90,-2.07,-0.82,-3.31,-0.82,-3.25,1.90
f3: -10.4+0x+u

f4: -10.6+random+u

f5: 0.22,1.91,1.28,1.94,1.40,-0.74,0.28,-0.8,0.22,1.91

f6: 1.85,1.84,2.91,2.00,2.95,-0.64,1.95,-0.80,1.85,1.84
f7:-3.3,-3.54,-2.14,-3.51,-2.09,-5.77,-3.29,-5.9,-3.3,-3.54
f8:-3.9,2.41,-3.92,-7.56,3.9,-7.4,3.58,2.89,-3.9,2.41

f9: 1.02,-3.06,2.26,-2.94,2.4,-7.31,1.16,-7.34,1.02,-3.06

Ende der Dokumentation, Stand 24. Juni.2008

© Berlin 2008 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 173




Eberhard Lehmann

Innovative Materialien zur Analytischen Geometrie 2008

Sachverzeichnis

Sachverzeichnis

Abbilden mit (3,3)-Matrizen
Abbilden mit CAS

Abbilden mit stochastischer Matrix
Abbildungen umkehren
Abbildungsfolgen
Abbildungsmatrix R3, R2
Abbildungsmatrizen, Typ (2,2)
Abstinde, Winkel
Achsenspiegelung

Analytische Geometrie in Schule
ANIMATO, Beispiele
ANIMATO, Dokumentation
ANIMATO, Grundfolie fiir Schrégbilder
ANIMATO-Wiirfel

Bausteine, Module

Bausteine, selbstdefinierte

Bilder auf den Kopf stellen

Buch aufbléttern, Ebenenbiischel
Biischel

CAS-Hilfen fiir analytische Geometrie
CD’s

Computergrafik

Constructive Solid Geometry, CSG
Drehmatrizen

Drehstreckungen, Folgen
Drehungen

Ebenen in Derive
Ebenengleichungsformen
Einheitskreis

Elliptischer Kegel

Filme, avi

Geraden, Ebenen
Geradengleichungsformen
Gleichungsformen mit CAS
Graphenwelt analyt. Geometrie
Grundlagen fiir Kurse
Hintergrundbilder
Inhaltsverzeichnis

Inverse Matrizen

Konzept

Koordinatensysteme
Koordinatentransformationen
Kreis > Banane

Kreis = Ellipse

Kreis = Muster

Kugel am Spreeufer, Modellierung
Kugelgleichung

Kugeln als Weihnachtsdekoration
Kugeln schneiden

Lagerhaus in Barcelona

61
37
83ff
51f
77f
54f
35
155
39, 46
18f
169
162fF
58
139
109f, 141f
148f
31
159
45
141£F
4
27ff
27,28
42f
78
42f
130
144
25
107
166
142
143
152
24f

5
166, 172
3

52

6

63f, 105
63f
6Off
99
116f
103
105
103
106
133f

Sachverzeichnis

Landschaft erzeugen, Terme
Landschaft

Landschaften transformieren
Lernen von POVRAY

Lineare Algebra mit Matrizen
Matrixabbildung in POVRAY
Matrixpotenzen

Modellierung eines Kunstwerkes
Module, Bausteine

Muster transformieren

Objekte der Analyt. Geometrie
Parabolischer Zylinder
Parameterdarstellungen
Polarkoordinaten

POVRAY -Kugeln
Programmieren in POVRAY
Projekt "Ebenen, Ebenenausschnitte”
Projekt "Kreise", viele durch einen Punkt
Projekt "Kugeln"

Projekt "Landschaften abbilden"
Projekt "Logos"

Projekt "Netze, Maschen, Muster"
Projekt "Teilverhdltnisse"

Projekt "Wiirfelwelt"

Projekte zur analytischen Geometrie
Punkt auf Gerade

Quader, Schrigbild
Quader-Schrégbild transformieren
Rekursion

Schiefer Turm von Frankfurt
Schnitt von Ebenen

Schnittmengen
Schriagbilder bewegen
Schragbilder

Skalierung

Smily-Folgen
Spiegelmatrix

Spiegeln einer Landschaft
Spiegeln mit Matrizen
Strukturierung von Ebenen
Toyota-Logo
Transformationen bei ANIMATO
Translation

Verschiebung

Viele Punkte, viele Geraden
Winkel, Abstinde
Zentrische Streckung
Zylinder transformieren
Zylinder

127
33
128
111
5
113
83fF
134f
109f, 141f
65
7t
107
20ff
691F
109
109f
130f
97
102fF
126f
90ff
115fF
119
137f
8Off
149
54
67
119
68f
132,146,
152
145¢
60f
30, 54f
41
77
46f
33
34f
133ff
92
64f
37
37
158
155
40
67
106
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