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Vorwort

Der Einsatz von Computeralgebrasystemen (CAS) hat in den letzten Jahren so sehr an
Verbreitung gewonnen, dass nun bereits etliche Schulbiicher erschienen sind (Sek.1 und
Sek.2), in denen der CAS-Einsatz beriicksichtigt wird — wenn auch noch nicht durchgehend
und héufig zu sehr eingeschriankt auf die Funktion des Computers als Rechenknecht oder Zei-
chenknecht. AuBerlich erkennbar sind diese Bemiihungen u.a. an den Bildern von Computer-
rechnungen oder — zeichnungen.

So ist es an der Zeit, dem Computereinsatz liber die praktizierten einzelnen Einsédtze hinaus
einen groBeren Rahmen zu geben unter dem der Einsatz erfolgt. Die zahlreichen bereits verof-
fentlichten Unterrichtssequenzen sollten unter einem gemeinsamen Dach gesehen werden.

Computeralgebrasysteme im Mathematikunterricht
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Anwendung 1 - Rechenknecht
- Zeichenknecht
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»| = kreativ visualisieren und animieren
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Anwendung 3

Anwendung n

Gesucht sind
nachhaltige Konzepte (Methoden und Inhalte)
fur den CAS-Einsatz

Dabei geht es insbesondere darum, langfristige und nachhaltige Konzepte des CE zu benen-
nen, was bisher kaum in gesammelter Form geschehen ist. Inzwischen liegen jedoch genii-
gend Detailerfahrungen zum CE vor, um daraus auch Schliisse fiir die Formulierung langfris-
tiger Konzepte und fiir den Erwerb entsprechender Kompetenzen zu ziehen.

Die immer wieder gestellten Fragen und diskutierten Probleme bei Fortbildungen zum Com-
putereinsatz im MU ranken sich um die grundlegende Aussage:

Weniger sich stindig wiederholende Routine-Rechnungen und Routine-Zeichnungen
von Hand — dafiir mehr Rechnung und Visualisierung durch den Computer und besse-
res Verstehen der mathematischen Abliufe und Zusammenhiinge.
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Mit dem Buch mdchte ich meine ca. dreiBigjahrigen Unterrichtserfahrungen im Computerein-
satz im Mathematikunterricht in den Klassenstufen 7-13 und umfangreiche Erfahrungen aus
der Lehrerfortbildung weitergeben. Im Mittelpunkt wird der Unterricht mit Computeralgeb-
rasystemen (CAS) stehen Dabei geht es mir insbesondere um zwei Ziele:

a) Allen bereits mit CAS arbeitenden Lehrpersonen Erfolg sollen versprechende langfristige
und durchgehend zu verfolgende Konzepte des Computereinsatzes im MU an die Hand gege-
ben werden und

b) CAS-Einsteiger sollen vom Mehrwert des Computereinsatzes im MU iiberzeugt werden
und dabei auch Hilfen fiir den Einstieg in den Mathematikunterricht mit Computern erhalten.
Fiir die CAS-Einsteiger wird schon hier ausdriicklich auf Kapitel 2.4 verwiesen!

,Die in 2.3 vorgestellten Konzepte werden CAS-AnfangerInnen selbstverstindlich nicht alle
sofort beachten konnen. Die gemeinsame Verfolgung der Konzepte im Unterricht wird erst in
einem weit fortgeschrittenen Unterricht mit Computern moglich.

Aus diesen Ansitzen heraus ist ein umfangreiches aktuelles Werk entstanden - immer orien-
tiert an einer erfolgreichen Unterrichtspraxis. Etliche der genannten Unterrichtsinhalte und der
Tipps flir den Unterricht sind auch ohne Computereinsatz niitzlich, aber meistens bringt dieser
iiberzeugende Vorteile. Die meisten Inhalte und Tipps (teilweise sind es auch ungewdhnliche
und innovative Ideen) sind jedoch nur mit Computereinsatz zu verwirklichen.

Zur weiteren Information bzgl. der Buchinhalte verweise ich auf das ausfiihrliche Inhaltsver-
zeichnis.

Besonders in den Abbildungen zeigt sich, dass unterschiedliche Software verwendet wird.
Diese spiegelt einen Teil meiner eigenen Unterrichtserfahrungen wider: TI-92, Voyage 200,
TI-Nspire (PC), Derive, Animato. Dabei wird deutlich, dass viele Bearbeitungen auf ver-
schiedenen Geriten in dhnlicher Weise ablaufen konnen. Entscheident sind die Ideen!
Es gibt aber auch Bearbeitungen, die zumindest ein Teilen von den Fihigkeiten des jeweiligen
Rechners abhidngig sind.

Ich hoffe, dass moglichst viele Mathematik-LehrerInnen den erheblichen Mehrwert des Com-
putereinsatzes fiir einen zeitgemdfBen Unterricht erkennen und im Interesse ihrer SchiilerInnen
nutzen!

Der Adressatenkreis des Buches umfasst
CAS-Anfinger, CAS-Fortgeschrittene, Referenten, Didaktiker und sonstige CAS-Interessierte

Ubrigens - CAS-EinsteigerInnen

Am Ende des Inhaltsverzeichnisses finden sie einen ,,schnellen Weg* zum Einlesen in das
Buch und der ihre ersten Stunden und Wochen begleitet und ihre eventuellen Sorgen verrin-
gert.

Dr. Eberhard Lehmann, Berlin im August 2007
E-Mail mirza@snafu.de, Homepage www.snafu.de/~mirza

Hinweis: Ich produziere und vertreibe dieses Buch sozusagen ,auf eigene Faust®, weil es mir dadurch mdglich
ist, Gedanken, Konzepte, Fachinhalte und Methoden sehr individuell und vollig unabhingig von den Wiinschen
irgendeines Verlages zu formulieren und zusammenzustellen. So erklért sich u.a. auch der grofie Umfang des
Buches, der natiirlich seinen Preis hat. Das gelegentlich verwendete Animationsprogramm ANIMATO ist bei
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mir zusammen mit vielen Unterrichtsanwendungen zu einem sehr giinstigen Preis erhéltlich, siche meine Home-
page.
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0. Szenarien eines modernen Mathematikunterrichts

Wie jeder Unterricht entwickelt sich auch der Mathematikunterricht aus einer Fiille von Be-
dingungen. Die Komplexitdt konzeptioneller Uberlegungen zu diesem Bedingungsfeld wird
an den nun folgenden Uberblicksdarstellungen deutlich.

Die Abbildungen 0.a-c zeigen zahlreiche zu beachtende Aspekte:

e Fachinhalte und Fachmethoden,

e Aufgabenkultur,

e Unterrichtskultur,

e zu erwerbende Kompetenzen von LehrerInnen und SchiilerInnen,
Medien und ihre Einsatzformen (z. B. als Demonstrationsmedium),
sonstige Bedingungen (z. B. organisatorische).

Leitideen Allgemeine mathematisch Anforderungsbereiche
Kompetenzen
L1  Zahl K1 Mathematisch argumentieren | Al Reproduzieren
L2  Messen K2 Probleme mathematisch 16sen | All Zusammenhénge
L3  Raumund Form |K3 Mathematik modellieren herstellen
L4  Funktionaler K4 Mathematische Darstellungen | AIIl Verallgemeinern und
Zusammenhang verwenden Reflektieren

L5  Datenund Zufall |KS5 Mit symbolischen, formalen
und technischen Elementen der
Mathematik umgehen

K6 Kommunizieren

Abb. 0.a: Leitideen, allgemeine mathematische Kompetenzen

Unter Beriicksichtigung all dieser Aspekte entstehen diverse Unterrichtsszenarien.

Ein anspruchsvolles Szenarium ergibt sich beispielsweise aus der Vernetzung von mathemati-

schen Inhalten und Methoden

e mit komplexen und offenen Problemstellungen

e in Form eines Projektunterrichts,

o unter Verwendung neuer Medien, insbesondere im Rahmen eines experimentellen Com-
putereinsatzes, z.B. mit einem CAS.

¢ mit informatischen Inhalten und Methoden.

Die Vielfalt der Szenarien und der sich ergebenden Konzepte kann in den folgenden Kapiteln
nur filir einige Vernetzungen verdeutlicht werden.

Dabei wird der Schwerpunkt auf der Konzeption eines Mathematikunterrichts lie-
gen, der selbstverstandlich, aber in sinnvoller Weise den Computer einsetzt und in
der Regel von offenen Aufgabenstellungen und offenen Unterrichtsformen ausgeht.

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 7



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

Fiir derartige Konstellationen werden viele Beispiele aus der Unterrichtspraxis und flir die
Unterrichtspraxis vorgestellt. Die Abbildungen 0.b und 0.c bieten einen Uberblick iiber zu
berticksichtigende Themen und mdgliche inhaltliche Verkniipfungen. Sie bilden damit auch
die Grundlage fiir die in dem Buch dokumentierten konkreten und detaillierten Ausfithrungen.

Der Verlust einiger bisheriger Unterrichtsgewohnheiten

Angesichts der Fiille der sich aus den Abbildungen ergebenden Moglichkeiten fiir die Gestal-

tung eines modernen Mathematikunterrichts sollten Hindernisse und Hemmnisse nicht ver-

gessen werden! Sie betreffen in starkem Maf3e die unterrichtende Lehrperson, aber auch die

SchiilerInnen.

e Der Lehrer kann nicht mehr wie bisher unterrichten!

e Bislang gewohnte und geiibte grundlegende Fertigkeiten gehen teilweise verloren.

e Es besteht die Gefahr, die mathematische Struktur der bisherigen Lehrgénge zu verlieren.

e Auch die bisher gewohnten Unterrichtsziele werden sich zugunsten anderer/weiterer Zie-
le dndern.

e Die Komplexitdt des Unterrichts wird sich erheblich vergroBern.

e Form und Inhalt von Lernzieliiberpriifungen &dndern sich zugunsten einer groferen Viel-
falt.

e Der Lehrer muss sich und seinen Schiilern neue Arbeitsweisen und ein neues
Rollenversténdnis vermitteln.

e Gewohnte Formen der Unterrichtsvorbereitung konnen nicht mehr angewandt werden.

Damit erlebt der Mathematiklehrer seit einiger Zeit drama-
tische Verdnderungen seines Arbeitsfeldes, Verdnderungen,
die sich angesichts der verbreiteten Verfligbarkeit von
Computern nicht aufhalten lassen.

So bleibt den Lehrern kaum etwas iibrig, als sich auf die neuen Gegebenheiten einzustellen

durch

e aktive Teilnahme an Fortbildungsveranstaltungen,

e Kooperation im Fachbereich Mathematik

e Nutzen der vielfdltigen konkreten Unterrichtsbeschreibungen in Biichern und
Fachzeitschriften,

e Nutzen der Angebote des Internet,

e Umstellen ihrer Lehrerrolle,

¢ Anerkennung und Nutzung der Schiilerkompetenzen, insbesondere iiber neue Medien,

e aber auch Vermeiden von Gefahren der neuen Entwicklungen, wie beispielsweise die ein-
seitige Betonung nur neuerer Unterrichts- oder Aufgabenformen und damit etwa Vernach-
lissigung des Ubens, Faktenwissens und mathematischer Hintergriinde.

Viele der genannten Aspekte wirken auch auf die Schii-
lerInnen und fiihren bei diesen zu verdnderten Vorge-
hens- und Verhaltensweisen.
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Fachinhalte Medien Me-
und Fach- ; Einsatz [*7 dien
methoden Unterrichtskultur formen
Vortrag, | Gelenktes |Partner- Gruppen- | Stationen- Projekt- i
Frontal- | Unter- arbeit arbeit in | lernen in arbeit in :
unter-richt | richts- diversen | diversen diversen :
Gespriich Formen | Formen Formen i
Mathe Taschen-
matische rechner
Inhalte /
Metho- v
den Szenarien :
Informa- graphi-
tische fiir einen vielfaltigen Mathematikunterricht scher
Inhalte / Taschen-
Metho- —_— <—— | |rechner
den
Weitere Mathematikunterricht Taschen-
fachiiber- o compu-
greifen- unter Berticksichtigung ter, z.B.
de Inhalte ) . Voyage
/ Metho- informatischer Inhalte und Methoden und 200, TI-
den unter Beachtung der neuen Unterrichtskultur, E(S)It):e
.............. der neuen Aufgabenkultur book
und dem Einsatz alter und neuer Medien, PC
Schiiler- insbesonders von CAS vernetzte
kompe- .. PC
tenzen —+—— erfordern kompetente Schiiler und Lehrer und neue
Lehrer- Bewertungsformen. Internet
kompe-
tenzen T A
: andere
............. Medien
Nicht- Nicht- Offene Offene
offene offene Aufgaben | Aufgaben
Aufga- Aufga- ohne mit Com-
ben ohne |ben mit |Compu- |pu-
Compu- |Compu- |tereinsatz | tereinsatz
tereinsatz | tereinsatz
Kompe- Aufgabenkultur Sonstige Bedin-
tenzen gungen
Abb. 0.b : Mathematikunterricht — wer die Wahl hat, hat die Qual
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Die bisherigen Erfahrungen,

e dokumentiert in vielen einschldgigen Biichern und Fachzeitschriften,

e erprobt im Unterricht,

o diskutiert in Vortrdgen und Fortbildungsveranstaltungen,

haben gezeigt, dass die Auswirkungen des Computereinsatzes auf den Mathematikunterricht
erheblich sind. Abbildung 0.c vermittelt, in welchem Umfang das geschieht.

Auswirkungen des Computereinsatzes auf den Mathematikunterricht

/\A

>

didaktisch und methodisch auf Lehrer auf Schiiler
/R il il
alte Inhal- neue Inhalte mehr experi- Anderungen Anderung weniger
te in neu- (Computer- mentieren, beim Begriffs- der Lehrer- handwerk-
em Ge- grafik, visualisieren, lernen, beim rolle — liche Fahig-
wand Numerik) dokumentieren, Regellernen, vom Dozie- keiten, aber
usw. entdeckendes beim Uben. ren zum neue Kom-
Lernen prakti- Andere Klausu- Managen petenzen
zieren ren und Klas- von Unter- u. a.am
senarbeiten richt Computer

\/

v

v

mehr Anwendungen,
Modellbildungen,
Interpretationen

ter usw.

Neue Arbeitsformen:
Demonstrieren, Partnerarbeit am
Computer, Projekte mit Compu-

Organisationsprobleme

andere
Unter-
richtsvor-
bereitung

selbstandiger,
motivierter,
kreativer,
hilfsbereiter

Weniger routineméfige Handrechnungen und Handzeichnungen, dafiir mehr verstehen!

Computereinsatz im Mathematikunterricht
bringt erhebliche didaktisch-methodische

Bereicherungen und fiihrt zu einer neuen

Lehrer- und Schilerrolle.

Computereinsatz muss aber immer
daran gemessen werden, ob er in der
aktuellen Situation zu einer Quali-
tatssteigerung des Unterrichts fiihrt.

Abb. 0.c: Auswirkungen des Computereinsatzes im Mathematikunterricht
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1. EinfUhrung in die Arbeit mit Computeralgebra
— der Anfang ist nicht so schwer, wie befurchtet

Hiufig wird von Lehrern die Meinung gedufert, dass der Einstieg mit einer Lerngruppe in
die Arbeit mit dem Computer schwierig und zeitaufwendig ist. Das ist in der Regel jedoch
nicht der Fall.

Zunéchst haben sie die Neugier der Schiiler auf ihrer Seite — diese gilt es in die richtigen Bah-
nen zu lenken. Was man allerdings dabei beachten sollte, zeigen ihnen die ,, Tipps und Tricks*
in Kapitel 1.1. Danach finden sie in Kapitel 1.2 gleich zwei mdgliche erprobte Einstiege, nach
deren Muster man letztlich in fast jeder Phase des gerade aktuellen Mathematikunterrichts mit
dem erstmaligen Rechnereinsatz beginnen kann. Selbstverstidndlich ist ein solcher Einstieg
immer von den unterschiedlichen fachlichen Voraussetzungen der Lerngruppen abhéngig, wie
auch von den personlichen Vorkenntnissen in der Computernutzung der einzelnen Schiiler.

Ein Grundprinzip von Anfang an und immer wieder:
Nutzen sie die schon vorhandenen Computer-Kompetenzen einzelner Schiiler!

1.1 Einige Tipps und Tricks fur die ersten Stunden mit dem
CAS

Diese Tipps geben Hinweise auch fiir umfangreiche Lerngruppen aus der Sekundarstufe 1.
Selbstverstédndlich macht es einen (kleinen) Unterschied, ob sie ein PC-Programm, einen Ta-
schencomputer (TC) oder einen graphischen Taschenrechner (GTR, ohne CAS) einfiihren.

e Versuchen sie, eine sehr grofle Lerngruppe zu teilen und den Einstieg mit jeder Gruppe
einzeln durchzufiihren. — So sparen sie Kraft, die Schiiler haben mehr davon und kénnen
individueller betreut werden.

e Wenn mit dem PC gearbeitet wird, ist es oft besser zwei Schiiler an ein Gerét zu setzen
(am Taschencomputer ist das wegen dessen Grofle nicht so sehr zu empfehlen). Jeder
kann dann zur Arbeit beitragen und Ideen einbringen. Achten Sie dann aber auf Schiiler-
wechsel an der Tastatur.

e Stellen sie anfangs ganz gezielte, wenige Aufgaben, z.B. auf einem kleinen Arbeits-
bogen. Je mehr Aufgaben, desto mehr vergrofBern sich die Bearbeitungsunterschiede.—
Unten finden sie aber auch ein Beispiel fiir einen offenen Einstieg (Kapitel 1.2.2, 1.2.3).

e Versuchen sie also nie, den Rechner mit all seinen Leistungen zu erkléren, lassen sie die
Schiiler anfangs auf keinen Fall herumprobieren. Zumindest in kurzen Phasen ist die
Steuerung durch den Lehrer unerlésslich.

e Arbeit am Computer ist manchmal (besonders anfangs) auch:

Demonstrieren (iiber einen Beamer oder {iber ein OH-Display) und nachmachen lassen.

e Lassen sie die besprochenen Rechnerfunktionen am Stundenende von den Schiilern zu-
sammenstellen. Diese und die grundlegensten Bedienungshinweise konnen auch auf ei-
nem Extrablatt zusammengestellt werden.

e Arbeiten Sie nicht die ganze Stunde mit dem Computer (meine Empfehlung: hiochs-
tens 25 Minuten). Reflektieren sie lieber mit den Schiilern was geschehen ist. So vermei-
den sie, dass sich die Leistungsschere zwischen den Schiilerfahigkeitn am Gerét sofort
offnet.

e Lassen sie grundlegende Bedienungshinweise im Heft notieren, z.B. in einem Rahmen.
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e Laufen sie nicht gleich zu jedem Schiiler, der sie ruft. Verweisen sie z. B. auf (kompe-
tente) Mitschiiler.

e Setzen sie kompetente S als , Hilfslehrer” ein, indem sie sie an andere Computer-
Arbeitsstellen schicken.

Wenn sie schon etwas ldnger mit dem Computer arbeiten und schon laingere Computerphasen

durchfiihren:

e Unterbrechen sie in nicht zu groen Abstinden die Arbeit am Computer zum Sammeln
von Ergebnissen und zum Fragen nach Problemen bei der Rechnerarbeit.

e Eine gute Frage ist deshalb stets: Welche Probleme hast du bei der Arbeit gehabt?

e Lassen sie die Arbeit dokumentieren: Eingaben - Ausgaben - Kommentare des S. Aber
nicht die Fehlversuche dokumentieren.

e Lassen sie die Schiiler ihre Arbeit am Rechner immer wieder mal vorfiihren (iiber Bea-
mer oder am LC-Display).

e Setzen sie konsequent kompetente S als ,,Hilfslehrer” ein, indem sie sie an andere Com-
puter-Arbeitsstellen schicken.

e Nutzen sie aus, dass die Schiiler den Rechner zu Hause zur Verfiigung haben. Beachten
Sie das bei der Aufgabenstellung der Hausarbeit.

Die erste Computerstunde, z.B. mit einem Taschencomputer
Fiir ihre erste Stunde mit dem Computer gibt es natiirlich sehr unterschiedliche Ansétze. Be-
wihrt hat sich u.a. das folgende Vorgehen.

1) Wihlen sie ein kleineres mathematisches Problem aus dem aktuellen Unterricht und lassen
sie es von Hand bearbeiten (ohne Computereinsatz).

Umfragen bei SchiilerInnen und LehrerInnen haben ergeben, dass die Visualisierungsmog-
lichkeiten des Rechners besonders geschitzt werden. Deshalb kann empfohlen werden, gerade
diese Fihigkeit anfangs oder moglichst bald zu benutzen!

2) Nun folgt die Einfiihrung des TI an dem gleichen Problem. Da die Ergebnisse bekannt
und die Mathematik zum Problem verstanden ist, reduziert sich der Anspruch an die Schiiler
und sie nur auf die Arbeit mit dem Rechner!

3) Direkt an dem vorliegenden Problem wird mit dem Rechner gearbeitet, moglicherweise
kann man die Handrechnung / Handzeichnung am Computer nachvollziehen.

4) Die Vorgehensweise am Rechner wird protokolliert (Tafel / Heft). Ein Vorausarbeiten von
Schiilern muss unterbunden werden — alle sollten in den ersten Stunden immer etwa genauso
weit in ihrer Rechnerarbeit sein.

5) Lassen sie - gerade beim ersten Mal - nicht zu lange am Rechner arbeiten. Zum Beispiel
reichen 25 Minuten.

6) Wahlen sie nach diesem Einstieg ein leicht abweichendes Problem und lassen sie es mit
dem Rechner bearbeiten ( das ist die erste Ubung zum Handling).
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1.2 Beispiele fur Einfuhrungsstunden

1.2.1 Geradenmuster erzeugen — CAS-Einfuhrung in der Sek.1

Als Werkzeug wird bei diesem Beispiel der Taschencomputer Voyage 200 von Texas Instruments gewéhlt.

Die Aufgabenstellung:
Zeichne zwei Scharen paralleler Geraden

Die Vorkenntnisse: Die Schiiler haben einige Geraden, gegeben in der Form y = mx + b mit Zahlenwerten fiir m
und b, als einzelne Objekte in ihr Heft gezeichnet. Das CAS kennen sie noch nicht.

Der Stundenaufbau

1) Bilder a, b: Gemeinsam wird eine erste Gerade gl: y = 1.5x + 1 auf den Bildschirm gebracht.

Fzr 4

FLOTE
#“yl=1.3-x+1
=M

HMAIN FAD AFFEDN FLUHC

1 Fzr Fz FEwr Fa* HE
- E Zoon|Trace Regr‘aph Math|Oraw]- ﬁp

FAD AFFROE, FIINE

Bild 1.2a

Bild 1.2b

2) Bilder ¢, d: Nun schon in selbstandiger Arbeit zeichnen die Schiiler parallele Geraden zu gl. Das Computer-
bild ist gleichzeitig Kontrolle fiir die Richtigkeit ihrer Uberlegungen. Damit erkennen die Schiiler die Glei-

chungseigenschaften fiir parallele Geraden:

In y = m*x + b muss man m festhalten, b &ndern.

y

nonononanonon
MEHHEEHK
+ 11 1+ +
RIRIE L Lo

HMAIN FAD AFFEDN FLUHC

1 Fev |_ F% FEw | FG™
- E Zoon|Trace Regr‘aph Math O~z |+

y E.={:E

HMAIN

FRD AFFROY

Bild 1.2¢

3) Ein Schiiler prasentiert seine Ergebnisse.

Bild 1.2d

4) Bilder e, f: Die Schiiler zeichnen nun eigenstindig eine zweite Geradenschar s2. Eine anspruchsvolle Bedin-
gung (nur fiir leistungsstirkere Schiiler) wire z.B., dass die Geraden senkrecht zu s1 sind. Das kénnen z. B.

Parallelen zu der Geraden mity =

-2/3*x + 1 sein.

Fzr

J‘LIIITS
=1l

wigll==- 2,3
NS |
yl2Cxi=

HMAIN FAD AFFEDN FLUHC

FRD AFFROY FIINE

Bild 1.2¢

Bild 1.2f
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Zusammenfassung — was haben die Schiiler in dieser Einfithrungsstunde iiber das CAS und an Mathema-
tik gelernt?

Inhalt Rechnerbedienung, Werkzeugkom- | Mathematische Erkenntnisse
petenz - hier Syntax des Taschen-
computers Voyage 200
Einen Term eingeben zum Eingabe im y-Editor, zeichnen im Wechselspiel
Zeichnen Grafikbereich Term <> Graph
Parallele Geraden Wie oben, experimentelles Arbeiten, y = 1.5x + b liefert parallele Gera-
Ubungseffekt den, Geradenschar
Senkrechte Geraden Wie oben, experimentelles Arbeiten, Eine Senkrechte zu Geraden mit
bis Bedingung entdeckt, dann Ubung | der Steigung 1.5 = 3/2 erhilt man
mit der Rechnung -2/3 = -1/1.5,
(Steigungs-dreieck, Tafelarbeit)

Damit hat sich der Werkzeugkompetenz-Container (WKC) schon ein kleines Stiick gefiillt und der bishe-
rige Inhalt steht fiir weitere CAS-Stunden bereit. > Siehe Kapitel 13.

Stand Ende Sek.2, Abitur

Stand Ende Sek.1

Geraden u. Geradenmuster zeichnen
Terme im y-Editor eingeben

CAS-Start

Abb. 1.2g: Der Werkzeugkompetenz-Container (WKV)

Hausarbeit: Zeichne zur Schar sl eine zweite Schar s2, deren Geraden durch Spiegelung von sl an der y-Achse
entstehen.
Und spiter: Berechne alle Schnittpunkt der beiden Geradenscharen.

Insgesamt haben die Schiiler damit folgende Kompetenzen erworben oder gefestigt.:
1) Erste Darstellung am Rechner durch Ankniipfen an mathematisch Bekanntes.

2) Erweiterung mathematischer Erkenntnissen bei gleichzeitiger Ubung am Rechner
3) Eigensténdiges experimentelles Arbeiten.
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1.2.2 EinfUhrung mit einem Kunstbild — Sekundarstufe 2 - DERIVE

Die hier geschilderte Einfiihrung in das CAS DERIVE erfolgte im Rahmen einer Fortbildung an einem Gymna-
sium (2007) und fand auch spiter an verschiedenen Stellen grof3es Interesse wegen des ungewohnten Ansatzes.
Der Mathematik-Fachleiter, Rainer Giese, schrieb spater auf der Homepage der Schule:

Mehr ,,Drive durch Derive

... Einer der Hohepunkte der Veranstaltung war eine Vorfihrstunde mit den Schiiler/-innen des Leis-

tungskurses Mathematik... Nur drei von ihnen hatten bereits im Profilkurs Mathematik im vorigen
Jahr Erfahrungen mit DERIVE sammeln kénnen. Den anderen war das System vdllig neu. Jeweils zu
zweit erarbeiteten die Schiler-/innen die Lésungen von Problemen, die sich aus der Betrachtung ei-
nes Kunstwerkes ergaben. Verschiedene Sinuskurven waren zu zeichnen und Kreise mussten einge-
bettet werden, so dass sich - was in der Stunde nicht vdllig gelang - das vorgegebene Bild ergab. Eif-
rig und mit viel Phantasie wurden unterschiedliche Losungsstrategien erarbeitet und getestet. Zum
Schluss wurden die Ergebnisse zusammengetragen und verglichen. - Das komplett anwesende Ma-
thematikkollegium zeigte sich beeindruckt vom Engagement und Ideenreichtum der Schiiler/-innen.
Ohne ein Computer Algebra System ware die Aufgabe praktisch nicht zu I6sen gewesen.*

Diese Stunde soll im Folgenden néher beschrieben werden.

Voraussetzungen: In dem Computerraum standen geniigend Computer an den Rindern des Raumes, davor
Stiihle (Bereich B). In der Raummitte waren Tische gruppiert, so dass sich die Schiiler vom Computer entfernen
konnten (Bereich A). DERIVE war weitgehend unbekannt. Die Schiiler waren mir unbekannt.

Stundenziel:

a) Die Schiiler modellieren ein Kunstbild (Kompetenzen modellieren, darstellen, argumentieren)

b) Die Schiiler lernen erste Elemente des CAS DERIVE kennen und benutzen (Werkzeug-Kompetenz erwer-
ben).

Phase 1: Die Schiiler salen im Bereich
A. Uber einen Beamer wurde das
Kunstbild (siche links) gezeigt. Wie
erwartet

uiberraschte es Schiiler und Lehrer. Eine
Schiilerin beschrieb das Bild und be-
nannte auch gleich die mathematischen
Objekte: 2 Scharen Sinuskurven, Krei-
se, Punkte im Hintergrund.

Arbeitsauftrag und Stundenthema:
Das Bild soll mit
DERIVE nachgestellt werden.

Sonnen im Sinusfeld (Eberhard Lehmann, 2006)

Das Bild wurde mit dem Animationsprogramm ANIMATO erstellt
(2006) und héngt bei mir im Format 50cm x 70cm im Wohnzimmer.

Der Arbeitsauftrag ist eine offene Aufgabenstellung, die sich demzufolge auf verschiedene Weise abarbeiten
lasst. Selbstverstdndlich ist klar, dass das Bild in einer Einfithrungsstunde nicht vollig nachkonstruiert werden
kann und kleine Abweichungen sind ohnehin erlaubt. Die fiir die Schiiler neuartige Aufgabenstellung motiviert
aber auch, zu Hause weiter zu arbeiten (falls das Programm dort zur Verfligung steht, was bei CAS-Einsatz im
Unterricht der Fall sein sollte).

Phase 2a: Die Schiiler gehen zu je zwei an einen Rechner, starten DERIVE. Der Lehrer zeigt, wie man den
Graphen der Sinuskurve einzeichnen kann. Das erfolgt zunéchst - abweichend von dem vorgelegten Kunstbild —
im Koordinatensystem, das ja spéter aus der Abbildung herausgenommen werden kann. Jetzt ist es fiir die Mo-
dellierung wichtig. Die parallelen Kurven konnen dann schon in Eigenarbeit erstellt werden.

Phase 2b: Der Lehrer erldutert, wie man eine senkrechte Kurve einzeichnet.
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[x, sin(x)] wire eine andere Schreibweise zur Eingabe der Sinuskurve, x und y sind zu vertauschen, also geben
wir [sin(x), x ] ein. Die Frage nach dem Definitionsbereich klért sich in Eigenarbeit der Schiiler, ebenso das
Zeichnen der anderen Scharkurven.

Damit sind die Sinuskurven gezeichnet, der Lehrer erldutert noch wie man zu einer mafBstabsgetreuen Darstel-
lung kommt.

Phase 3: Die Schiiler wollen nun Kreise zeichnen. Nach vagen Andeutungen der SchiilerInnen, das tiber die
Wurzeldarstellung zu machen, erldutert der Lehrer an der Tafel die Parameterdarstellung

[cos(t), sin(t)] fiir den Einheitskreis. Hierzu geniigt eine entsprechende Skizze und der Hinweis, dass sich mit x(t)
= cos(t) und y(t) = sin(t) bzw. [cos(t), sin(t)] jeder Punkt des Einheitskreises darstellen ldsst, wenn man nur t
laufen lésst (das sollte man iibrigens schon in Klasse 10 bei der Einfiihrung des Sinus iiber den Einheitskreis mit
erledigen). — Die Schiiler notieren die Tafelskizze.

Die Schiiler zeichnen Kreise und dirigieren sie in experimenteller Arbeit an die gefragten Stellen. Dabei benut-
zen sie sehr selbstversténdlich die Darstellungen der Form

[r*cos(t)+v, r¥sin(t)+w)] mit passenden Werten fiir r, v, w.

Es verbleiben von der 45°-Stunde noch etwa 10 Minuten. Das bisherige Bild wird abgespeichert und die Schiiler
begeben sich an die Plitze in der Raummitte.

Phase 4: Die Schiiler erhalten eine Kopie des gezeigten Kunstbildes. Ein Schiiler steht an der Tafel, gemeinsam
werden die erworbenen DERIVE-Kenntnisse zusammengestellt und dokumentiert — Eintragung ins Heft.

1) Eingabe von Termen und Zeichnen der zugehdrigen Graphen
Pendeln zwischen Algebra- und Zeichenfenster
2) Spiegelung von Graphen durch Vertauschung von x und y, Darstellung [... ,... ].
3) Verdndern des Zeichenmalstabs
4) Herleitung der Einheitskreis-Gleichung in Parameterdarstellung
5) Zeichnen von Kreisen an verschiedenen Stellen
6) Speichern der DERIVE-Datei.

In den letzten Minuten wird das weitere Vorgehen der Bilderstellung angedeutet, dabei fillt auch die Idee zum
Ausfiillen der Kreise durch Zeichnen von Kreismengen mittels Verdnderung des Radius.

Der Hintergrund mit den zahlreichen Punkten wird in der Stunde nicht problematisiert. Diese Punkte sind {ibri-
gens als Zufallspunkte entstanden.

Die hier beschriebene Stunde ist ein gutes Muster fiir eine Programmeinfithrung, in abgewandelter Form kann
auch eine Stunde fiir Fortgeschrittene geplant werden, die ebenfalls von diesem oder einem anderen mathemati-
schen Bild ausgeht und schneller zur Nachkonstruktion kommt.

Hier wurden in sehr dosierter Form nur wenige Werkzeugfihigkeiten gezeigt und gleich in experimentel-
ler und eigenstindiger Arbeit auf ganz dhnliche Situationen angewendet. Diese wenigen Werkzeugkompe-
tenzen sind allerdings schon sehr weittragend fiir die Bearbeitung anderer Problemstellungen. In folgen-
den Unterrichtsstunden konnen dann weitere Werkzeugkompetenzen an anderen mathematischen Frage-
stellungen erworben werden.

Hinweise: Die Stunde konnte auch in einem Grundkurs, der die benutzten mathematischen Kenntnissen hat,
gegeben werden.
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1.2.3 EinfuUhrung mit einem Kunstbild — Sekundarstufe 2 — TI-Nspire

Und nun erleben sie mit der gleichen Themenstellung wie in 1.2.2 eine Einfilhrungsstunde mit dem PC-
Programm TI-Nspire (aus einem Vortrag in Briissel 2007, deshalb auf Englisch).

Mathematics with pictures — reconstruction of an art picture —
a basic idea of teaching mathematics

Reconstruktion with TI-NSpire or other software (ANIMATO, DERIVE, Voyage, ...)

To reconstruct the picture is an opened question!
In the picture downstairs there are only some elements
of a reconstruction. The students only must be able to
draw the sinus-curve and a circle in parametric mode,
then they can work experimentally. Some days ago I
used this problem in a lesson, where the students
made the first steps in DERIVE, but it is no big prob-
lem to do this with TI-Nspire.

By working on this issue the students will have a lot
of other questions, they also can vary the task. For
example they can construct the background (with ran-
dom-numbers).

This task also is a good example for working with
modules and parameters.

(by Eberhard Lehmann, constructed with the software ANIMATO)

and so on!

=0.2cos(f)+3
0. 2sin ({1

=3

{x 144=

yidi=

0<¢<6.28 rstep=0.13

This ist a software-introduction with experimental work of the students and only some instructions of
the teacher!
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= 0682... | .55635[5.673... |0727.. [-3.09 =
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77605/.3078... 2638 3.1451.29
5.632... |5054.. |-.147.
3.0617|2.746... |~.249
7698.. | 1098.. [2.73.

(1)=0.2c0s(t}+3
)=0.2sin(i}+1

Lists&Spreadsheets: Random-Lists Graphs&Geometrie: Random-Points

In L&S you now can construct random-numbers, for example in the columns D and E (in row *)

De = 7*rand(150), labeled with var xliste2 (or xliste2: = 7*rand(150))

E- = 4*rand(150), labelled with var yliste2.

Now there is (xliste2, yliste2) a list of random-points. These lists are the input in G&G (x € ...y €..)
and so you get the random-points above the x-axis. For the other points below the x-axis you only
need the new list Fe  xliste3:= -4*rand(150) and now you can use the lists (xliste2,yliste3) in G&G.
— If you change the lists in L&S you at once will see new points in G&G.

T e T T - alculator: Random-List
|0 = S m oo % B B R e | [{] 2 @ of Calculato do st
| e ‘ 12

Hint: You can see the defined lists also
xlisi .
{ 8’17278,.667956, 457797,.676024,.769341,.017043,.515015,.981328,.17978>», ln the Cal(:ulator:

yiist
{ 384812,.786963,.091269,.91331,.39335,.190867,. 756706,.896792,.279 366, ¢

Summary —important! - in the last minutes of the lesson

1. The used mathematical objects — mathematical competences
In parametric-mode: sin-curves with translations [t, sin(t)+v], reversal [sin(t)+v,t+w], circles
[a*cos(t)+b, a*sin(t)+c]. — Random-points (xliste, yliste).

2. TI-Nspire software-knowledge — media competence
In Graphs&Geometrie (GG): How to draw curves in parameter-mode x1(t), y1(t) and to produce
points with lists (x € ...y €..)

3. In Lists&Spreadsheets (LS): Definition of variables, producing random-numbers and how to trans-
form them into other areas.

Bemerkungen: Das Beispiel zeigt u.a. wie man mit dem neuen CAS von Texas Instruments (als PC-Version
oder als Handheld) in fruchtbarer Weise mehrere Darstellungsbereiche benutzen kann. Hier wird auBerdem mit
Parameterdarstellungen gearbeitet, die gerade durch CAS eine wesentliche Bereicherung des Mathematikunter-
richts sein konnen. Hierzu spéter mehr in einem eigenen Kapitel 9.4.1.

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 18



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

1.3 Weitere Stundenentwurfe mit CAS-Einsatz

Hinweis: Die folgenden Stundenabléufe setzen bei den Schiilern eine schon erworbene Vertrautheit mit ihrem
CAS voraus.

1.3.1 Unterrichtsstunde im Grundkurs - viele Kreise

| Kreise | Parameterdarstellung | Anwendung: Tlirgitter | Voyage 200

Vorbemerkung

Die im Folgenden skizzierte Stunde im Grundkurs Mathematik, 1.Semester, wurde in den normalen Kursablauf
eingeschoben. Sie wurde von mir als Projektleiter des Berliner CAS-Projekts Sekundarstufe 2 gehalten — die
Klasse war mir unbekannt. Von der sonst unterrichtenden Lehrerin Frau Vogt wurden zuletzt die Ableitungen
der Sinus- und Cosinus-Funktion behandelt und u.a. bei der Kettenregel verwendet. Jedem Schiiler steht ein
Taschencomputer Voyage 200 (Texas Instruments) stindig zur Verfiigung. Die Schiiler haben den Rechner
seit ca. drei Monaten.

Die hier dargestellte Stunde hatte folgende Zielsetzungen: NEUE FACHINHALTE
a) Schwerpunkte:

e FEinfithrung der Parameterdarstellung von Kreisen und
e Anwendung bei der Zeichnung vieler Kreise an verschiedenen Positionen im

Koordinatensystem mit Hilfe des Taschencomputers Verschiebung von Graphen iiben

b) AuBerdem: Experimentelles Arbeiten
° Ubungen zu sin und cos in einer neuen Form Intelligentes Uben bekannter Sachverhalte
e  Wiederholung von GradmaB und Bogenmal3.

Die Stunde wurde eingeleitet mit einer Folie, die ein Bild des Malers Kandinsky zeigte, in dem zahlreiche Kreise
kiinstlerisch dargestellt waren. Das hinten gezeigte Foto (Tiirgitter mit vielen systematisch angeordneten Krei-
sen, aufgenommen in Kalabrien) bot danach einen Einblick in die spitere Aufgabenstellung. Diese von den
Schiilern unerwartete ,,unmathe-matische* Einleitung in die Stunde fiihrte ersichtlich zu einer guten Motivation
und Aktivitit der Schiiler, die insbesondere in den Phasen (2) und (3) deutlich wurde.

Fachiibergreifende Ansdtze

(1) Nach einer durch das Kandinsky-Bild (Beschreibung durch eine Schiilerin) und den Arbeitsbogen vorstruk-
turierten Einfiihrung der Kreis-Parameterdarstellung mit der Darstellung des Einheitskreises auf dem Bild-
schirm des Taschencomputers ging die Stunde in eine

(2) offene Phase iiber, in der die Schiiler weitere Kreise nach eigenem Gutdiinken auf dem Bildschirm erzeug-
ten.

Eigenstdndige Arbeit

(3) Einige Ergebnisse wurden von den Schiilern iiber den Projektor (View-Screen) vorgestellt.

Prdsentationen tiben

12-2003, Stunde im Grundkurs ma-1 an der Fritz-Karsen-Schule
Berlin-Neukolin Arbeitsbogen
und Folie

Stundenthema: Viele Kreise

Unsere gemeinsame Arbeitsgrundlage ist die Parameterdarstellung
des Einheitskreises x(t) = cos(t), y(t) = sin(t).
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X(ﬂ/z):cos(n/z):()
y(n/2) =sin(n/2) =1

y( )="

2 1.5

Jeder Punkt auf dem Einheits-
kreis kann durch ein Paar
: : : : : x(t) =cos(t) , y(t) = sin(t) be-
Abb. 1.3a: Parameterdarstellung des Ein- : schrieben werden. Dabei gilt t
heitskreises : : : e [0, 2x].
: 1.5
|

Erldutere diese Aussage!

Hausaufgabe:

a) Berechne die Punkte des Einheitskreises zu den Winkeln mitt=0.5,t=1,t=2,t= 3,
t=4,t=35°1t=270° t=2m.

b) Berechne den Winkel t zu den Kreispunkten (0.5, 0.8860), (0.5, —0.8860).

c¢) Liegen die Punkte (0.5, 0.88), auf dem Einheitskreis?
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Weitere Ubungsaufgaben Folie -Arbeitsbogen

Aufgabe 1:
Die folgende Abbildung 1 zeigt viele Kreise an verschiedenen Stellen des Koordinaten-systems.

e  Zeichne diese Kreise mit dem Taschencomputer.

[ Abb.2
0.1 B // “--.\\ B ™~
4
]
L/ \ 2/ \
B
\/ N 12111099/554\\3]21 \2 45 7/01
12 11 90 9 -8 "f/E 5 ‘4\6 2 1 p 1\2 3 4 A B 7 /9 10 11 / \
7 N / NG
2 any 3
\ Vi Noohr
P / 5 Z
£ 7
i ]
8
Aufgabe 2:

Eine offene Aufgabenstellung

WO Y%
4.)*‘(\.) (.) . \ . a) Beschreibe die ildung eines
Pj‘ﬁl@i\é‘% é.{@f‘.éf“ﬁ‘\ T)ﬁ?gitt:rs (:uf(;enﬁgr)nl:n ir? der Stadt

Cosenza in Kala-brien / Italien) unter
SV vAva

AVZa)! . _ Beach h ischer Gesichts-

(.)Qw.ﬁ.ﬁ i. 62;;@\[’ v eachtung mathematischer Gesichts
@6 -'= ='\ - b) Versuche mit dem Taschencompu-

& . ‘}:‘,«‘)& “ ter eine (teilweise) Nachkonstruktion

der Kreise.

(')‘é(.)' punkte.

! - = o = c¢) Formuliere weitere Aufgaben unter
d W )‘.. H;’J- d j_ﬁ,.‘. ¥ Bezug auf die Abbildung.

S B ‘.r \ — 3
S : r'(f‘\}‘{:* “'F \s
TZA  AAVATT 0F

;L;’i G
Y

ZANTZAN
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ROXUXUX

i %
WZ0%0%

E‘og XX

TOX0} WZOZ00%
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3
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1.3.2 Unterrichtssequenz: Naherungsweise Zeichnung von
Ableitungsfunktionen mit dem Taschencomputer
(Analysis-GK und -LK)

Die Unterrichtssequenz verfolgt u.a. folgende Ziele:

a) Verstehen von Zusammenhéngen rund um den Differenzenquotienten

b) kompetenter Umgang mit Graphen zu Differenzenquotientenfunktionen

c) Festigung der schon vorher verwendeten Bausteintechnik (modulare Kompetenz), siche Kapitel 6.

Wiederholung 1
Ausgangspunkt der Uberlegungen ist das langst bekannte Steigungsdreieck:
Bild 1

/Q(me(ﬁ'h))'

| Aus dem Steigungsdreieck kann der
Differenzenquotient (in der h-
Schreibweise) abgelesen werden:
x+h)—f(x
diffquot(x,h)= J( 2 S(x)

P(x, f(x))

Der Differenzenquotient zum Funktionsterm f(x) wird hier von uns abgekiirzt mit
diffquot(x,h). Sein Wert ist abhingig von dem gewdhlten x-Wert und der Schrittweite h. Diese Schreibweise mit
der Angabe der Variablen x und h wird sich fiir die Arbeit mit einem CAS gleich als sehr niitzlich erweisen.

Wiederholung 2:

Erinnern Sie sich noch an die ausfiihrliche Berechnung der Ableitung von f(x) = x” nach der h-Methode?
Nach der Berechnung der Ableitungsfunktion f'(x) = 2x war es Thnen dann leicht moglich den Ableitungsgra-
phen - in diesem Fall eine Gerade - zusammen mit dem Graphen der Ausgangsfunktion f(x)= x* in ein Ko-

ordinatensystem zu zeichnen.

Um Entsprechendes fiir andere Funktionen durchfiihren zu konnen, ist die Kenntnis der Ableitungsfunktion
unerlésslich. Doch es ist nicht immer einfach sie zu ermitteln! Probieren sie es doch einmal fiir die Sinusfunkti-
on. Der Differentialquotient lautet in diesem Fall:

sin(x + &) —sin(x)
h

Term umformen und Grenzwert bilden - aber wie? Nun kommt die Uberraschung! Sie werden mit dem CAS
Ableitungsgraphen zeichnen kénnen ohne die Ableitungsfunktion zu kennen!

. Aber wie geht es nun rechnerisch weiter?
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1. Zeichnung von Differenzenquotienten-Funktionen

[ i BT st el ses | | [ Arbeit mit dem CAS des Voyage-200-
AFLOTE Taschencomputers (oder mit T1-92):
wyl=ux 2 : 1) Im ,,y-Editor” werden die Eingaben fiir yl
’ - -y und y2 durchgefiihrt.
iz ; h = {0.001}.
UE=singx ] 2) y1(x) und y2(x) werden graphisch darge-
wd sintx + hIE: — Sintx) | b= <.0a13 stellt, siche 2.Bild.
yS= 3) Im ,,y-Editor” werden die Eingaben fiir y3
_4e= und y4 durchgefiihrt.
'I_-,.I'E Cxd=Clxthd2—x"2>hlh={.001.. 2) y3(x) und y4(x) werden graphisch darge-
MAIN kfD AFFRO: FUNC stellt. siehe 3.Bild.
Bild 2
Aufgabe: Erlautern sie den mathematischen Gehalt der 1T Fer Few | FE™

. . . - Zoam Tr*ai:e 53 r*a b Math|Draw|-
nebenstehenden Abbildung, die entsprechend Bild 2 ent- I_ — ? £ —
standen ist.

e  Um welche Funktionsgraphen handelt es sich? /
e Was hat das mit der Ableitungsfunktion zu tun?

MAIN ERD AFFROH FUNC

Bild 3

Weitere Beispiele zur ndherungsweisen Zeichnung der Graphen von Ableitungsfunktionen

Fev W FET|_FE™ | °0 1 Fer FEx | FE™
- {— 200 Edlt AL [Stalefs s T 1 - E 00 Tr*ai:e Regr‘aph Fat.b (O 20| -
FLOTE
&) &
+ k-

v’gE@% |h=¢.0013

1
-\.-"|=||_-"=¥

1 1
rug=2 R X p 2 ¢ aans
_J5l
P = I L v N
FRIN EAD_AFFEOR FINLC FIRIN RAD _AFFEOR FLHT
Bild 4 Bild 5

2. Die bisherigen Untersuchungen zeigen:

x+h)—f(x
Mit Hilfe der Differenzenquotientenfunktion J( }Z S(x) ist es moglich, die Ableitungsfunktion néhe-

rungsweise, aber wegen der begrenzten Auflosungsfahigkeit des Computerbildschirms hinreichend genau zu
zeichnen, wenn man den Wert h nur klein genug wihlt. In den Beispielen wurde h={0.001} gewéhlt.

Aufgabe: Deuten Sie die Bildschirmabdrucke Bild 4 und 5. - Erstellen Sie dann &hnliche Bilder fiir weitere
Thnen bekannte Funktionen aus dem vorhergehenden Unterricht
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3. Wenn man nun eine h-Folge wiihlt, die sich immer mehr auf 0 zu bewegt,
so entsteht auch auf dem Bildschirm eine Bildfolge, mit der man die rechnerische Grenzwertbildung

f(X+h) f(x)

h—>0

eindrucksvoll visualisieren kann.

1 G
E Zoon|Trace Regraph Math|Draw|-

Aufgabe: Erstellen sie weitere derartige Bilder
auch fiir andere Funktionen. Wahlen Sie dabei
auch die Menge

h={-2,-1,-0.5,-0.2,-0.1, -0.01}.

=1{2,1,05,0.2,0.1,0.01}

HMAlN ERD AF___

Bild 6 Bild 7

4. Ausbau der Uberlegungen

Es hat sich gezeigt, dass die obigen Ergebnisse zuverldssig genug zum Zeichnen des Graphen von Ableitungs-
funktionen sind; ein rechnerischer Nachweis ist dennoch besser! Betrachten Sie dazu die folgende Abbildung,

die fiir 2 = {107"*} entstanden ist:

Fer WCTFETT_FET . Fo
;L{uT_s S Emt cAlljstolefs we T ] |~r {— EDDm Tr;celﬁegr*aph HFas’r:h D:gu '?

Flot 1: i : : : S
yl=xL .

P o igur

gz L I |h=c1@” 14,

YImsingx) .

g St TR ZSINGE |2 pp s L2

| = 3

w2 O ={{xthi"2—x"*23 hl h={10"¢.. A, : -
HAIN EAD AFFROZ FUNC FIAIN EAD RFFROE FUNC

Nun zeichnet y2(x) offenbar nicht mehr den Graphen der Ableitungsfunktion von y = x” ! - Kénnen Sie das
verstehen? - Letzte Gewissheit liefert also nur die Rechnung.

Zusammenfassung:

x+h)—f(x
Mit Hilfe der Differenzenquotientenfunktion (*) diffquot(x,h)= J( )=/ (x) ist es moglich, den Graphen

fGr+h) - f(x)

der Ableitungsfunktion f'(x) = %in% P in hoher Genauigkeit zu zeichnen, wenn man z.B. h =
—

0.001 wahlt. Damit beherrscht man die Graphen zahlreicher Ableitungsfunktionen schon bevor man den Term
der jeweiligen Ableitungsfunktion kennt. Die Definition (*) kann als ,Differenzenquotienten-Baustein” be-
zeichnet werden. Derartige Definitionen sind kennzeichnend fiir eine 6konomische Arbeit mit Computeralgebra-
systemen.

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 24




Eberhard Lehmann

Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

1.3.3 Unterrichtsstunde zum Thema ,White-Box — Black-Box*

Sekundarstufe 1

Eine Unterrichtsstunde zum Thema ,,White-Box — Black-Box” gegeben in Klasse 9, aber zur Einfithrung der

Begriffe auch fiir die Sekundarstufe 2 geeignet.

1. Am Anfang der Stunde steht an der Tafel

Von der White-Box zur Black-Box

Inhalte / Material

Geplanter Unterrichtsablauf

Tafelanschrieb des Lehrers
White-Box - Black-Box
L: Wer kann sich darunter etwas vorstellen?

(man kann auch einige Black-Boxes (BB) mitbringen
oder Bilder einsetzen)

L: Warum ist das so?

L: Was kénnte eine White-Box sein?

Die S werden etwas zu Black-Boxes sagen kdnnen:
Flugschreiber, CD-Player, Computer, ... (an Tafel und
BB-Beispiele im Heft notieren). Vielleicht werden
auch der TI-92 oder der Taschenrechner genannt.

Satz diktieren: Das Benutzen von Black-Boxes ist
heutzutage weit verbreitet und unumgiinglich!

Diskussion

Satz, z.B.: Wenn man eine Black-Box niiher unter-
sucht und ihre Arbeitsweise versteht, wird sie fiir
den Betrachter zu einer White-Box. - Man kann
aber auch Vorginge / Sachverhalte , die man ver-
standen hat (White Box) zu einer Black Box zu-
sammenfassen, die dann nur noch das Ergebnis
sichtbar macht.

Bild: White-Box Black-Box
9
e
Zeit: ca. 15 Minuten
L: Was hat das Ganze mit dem Lasen von Glei- | solve(3x+1 =-5, x) x=-2

chungen zu fun?
Einfaches Beispiel nehmen! Verweis auf vorhergehen-
den Unterricht.

Zeit: ca. 10 Minuten

Black-Box benutzt

3x+1=-5 //-1
3x = -6//:3
X =-2

White-Box benutzt

L verteilt ,,Grundregeln fiir das Arbeiten mit Gleichun-
gen” (siche folgende Seite)

L lasst erldutern, alles wird an Beispielen / vorherigem
Unterricht festgemacht.

Ggf. Heft

Zeit: ca. 15 Minuten

S erklédren die Abbildung unter Benutzung obiger Ge-
sprachsergebnisse und ihrer schon vorhandenen Kennt-
nisse iiber Gleichungen (LGS)

Abbildung einheften. Ggf. Beispiele notieren mit
Zuordnung zu Position in der Abbildung.

Zusammenfassung

S fassen zusammen, Kern: Begriffe BB, WB
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Entwurf: Eberhard Lehmann, 12.12.2001 - Gleichungen in neuer Sicht

Grundregeln fiir das Arbeiten mit Gleichungen
(aufbereitet fiir das Schulheft der SchiilerInnen)

auBermathetische Gleichungen erwachsen aus innermathematische
Anwendungssituationen —P
Anwendungen < Anwendungen

Die White-Box erarbeiten (meistens vor, manchmal auch nach der Black-Box)
z.B. wird die Gleichung 3x + 1 = -5 ausfiihrlich von Hand gelost. Losungsweg verstehen

\ 4 \ 4 \ 4
Ubungen per Hand Rechnungen werden an einfa-chen Beispie- Die Erarbeitungen und
erfolgen nur an einigen len per Handrech-nung und mit dem Com- Rechnungen werden durch
ein-fachen Beispielen, puter als als Kontrollinstrument ermittelt. grafische Darstellungen
keine Aufgaben- Aquivalenzumformungen unterstiitzt
kaskaden

v v v

Das Ziel heifit: Das Arbeiten mit Gleichungen verstehen

Uben: Probleme losen kénnen

Die Black-Box benutzen, z. B. offene Probleme, modellieren, Gleichung finden,
Solve(3x + 1 =5, x) Struktur erkennen, Gleichung 16sen, Losung auswer-
ten, Problem gelost?, Modell hinterfragen

A

Wissen, dass es mehre-
re Wege gibt, um die

Das Besondere des Glei-

Losungsmenge zu chungstyps verdeutlichen
bestimmen! (seine Struktur, Grundmenge,
Zeichnun 0 i
: Re::hnulrllgg Allgemeine Losungen, L?surégsmeg%e),l:] ergltelch

mit anderen Gleichungstypen
e Niherung Formeln
o  Wertetafel
°

v l v

Das Arbeiten mit Gleichungen noch besser verstehen
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1.4 Die zehn grofdten Fehler beim Unterricht mit Computern

1. Wenn man als LehrerIn alle Schiilerlnnen-
fragen bei der Computerarbeit selbst beant-
wortet.

Dann wird der Computerunterricht richtig
anstrengend.

2. Wenn man die Frage ,,Was fiir Probleme
traten bei euch auf?* vernachléssigt.

Hier konnte sich die Lehrperson in die Lage
der SchiilerInnen versetzen und deren Prob-
leme erkennen und beseitigen (lassen).

3. Wenn man die gerade neu gelernten
Werkzeugkompetenzen nicht festigt.

Die Werkzeugkompetenz ist grundlegend fiir
den weiteren Ausbau der Arbeit mit dem
Computer und die Entwicklung nachhaltiger
Kompetenzen.

4. Wenn man die SchiilerInnen nicht auch in
Gruppen oder in Partnerarbeit agieren ldsst.

Damit verhindert man die gegenseitige Hilfe-
stellung und das Lernen voneinander.

5. Wenn man die SchiilerInnenkompetenz
nicht ausnutzt.

Damit verschenkt die Lehrperson die Féhig-
keiten seiner ,,HilfslehrerInnen und belastet
sich selbst in unndtiger Weise.

6. Wenn man den Computer in einer Stunde
zu lange einsetzt.

Damit vergroBert man die Schere zwischen
leistungsstarken und leistungsschwécheren
SchiilerInnen noch mehr und die Zeit fehlt
fiir andere wichtige Ziele.

7. Wenn man die SchiilerInnen planlos her-
umprobieren lésst.

Schade um die dadurch verbrauchte Zeit.

8. Wenn man Computerarbeit erst am Ende
einer Stunde beendet (Ausnahme Doppel-
stunde).

Denn da ist keine Zeit mehr die vorherge-
hende Computerarbeit zu reflektieren und
Schliisse daraus zu ziehen

9. Wenn man gelegentliche Zusammenfas-
sungen, insbesondere auch der Werkzeug-
kompetenz nicht durchfiihrt.

Damit vergroBert man die Schere zwischen
leistungsstarken und leistungsschwécheren
SchiilerInnen noch mehr.

10. Wenn man die vielfdltigen Moglichkeiten
fiir Computer-Hausaufgaben nicht ausnutzt.

Damit verschenkt man u.a. die (automati-
sche) Stundenplanung fiir die Folgestunde,
Motivationseffekte und seine eigene Freizeit!

Nun sind wir schon bei Fehler 10,

aber es gibt bestimmt noch weitere, die kann man in
den Folgezeilen ergénzen!

11. Wenn die Lehrperson nicht das richtige
Verhiltnis zwischen Hand- und Computerar-
beit findet.

Das Fingerspitzengefiihl vergroBert sich bei
zunehmender Erfahrung in der Unterrichtsar-
beit mit Computereinsatz.

12. Wenn man nicht die einschldgige Litera-
tur und das Internet benutzt und Fortbildun-
gen flir unwichtig hélt.

Es gibt zahlreiche Angebote!
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1.5 Die zehn groten Erfolgserlebnisse beim Unterricht mit
Computern

Auch sie haben ihre Erfolgserlebnisse, wenn

e sie begeistert sind, dass wieder einmal eine Schiilerin eine zliindende und unerwartete
Losungsidee am CAS hatte,

e sie sich im Stundenverlauf innerlich freuen und den SchiilerInnen das auch mal sagen,
wie toll sie sich gegenseitig helfen,

e sie erstaunt sind, was die SchiilerInnen bei der CAS-Arbeit wieder fiir neue Fragestel-
lungen entdeckt haben,

e sie sehen, wie variabel die SchiilerInnen die verschiedenen Rechnerebenen bzw. Soft-
wareprodukte im Stundenverlauf einsetzen,

e sie bemerken, dass in der Stunde die richtige Mischung zwischen Hand-, Kopf- und
Computerarbeit gefunden wurde,

e sie sich sagen konnen: ,,schon, dass ich die personlichen Schiilerlnnen-Kompetenzen
erkannt und ausgenutzt habe®,

e sie sich an einer abwechslungsreichen Prasentation der mathematischen mit Einbin-
dung der CAS-Ergebnisse freuen,

e die SchiilerInnen am Stundenende noch weiterarbeiten wollen,

e ¢s ihnen gelungen ist, den Unterrichtsablauf im Rahmen der CAS-Arbeit so richtig
schon zu managen und sie gliicklich aus der Klasse gehen,

e sie und die SchiilerInnen sich auf die ndchste Stunde mit dem CAS freuen,

e sie an den SchiilerInnen-Berichten in der Stunde merken, wie passend die von ihnen
zuletzt gestellte CAS-Hausarbeit gewesen ist.
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2. Nachhaltige (langfristige) Konzepte fur den
Computereinsatz im Mathematikunterricht

2.1 Voraussetzungen

Seit einigen Jahren steht der Mathematikunterricht unter stérkerer kritischer Beobachtung als
zuvor (TIMMS, PISA, SINUS-Projekt, usw.) und zahlreiche Verbesserungsvorschlige sind
unterbreitet und teilweise umgesetzt worden.

Die geforderten Veranderungen liegen im methodischen Vorgehen (offene Unterrichtsformen),
in der inhaltlichen Ausgestaltung (verdnderte Aufgabenkultur, offene Aufgaben, Anwendungs-
bezug), in einer Orientierung an outputorientierten Kompetenzen und auch in der angemes-
senen Ausnutzung der heute zur Verfiigung stehenden Technologie (Computeralgebrasysteme
CAS, dynamische Geometriesysteme DGS usw.).

Bemingelt wird u.a. die fehlende Nachhaltigkeit von Mathematikunterricht fiir die Tétigkeit
in und nach der Schule. Um diese Problematik geht es in diesem Teilkapitel, besonders bezo-

gen auf den Computereinsatz und hier wieder auf die Nutzung von Computeralgebrasystemen
(CAS). Wir stellen uns die Frage:

Welches sind langfristige (nachhaltige) Konzepte fiir den Einsatz von CAS im Mathema-
tikunterricht?

Die Frage wird von mir bearbeitet aus der Sicht eines Lehrers und Fachseminarleiters fiir Ma-
thematik und Informatik mit sehr langfristiger Erfahrung im Computereinsatz (seit Ende ca.
1975 mit immer wieder neuen Systemen und Programmen) und in Fort- und Weiterbildungs-
veranstaltungen.

Die Diskussionen iiber einen nachhaltigen Mathematikunterricht leiden unter einem Mangel
an Belegen, so dass es erlaubt sein muss, personliche langjdhrige Erfahrungen zu reflektieren.
2006 habe ich einige ehemalige SchiilerInnen (Abitur 2001) und etliche Lehrerlnnen aus mei-
nem CAS-Arbeitskreis zu dieser Thematik befragt. Ihre Auskiinfte gehen in die folgenden
Ausfiihrungen ein.. Die Auskiinfte der ehemaligen Schiilerlnnen, die im Ubrigen seinerzeit
gewohnt waren, Unterricht zu reflektieren — manchmal auch schriftlich - liegen also ca. 6 Jah-
re zurilick und sind fiir mich von nicht geringer Relevanz, weil eben schon damals von mir u.
a. auch kompetenzorientiert unterrichtet wurde — wie man heute sagen wiirde.

Grundlage meiner Uberlegungen ist der folgende Ansatz zur Nachhaltigkeit von Ma-
thematikunterricht:

Nachhaltig wirken / sind durchgehend verfolgte Konzepte (bezuglich Inhalte und Methoden),
die immer wieder verwendet werden — aber nicht etwa im Sinn vieler (langweiliger) Ubungen
in der laufenden Unterrichtseinheit -, sondern im Verlauf des Unterrichts in immer wieder
anderen Zusammenhangen (mdglichst auch in fachibergreifenden). - Diese Konzepte mus-
sen den Schilern immer wieder bewusst gemacht werden, bis sie fest und auf Dauer veran-
kert sind.

Dieser Ansatz wird u.a. gestiitzt durch einige Aussagen des oben genannten Personenkreises.
Dabei zeigt sich, dass individuell hdufig unterschiedliche Aspekte genannt werden. Dennoch
erkennt man, dass es sich immer wieder um methodische und inhaltliche Aspekte handelt.
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Immer wieder wird jedoch der durchgehende Rechnereinsatz betont. In der Tat war die
Medienkompetenz der Schiilerlnnen sehr hoch — sie wurde bei etlichen Schiilerlnnen bereits

ab Klasse 9 aufgebaut.

2.2 Was Schulerlnnen sagen

Die Medienkompetenz der befragten Schiilerlnnen ergab sich u. a. aus der Nutzung von
e HL-PLOTI1, einem Funktionenplotter mit Animationseigenschaften (die jetzige Version

heiBt ANIMATO),
CAS-DERIVE,

POVRAY, einem Ray-Tracing-Programm,
ANALYGEO, einem Programm zu analytischen Geometrie

Kerstin Altenwirth schreibt — 5 Jahre nach dem Abitur:

CAS des Taschencomputers TI-92 (Nachfolgemodell ist jetzt Voyage 200),

_/j’t,(m Hatle ~ Lic

- &8 pwde  dah Jaj{r&f vermilfe bt , Ao ey Z/ca/,c]aa/cp
anit  Dechnein  normal  ist == Olias  ist (emindesy
m /ﬂgm/ew%é’c—& wischor Berecct ) absolet  sanwtl

e icle  arinnece pucl  an  Ginen lexealven [iiterri bt
in dew  tin  guper Sdwespunkf auf- AU -
./(&S'ﬁm/q wid  Team acrbet /?/ — dhy wans
//\7@/)7& &  _leute berall /L%%—FGL@LF - caird

- 2udend oey el LSS di 225 L Atei4Ca Wl //3‘7/
N (a*/)?ﬁf aldr N ﬁv“hﬁé&f—d [?Lt‘ﬁg’fﬁjﬂ\, ﬁf&i}ili.
el datle an oo Ui Aas /a’//é\c‘(/( B cfal,@

s ,c/m/?ff) el Mebandodtc  ldabea L,//’?

2 audortoe  [lsSen
oler — Ualerrict Loes (selc) /’)((:sz‘sé;:&j fer , adc Y
e (ashg = ik féncﬁ Ao~ grks — jeft
medo il ja aud _Ohoan  prolhsches (zdwlE()
Pe, die Ble tb gan pt Tloone batbasten,

Loasen = helleic (&~ aickt  Jmmies 50*”5’ /jg‘[‘ 2.

\\_%’1 ; /C[<, /wﬂe CﬁC/SQS éwie ’%Z(\ZQ'CQ
/éc((,/* okoen ‘
(e /‘ , [aiSPi

Kerston ﬁ teu u«n/{f{%( N '7\1 Z)( //«f—(’g‘(mr 2004 | L Lehu, an "

Es wurde das Gefiihl

vermittelt, dass der
Umgang mit Rech-
nern normal ist.

Ich erinnere mich an
einen kreativen Un-
ter-richt, in dem ein
grolRer Schwer-
punkt auf Problem-
I6sung und Team-
arbeit lag. Zudem
war selbstandiges
Arbeiten wichtig.
Der Unterricht war
sehr praxisbezogen.

Kerstin Altenwirth studiert
Ingenieurwissenschaft

LK Lehmann, Abitur 2001,
befragt Dezember 2006

Robert Kaplun meint:
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Mir hat die Matrizenrechnung sehr viel gebracht, da sie in der Wirt-
schaftsmathematik (insbesondere bei Maximierungs- und Minimie-
rungsproblemen in der Makrodkonomie bzw. in der Finanzwissen-
schaft) und in der Okonometrie grundlegend ist! Der stindige Um-
gang damit im Profil- und Leistungskurs erleichterte mir den Einstieg Konzepte
in den Uni-Stoff erheblich und fihrte zum schnelleren Verstéandnis
komplexer Sachverhalte! Dartber hinaus hat der regelmaBige Ein-
satz des TI-92 sicherlich dazu beigetragen, dass mir der Umgang mit
anderen und teilweise sehr ahnlichen Programmen wie EVIEWS,
LINDO, MATLAB, DERIVE etc. deutlich leichter fiel, als es bei mei-
nen Kommilitonen der Fall war, die keinerlei Erfahrungen mit CAS ,

Robert Kaplun studiert VWLt

aufwiesen. LK Lehmann, Abitur 2001,
befragt Dezember 2006

Inhalte

Computer

In den Ausfiihrungen von Kerstin liegt der Schwerpunkt deutlich auf der Unterrichtskultur.
Robert hingegen greift insbesondere einen fachinhaltlichen Aspekt (Matrizenanwendungen)
auf, auch er betont die Wirkung des durchgehenden Computereinsatzes. Und dieser spielt
auch bei Raja eine wesentliche Rolle. Raja hat sich noch einen anderen Fachinhalt gemerkt —
die unterschiedlichen Koordinatensysteme und Parameterdarstellungen.

Raja Fiigner schreibt 2007 (Abitur 2001)

L~Was ich von unserem Mathematikunterricht am meisten behalten habe, ist wohl der Verlust
von Angst vor scheinbar ,Abstraktem” in der Mathematik (obwohl es bei weitem nicht meine
Starke war). Im Studium kam die Umrechnung von Parametern in Polarkoordinaten noch-
mals vor, was andere eher negativ Uberraschte, mir durch unseren Unterricht aber schon
gelaufig war und ich dadurch nicht die fir andere Studenten ,abstrakte Welt“ der Polarkoor-
dinaten verwirrend empfand. Wahrscheinlich ist diese Umrechnerei und damit Vertrautheit
zwischen den Dimensionen von Parameter-, Karthesischen- und Polarkoordinaten am
meisten hangen geblieben. ..

Mhh, bei mir war die Uberwindung von Beriihrungsédngsten mit der Mathematik und dem
abstrakten Denken und Darstellung schwierig, aber dies habe ich in unserem Unterricht
gelernt und damit im Studium keine Probleme mehr (heif3t aber auch nicht, dass ich super
bin in Mathe...) In den Unterrichtsmethoden fand ich im Rickblick vor allem die Arbeit mit
dem Plot 11, aber auch den TI, die Programmierung und Darstellung mathematischer Funk-
tionen sehr hilfreich. Die gesammelte Anwendung von Wissen und diesen Darstellungsmaog-
lichkeiten in unserer Gruppenarbeit Gber besondere Kurven und deren diverse Darstellun-
gen und Erzeugungen (Astroide etc.) fand ich besonders gut und die Inhalte und Methoden
dieser Arbeit, waren am interessantesten und haben langfristig wahrscheinlich zum gréfiten
Verstandnis gefuhrt.”

Die Ausfiihrungen anderer SchiilerInnen gingen in die gleiche Richtung — leider waren nach
nunmehr 6 Jahren nicht mehr so viele SchiilerInnen erreichbar, insbesondere fehlen mir Stel-
lungnahmen der Leistungsstirksten.
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2.3 Langfristige und nachhaltige Konzepte
fur den Mathematikunterricht mit CAS

Bei mir sind es elf Konzepte, die den Mathematikunterricht mit dem Computer besonders bestimmen und die
teilweise auch bei anderen FachkollegInnen wieder erkennbar sind.

Konzept 1 Das Wechselspiel zwischen Term, Graph, Tabelle, Text
Konzept 2 Visualisierung

2a Visualisierung tragender Begriffe und Inhalte

2b selbst erstellte Animationen
Konzept 3 Durchgangiges Arbeiten mit Modulen (siehe ,,Bausteindreieck®)
Konzept 4 Haufige Verwendung von Families / Gesamtheiten (Scharen, Bii

schel, ...)

Konzept 5 Durchgangige Verwendung bestimmter Fachinhalte, die durch

CE besonders unterstiitzt werden, insbesondere Parameter-
darstellungen [x(t), y(t)] , Matrizen in diversen Anwendungen

Konzept 6 Haufige Arbeitsweise: Neugierig machen - experimentieren —
vermuten — begriinden

Konzept 7 Modellbildungsprozesse mit CAS-Hilfe

Konzept 8 Mathematik auf und mit Bildern

Konzept 9 Gelegentliches Aufbrechen der ublichen Lehrplanstruktur
Konzept 10 Durchgehende Verwendung und Reflexion

des White-Box / Black-Box — Prinzips

Konzept 11 Rechnen - Abwagen zwischen Nutzung des CAS und
Handrechnung

¢ Die hier genannten Konzepte beziehen sich im Wesentlichen auf den CAS-Einsatz,
gelten teilweise aber auch fiir andere Mathematik-Software.

o Weitere Konzepte fiir einen erfolgreichen Mathematikunterricht (auch ohne Rechner)
werden hier nicht betrachtet.

¢ Die einzelnen Konzepte werden nun iiberblicksartig erldutert. Spéter wird dann auf die
meisten Konzepte in Extrakapiteln genauer eingegangen, siche Inhaltsverzeichnis.

Wichtig! = Es wird ausdricklich auf Kapitel 2.4 verwiesen!

,Die in 2.3 vorgestellten Konzepte werden CAS-Anfingerlnnen selbstverstandlich nicht alle
sofort beachten konnen. Die gemeinsame Verfolgung der Konzepte im Unterricht wird erst in
einem weit fortgeschrittenen Unterricht mit Computern moglich.* — Naheres dazu in Kap. 2.4.
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Konzept 1
Term, Graph, Tabelle, Text

Dieses Konzept ist unter Verwendung des Computers besonders nachhaltig wegen der
schnell erzeugbaren Darstellungen, wegen der zeitlichen und rdumlichen Néhe, wegen der
standigen Wiederverwendbarkeit der Darstellungsformen.

|’F1 ']’ Fev T [ TFH TrsvT FET Er
- E Zoom|Edit| «|ALL SLHIE];'f L3S T ]

SFLOTE

MAIN RAD AFFEON FUNC

(F1 ']’ H T G T i i 1 Fiv | F F FEx | FE™ |F7
- E Setupfisi T*sa,T §-‘-::a-=TE e P - E Zoom|Trace |Regraph [Math|Draw |-
:x: gl

-3 3.5

-z, 1.
-1. -5
-1.
-5
1.
3.5
. T
w=4.

MAIN ERD AFFRON FUNC

B A=

Abbildung 2.3a

Das Wechselspiel zwischen diesen Darstellungsformen hat sich als fundamental fiir die Arbeit
mit einem CAS erwiesen. Dadurch hat der Schiiler verschiedene Sichtweisen auf den jeweili-
gen Unterrichtsgegenstand, Sichtweisen, die sich dann gegenseitig ergéinzen und ein besseres
Verstandnis fiir die Zusammenhinge bewirken. Eine Unterrichtsituation zu Abbildung 2.3-1
konnte z. B. sein.

Aufgabe: Gegeben ist Abbildung 2.3a. Erldutere in einem Aufsatz die Zusammenhinge zwi-
schen den drei Bildschirmausdrucken und ,, Text®.

Wegen der weiten Verbreitung dieses Konzept und der vielen in der Literatur vorhandenen
Beispiele wird hier auf ndhere Erlduterungen verzichtet. In dem vorliegenden Buch finden
sich aber in anderen Kapiteln etliche Beispiele.

Es wird darauf hingewiesen, dass dieses Konzept letztlich auch zur Entwicklung neuer
CAS-Programme bzw. Taschencomputer beigetragen hat, die nun eine enge Verkniip-
fung zwischen den Teilen Term, Graph, Tabelle, Text erméglichen; hier ist z.B. der Taschen-
computer TI-Nspire von Texas Instruments zu nennen, der auch in diesem Buch mehrfach
benutzt wird.
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Konzept 2
Visualisierungskompetenz

Nirgends zeigt sich der Mehrwert des CAS-Einsatzes im Mathematikunterricht so deut-
lich wie beim Visualisieren und Animieren von Zusammenhingen. Hierin liegt der
Schliissel zu einem besseren mathematischen Verstindnis und der Zusammenhéinge —
iibrigens eine bei SchiilerInnen-Umfragen immer wieder von ihnen bestétigte Aussage.

Was visualisiert man im M-Unterricht
(bezogen auf Funktionen / Relationen )

Von Hand gebriuchlich /
noch sinnvoll

und mit CAS

erst recht moglich

Mehrwert durch CAS
Das wird man nur noch
mit dem Computer
visualisieren

Einzelne Objekte darstellen X X
Wertetabelle fiir eine/zwei Terme anlegen X X
Mafstab beachten X X
Auch viele Objekte gleichzeitig oder nacheinander darstellen, X

Scharen, Biischel, ...diese konnen strukturiert werden

Wertetabelle fiir viele Terme anlegen X
Ausschnitte, Fenster, window-shuttle, Zoomen, weitere X
MabBstabsiiberlegungen

Andere Koordinatensysteme (Parameter, polar,...) benutzen X
Koordinatentransformationen, Abbildungen durchfiihren, z.B. X
mit Matrizen

Animationen interpretieren und erstellen X
den Zufall darstellen, Simulationen durchfiihren X
Mit vorgegebenen Bildern arbeiten X X

— erldutern — strukturieren — ergénzen — Teilbereiche betrachten

Abbildung 2.3b: Der Mehrwert des Computereinsatzes beim Visualisieren (CAS-bezogen)

Die Abbildung belegt diesen Sachverhalt in deutlicher Weise. Man kann eben von Hand nicht
so schnell und iibersichtlich Zeichnungen herstellen. Zudem konnen am Computer eventuelle
Fehler sofort korrigiert werden. In diesen Visualisierungsmdglichkeiten liegt dann im Unter-
richt eine grof3e Zeitersparnis. Zu beachten ist dabei allerdings, dass die wichtigen Zeichnun-
gen auch dokumentiert werden miissen. Und auflerdem:

e Von grofler Bedeutung ist richtige Wahl eines problemangepassten Maf3stabs!
e Das Interpretieren von Abbildungen gehort zu den grundlegenden Kompetenzen!
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Visualisierung und Animation tragender Begriffe und Inhalte
Von besonderer Bedeutung filir den Unterricht ist, dass man hiufig auch die wichtigen Be-
griffsbildungen und Fachinhalte visualisieren oder auch animieren kann.

-> Hiufig (natiirlich passend) visualisieren — und dadurch besser und mehr verstehen!

Beispiele sind:
Analysis: Ableitungsbegriff, Hauptsatz der Differential- und Integralrechung
Algebra: Gleichungen 16sen (SOLVE) und visualisieren,
Animation der Matrizenmultiplikation mit Power Point
Stochastik:  Zufallspunkte und ihre Transformation, Simulation
Formeln Module visualisieren

Beispiel: Mit Differenzenquotienten zur Ableitung von y = In(x)
Abbildung 2.3c¢ bringt die Visualisierung von Uberlegungen zur Ableitung der In-Funktion.

1) Zur Erinnerung fiir die SchiilerInnen werden zunédchst Graphen der Differenzenquotienten-
Funktionen zu y =¢* gezeichnet (fiir h>0, z.B. bis h = 0.001). Es ergibt sich wieder die e-
Funktion.

2) Nun werden die Differenzenquotienten-Funkten fiir y = In(x) gezeichnet. Gegen welche

Funktion laufen diese?

3) Es konnte die Funktion y = 1 sein. Diese wird gezeichnet und die Wertetabellen zu y = 1
X X

und zu (In(x+0.01)-In(x))/0.01 verglichen Es ergibt sich eine gute Ubereinstimmung die fiir

kleineres h noch weiter verbessert werden kann. — Also gilt wohl (In(x))” = 1 .
X

Abbildung 2.3c: Mit
Hilfe der Graphen der Differenzenquotienten-Funktionen: Von der Ableitung der e-Funktion zur Ableitung
(In(x))". Identifizierung der Ableitungsfunktion als 1/x (graphisch und mit Wertetabelle)

Diese Animation ist gut dazu geeignet, die Ableitung von y = In(x) zu erkennen - auch fiir den
Grundkurs. Die Ableitung wird graphisch und durch Tabelle bestitigt. Falls noch Beweisbe-
diirfnis vorhanden ist, miisste noch die rechnerische Herleitung folgen, was aber dann dem
Leistungskurs vorbehalten bleibt.

Angesichts seiner besonderen Bedeutung wird dem Visualisierungskonzept spéter noch ein
eigenes Kapitel gewidmet.

-> Visualisierung, siehe Kapitel 4.
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Konzept 3
Arbeiten mit Modulen - modulare Kompetenzen

Module mit Parametern werden von vielen Computersystemen bereitgestellt oder konnen vom
Benutzer selbst definiert werden. Da sie ein grundlegendes Konzept sind, finden sie in ver-
schiedenen Kapiteln zahlreiche Beispiele. Kapitel 6 geht ausfiihrlich auf das Konzept ein.
Vorerst orientieren wird uns an einem Parabel-Baustein mit drei Parametern (Syntax ANI-
MATO).

Parabel-Baustein und einige Aufrufe

f1: a*(x-b)*2+c Beim TI-Voyage a*(x-b)*2+c --> parabel(x,a,b,c)
f2: £1(1,0,0) f3: f1(1,7,u)
f4: f1(1,v,-2) 5: {f1(v,7,-2)<-2:f1(v,7,-2):undef}

Man erkennt die Definition des Bausteins in fl und vier verschiedene Aufrufe des Bausteins
in f2, 3, 4, £5. So zeichnet {3 in Abhédngigkeit von dem u-Bereich eine Schar paralleler Para-

beln der Form y=(x-7)> +u.

Abb. 2.3.d: Visualisierung zum Parabelbaustein

Das durchgiingige Arbeiten mit Modulen / Bausteinen und ihren Parametern fiihrt im
Unterricht zu erheblichen Vorteilen.

Komprimierung von Wissen: Bausteine (Module) konnen als kompakte Einheiten aufge-
fasst werden, in denen das (mathematische) Wissen verdichtet ist und in denen die Operatio-
nen als Paket abgerufen werden konnen
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Komprimierung langer Terme: Mit einem Baustein konnen lange komplizierte Terme ab-
gekiirzt werden und sind so leichter handhabbar.

Wiederverwendbarkeit: Bausteine sind wiederverwendbar .

Modellbildung: Bausteine konnen von den Schiilern selbst definiert werden und tragen damit
zur eigenstidndigen Modellierung von Problemen durch die Schiiler bei.

Anwendungsfeld: Passend definiert konnen Bausteine durch geeignete Einsetzungen von
Parameterwerten ein breites Anwendungsfeld abdecken.

Experimentelles Arbeiten: Bausteine ermuntern die Schiiler, Einsetzungen fiir die vorhande-
nen Parameter zu erproben und leisten damit einen wesentlichen Beitrag zum experimentellen
Arbeiten.

Allgemeine Losungen: Die Suche nach passenden Bausteinen ist gleichzeitig eine Suche
nach allgemeinen Losungen von Problemen. - Die Formeln in den Formelsammlung sind
Bausteine

Vernetzung: Bausteine konnen miteinander verkniipft werden und damit auch mathematische
Gebiete miteinander vernetzen. Damit konnen zuweilen auch sehr komplexe Ldsungen in
kurzer Form dargestellt werden.

Programmieren: Bausteine konnen in vielen Fillen das Schreiben von Programmen erset-
zen.

Ziele eines modulorientierten Mathematikunterrichts sind

e Definieren von Modulen
Analysieren von Modulen, Nutzen von Modulen fiir experimentelles Lernen
Entwickeln eines “Modulpools” als Werkzeugkasten fiir das Problemldsen
Nutzen von Modulen als ,,.Black-Boxes*
Verkniipfung von Modulen, Entwickeln neuer, komplexerer Module durch Nutzen be-
kannter Module als Bausteine

Die Ergebnisse der Arbeit mit mehreren Lerngruppen zeigen, dass Schiilerlnnen, die mit dem
modularen Arbeiten vertraut sind, diese Module tatséchlich als neue Sprachelemente beim
Problemldsen und Erforschen mathematischer Sachverhalte nutzen.

- Weitere Ausfiihrungen zum Baustein- / Modulkonzept erfolgen in Kapitel 6 >
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Konzept 4
Gesamtheiten / Families - Scharen, Buschel — Vergleichen

f2: sin(a) ;
f3: (F2(t+u)-f2(t))/u : !
f4: (f2(t-u)-f2(t))/(-u)

f5: cos(a) // Vermutung:

>

i

| Problemstellung: Kiirzester
| Abstand eines Punktes (4,3)
| von verschiedenen Graphen
| - eine Graphen-Family —
betrachtet unter einem ge-
meinsamen Aspekt

CORC N I COR COR Y

i
i
0’:"0"90’0:'0

N
‘\\%&3‘3:'&:‘::‘:2:%?2#”’ S
\!}}&\!&0&&,}%%/

N

4

Abbildung 2.3e: Oben: Graphen-Family, rechts und unten: Kurvenscharen, hier fiir Differenzenquotienten-
Funktionen

Dieses Konzept hat sich als auBerordentlich fruchtbar fiir meine Unterrichtsarbeit erwiesen.

Was ist ertragreicher fiir Unterricht und Erkenntnis — eine einzelne Gerade, eine Schar
paralleler Geraden? Ein Kreis — ein Menge konzentrischer Kreise?

Bei dem oben benutzten Abstandsproblem ,,Punkt — Graph* besteht die Mannigfaltigkeit in
den unterschiedlichen Funktionstypen, die dann auch Vergleiche herausfordern — das ist viel
spannender als nur mit einer Funktion zu arbeiten!

Die Idee der Differenzenquotienten-Graphen (siehe oben) fiihrt einerseits wieder zu den ein-
zelnen Funktionsscharen mit einer Grenzfunktion, andererseits wird deutlich, dass es sich
immer um dieselbe fundamentale Idee handelt. Warum also nicht auch hier verschiedene
Funktionstypen quasi gleichzeitig betrachten? Damit trennt sich der Lehrer an dieser Stelle
von der leider immer wieder in den Lehrplédnen zu findenden sequentiellen Anordnungen, die
alles schon brav nacheinander anbieten. Siehe hierzu auch das noch folgende Konzept 9.

Konzept 5

Durchgangige Verwendung bestimmter zusatzlicher Fachinhalte, die
durch CE besonders unterstutzt werden

In einem Extrakapitel (Kapitel 9) wird auf einige Gebiete abgehoben, die den bisherigen Ma-
thematiklehrpldnen (aber nicht unbedingt im Unterricht einiger Lehrpersonen!) eher eine un-
tergeordnete Rolle gespielt haben , insbesondere wegen moglicherweise aufwendiger Zeich-
nungen oder Rechnungen. Es gibt geniligend Fachleute, die in ihrem Unterricht seit langem
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solche Themen mit groBem Erfolg beriicksichtigt haben, was sich auch in der Fachliteratur
widerspiegelt.

-> Dazu werden u.a. Parameterdarstellungen [x(t), y(t)] und Matrizen in diversen Anwendungen
gezahlt. Siehe Kapitel 9.4-> .

Konzept 6

Neugierig machen - experimentelles Arbeiten — vermuten — begrinden
Viele der oben genannten Beispiele sind auch fiir Konzept 6 passend, so dass hier keine aus-
fithrlicheren Darstellung nétig sind. Experimentelles Arbeiten flihrt auch immer zu einem
offenen Unterricht, zum Entdecken neuer Sachverhalte und neuen Fragestellungen, zur Eigen-
tatigkeit der SchiilerInnen und ist in der Regel spannend. Damit ist diese Arbeitsweise, die
durchgehend besonders gut mit Technologieanwendung moglich ist, unverzichtbar.

- Ausfiihrliches in Kapitel 9.3 >

Konzept 7

Modellbildungsprozesse durch CAS fordern

Hierzu gibt es vielfiltige Moglichkeiten. Einige werden auch schon in den obigen Ausfiihrun-
gen deutlich . Hier wird ein Beispiel gezeigt, in dem ein Kunstbild modelliert — angendhert
rekonstruiert — wird, siche Kapitel 1.2.2. Der Hintergrund dieses Bildes ist blau, darauf sieht
man kleine und groere dunkelblaue Punkte. Auf dem Hintergrund befinden sich weiterhin je
fiinf horizontale bzw. vertikale, jeweils parallele Sinuskurven in weil. Dazwischen sind ins-
gesamt 6 gelb ausgefiillte Kreise in unterschiedlicher Gro3e platziert.

Hinweis: Eine exakte Rekonstruktion des Bildes wurde nicht angestrebt.

il ls  Help .
D E &9 o X B @ K| | [ oo @ of
= NELDOSO

(xlisteyliste2)

Entwurf : Eberhard Lehmann

Abbildung 2.3f: Modellieren mit dem CAS in einer DERIVE-Einfiihrungsstunde, siche Kapitel 1.2.2 -hier wird
das Bild einer Modellierung mit der Software TI-Nspire gezeigt, siche Kapitel 1.2.3.

Einige Aspekte, die den Mehrwert des CAS-Einsatzes bei Modellierungen begriinden,
sind:

- Ideen / Ansitze visualisieren

- Vorausrechnungen / Testrechnungen durchfiihren

- Losungen auf Verwendbarkeit iiberpriifen, ggf. schnell d&ndern

- Das Modell anwenden, Modellrechnungen /-zeichnungen mit dem CAS durchfiihren

-> Auch iiber Modellbildung gibt es ein Extrakapitel, siehe Kapitel 7>
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Konzept 8
Mathematik auf Bildern — Spuren legen

=t

Abb.2.3-11: Die auf dem Burano-Bild elegten Spureh

Die Idee der Verwendung von Bildern mit mathematischen Objekten wurde bereits oben deut-
lich. Das Bild von Burano kann beispielsweise in Klasse 6/7 vorgelegt werden, liberzogen mit
einem Koordinatensystem. Die Eckpunkte der Fensterrahmen kdnnen nun von den SchiilerIn-
nen als Punkte abgelesen werden. Andere Objekte konnen das Bild ergéinzen (Uben im Um-
gang mit Koordinaten). Fiir beide Sekundarstufen gibt es mit dem Ansatz ,,Spuren legen* eine
Fiille von Anwendungen, die auch von Schiilerlnnen initiiert werden kdnnen (Fotosafari mit
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dem digitalen Fotoapparat). Hier folgt noch eine Seite mit mathematisch interessanten Inhal-
ten.

Abb. 2.3h: Beispicele fiir Bilder mit Mathematik
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Konzept 9
Aufbrechen der sequentiellen Lehrplanstruktur

Mit diesem Ansatz kann die Lehrperson Zeit sparen und rationeller arbeiten. Das geschieht
durch gelegentliche Zusammenlegungen von Lehrplanthemen, durch die gleichzeitige Bear-
beitung von Themen, die im Lehrplan hiufig weit voneinander getrennt vorkommen.

Beispiele fiir die Verfolgung dieses Konzept sind die gleichzeitige Behandlung von Funkti-
onstypen (siche oben: Abstandsaufgabe), Ableitungen, Hiillkurven, Integralen usw.

-> siehe besonders Kapitel 5 und Kapitel 9.2 >

Zusammenfassung:

Unterrichtskonzepte sollten nicht versteckt im Hintergrund lagern und nur dem Lehrer
bekannt sein. Sie sind auch wichtig fiir die Ausbildung der Schiilerkompetenz und fiir
deren langfristiges Verstindnis von Mathematik. Mit Recht haben meine SchiilerInnen
oben auf den durchgingigen Computereinsatz verwiesen (da wo er den Mathematikun-
terricht verbessert!). Die oben geschilderten Konzepte werden nur dann wirksam, wenn
sie von Beginn des Rechnereinsatzes an verfolgt und reflektiert werden.

Konzept 10

Durchgehende Verwendung und Reflexion des White-Box / Black-Box —
Prinzips

Diese Prinzipien sind fundamental fiir die Arbeit mit Computern. Sie werden in Kapitel 3 aus-

fiihrlich erlautert.
- siehe Kapitel 3 >

Konzept 11
Abwagen zwischen Nutzung des CAS und Handrechnung bzw. Hand-

zeichnung

Dieses Problem ist in jeder Unterrichtssequenz von neuem aktuell. Feste Regeln fiir Hand-
rechnung / Handzeichnung oder CAS-Rechnen / CAS-Zeichnen sollte man nicht aufstellen.
Vielmehr richtet sich das nach der jeweils vorliegenden Unterrichtssituation, aber eben auch
den langfristigen Zielen. Hierfiir lassen sich einige Empfehlungen geben, die teilweise auch
fiir den Mathematikunterricht ohne CAS gelten:

e  Weg mit allen ,,Aufgabenkaskaden® (Terme, Gleichungen, Integrale, Ableitungen, Kurvendiskus-
sionen, ...) , also den seitenweise dhnlichen Hand-Aufgaben

e Weg mit der Vielzahl von Wertetabellen und den oft ungenauen Handzeichnungen
e Hinweis: In Mafien und angemessen eingesetzt, bleibt das Rechnen und Zeichnen von Hand

selbstverstiindlich sinnvoll, insbesondere in den ersten Phasen eines neu zu behandelnden The-
menkreises.

- mehr dazu siehe Kapitel 3 >
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2.4 Wachsende Kompetenz der Lehrperson

Die in 2.3 vorgestellten Konzepte werden CAS-AnfingerInnen selbstverstidndlich nicht alle
sofort beachten konnen. Die gemeinsame Verfolgung der Konzepte im Unterricht wird erst in
einem weit fortgeschrittenen Unterricht mit Computern moglich. Die Kompetenz der Lehr-
person wird sich schrittweise erweitern, moglicherweise zeigt ihnen auch die zunehmende
Erfahrung, dass sie nicht alle Konzepte verfolgen wollen oder es kommen noch eigene Kon-
zepte dazu. SchlieBlich sind die hier genannten Konzepte aus einem Biindel von Quellen er-
wachsen:
e Langwihrende sehr vielfiltige eigene Erfahrungen
e Aufnahme von in Verdffentlichungen dargestellten Unterrichtserfahrungen
e Beriicksichtigung von SchiilerInnen-Reaktionen (Beobachtung, miindliche und schrift-
liche Befragungen)
e Beriicksichtigung von Diskussionen auf Tagungen, mit CAS-Arbeitsgruppen und in
Lehrerfortbildungs- und Weiterbildungsveranstaltungen
e Der praktischen Arbeit mit LehrerInnen in CAS-Projekten an Schulen

Deshalb nun einige Empfehlungen, wie man die Vielzahl der Konzepte in seinem Unterricht
zunehmend beriicksichtigen kann. Dazu wird noch einmal die Eingangsabbildung aus 2.3
benutzt und es werden Empfehlungen fiir die grundlegendsten Konzepte gegeben. Die Abbil-
dung zeigt jetzt Stufungen und eine andere Anordnung der Konzepte.

Beachten sie jedoch, dass man die Konzepte nicht klar voneinander trennen kann (und
das auch nicht versuchen sollte). Vielmehr entwickeln sich LehrerInnen- und Schii-
lerInnen-Kompetenzen auch in der Verkniipfung der Konzepte, die im Unterricht hiu-
fig auch ganz ungeplant erfolgen kann.

Stufe 1

Konzept 1 Das Wechselspiel zwischen Term, Graph, Tabelle, Text

Konzept 2 Visualisierung

2a Visualisierung tragender Begriffe und Inhalte

Konzept 11 Rechnen - Abwagen zwischen Nutzung des CAS und Handrechnung

Stufe 2

Konzept 3 Durchgangiges Arbeiten mit Modulen (siehe ,Bausteindreieck®)

Konzept 4 Haufige Verwendung von Families / Gesamtheiten (Scharen, Bi
schel, ...)

Konzept 10 Durchgehende Verwendung und Reflexion
des White-Box / Black-Box — Prinzips

Konzept 6 Haufige Arbeitsweise: Neugierig machen - experimentieren —
vermuten — begriinden

Stufe 3

Konzept 7 Modellbildungsprozesse mit CAS-Hilfe

Konzept 5 Durchgangige Verwendung bestimmter Fachinhalte, die durch
CE besonders unterstutzt werden, insbesondere Parameter-
darstellungen [x(t), y(t)] , Matrizen in diversen Anwendungen

Konzept 8 Mathematik auf und mit Bildern

Stufe 4

Konzept 9 Gelegentliches Aufbrechen der Ublichen Lehrplanstruktur

Konzept 2b selbst erstellte Animationen
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Versuch einer Zuordnung von Kapiteln zu den Konzepten

Konzepte — Stufungen

Hinweis: Die Kapitel enthalten mehrfach auch Ausfithrungen, insbesondere Bei-
spiele, die zu verschiedenen Konzepten passen. Alle Konzepte werden iiberblicks-
miBig, also kurz in Kapitel 2 beschrieben.

Schwerpunkt-
mébig in (Teil-)
Kapitel

Stufe 1

Konzept 1 Das Wechselspiel zwischen Term, Graph, Tabelle, Text

Konzept 2 Visualisierung

2a Visualisierung tragender Begriffe und Inhalte

Konzept 11 Rechnen - Abwagen zwischen Nutzung des CAS und
Handrechnung

Stufe 2

Konzept 3 Durchgéangiges Arbeiten mit Modulen (siehe ,Bausteindreieck®)

Konzept 4 Haufige Verwendung von Families / Gesamtheiten (Scharen,
Bischel, ...)

Konzept 10 Durchgehende Verwendung und Reflexion des White-Box /
Black-Box — Prinzips

Konzept 6 Haufige Arbeitsweise: Neugierig machen - experimentieren —
vermuten — begrinden

Stufe 3

Konzept 7 Modellbildungsprozesse mit CAS-Hilfe

Konzept 5 Durchgéngige Verwendung bestimmter Fachinhalte, die durch
CE besonders unterstutzt werden, insbesondere Parameter-
darstellungen [x(t), y(t)] , Matrizen in diversen Anwendungen

Konzept 8 Mathematik auf und mit Bildern

Stufe 4

Konzept 9 Gelegentliches Aufbrechen der Ublichen Lehrplanstruktur

Konzept 2b Selbst erstellte Animationen

WA BN
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3. Hand contra CAS - White-Box und Black-Box —
Wieviel mit dem CAS — wieviel noch von Hand?

3.1 Handwerkliche Fahigkeiten

Eine der in Gesprichen iiber den Einsatz von CAS im Unterricht am hdufigsten gestellten
Fragen ist die nach den Anteilen des Computereinsatzes und den noch verbleibenden hindi-
schen, also insbesondere den Rechen- oder Zeichenanteilen. Zum Rechnen wird immer wie-
der die Meinung vertreten,

a) dass man doch die Kalkiile iiben miisse und

b) dass das ja spéter an der Universitét gefordert werde.

Zu a) Das Uben von Kalkiilen

Die lange Zeit in den Schulbiichern befindlichen ,,Aufgabenkaskaden haben sich dort aus
gutem Grund erheblich reduziert. Sie bringen ndmlich nichts fiir einen nachhaltigen Mathe-
matikunterricht, da sie in der Regel fast nur fiir die gerade besprochene Thematik niitzlich
sind und sich zudem durch besondere Langweiligkeit auszeichnen — also die Motivation fiir
den Mathematikunterricht nicht gerade fordern. Nach der nichsten einschldgigen Klassenar-
beit werden sich die Fertigkeiten vor dem Hintergrund neuer Themen schnell wieder verfliich-
tigen. Man wird aullerdem auch nie erreichen, dass alle Beteiligten (Lehrerlnnen eingeschlos-
sen!) zum Beispiel umfangsreichere Gleichungen immer ohne Fehler 16sen kdnnen. Also:

Weg mit den Aufgabenkaskaden zu den durch Algorithmen bestimmten Themen und
dafiir hin zu mehr Verstindnis der Sachverhalte und zu einem verstindigen Einsatz
eines CAS.

Zu b) Leider unterliegen auch etliche Universitdtslehrer den oben geschilderten Fehleinschét-
zungen. Jedenfalls sind solche Lehrpersonen (auch ihre Anzahl nimmt ab) kein Grund, um an
der Schule nicht zeitgemiR zu unterrichten.

Wihrend man sich an vielen Stellen der Notwendigkeit zur Vermeidung unniitzer und lang-
weiliger Rechnungen einig ist, wird das Thema ,,Zeichenaufwand* kaum thematisiert. Dabei
ist die Problematik hier dhnlich, allerdings eigentlich noch leichter zu erkennen. Was bringt
die hiufige Erstellung fehleranfilliger Wertetafeln? Falsch berechnete Werte fithren zu fal-
schen Zeichnungen und behindern den Arbeitsfortgang. Also:

Weg mit den zahlreichen fehleranfilligen Wertetabellen und den falschen Zeichnungen
und dafiir hin zu viel mehr Visualisierungen durch den Rechner und Interpretationen
der erhaltenen Tabellen und Zeichnungen.

Zur ersten Information {iber diese Thematik benutze ich Ausziige aus einem vieldiskutierten
Aufsatz, der in Deutschland und mehrerer anderen Léndern in Europa sowie in den USA ver-
offentlicht wurde. Der vollstindige Aufsatz kann nachgelesen werden in der Zeitschrift MNU
2001, Heft 8.
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Welche handwerklichen Rechenkompetenzen sind im CAS-Zeitalter unverzichtbar?
Von Wilfried Herget, Helmut Heugl, Bernhard Kutzler, Eberhard Lehmann

Zusammenfassung: Wir gehen der Frage nach, welche handwerklichen Rechenfertigkeiten trotz der
Verfiigbarkeit algebraischer Taschenrechner und Computer mit Computeralgebra-Systemen (CAS) un-
verzichtbar sind: Was sollte auch in Zukunft jede Schiilerin und jeder Schiiler noch ,per Hand®, d. h.
allein mit Schreibstift und Papier, kénnen? Dieser Text entstand in einer zweitdgigen Diskussion der
vier Autoren zu diesem Thema, ergdnzt und iiberarbeitet aufgrund der Riickmeldungen verschiedener
Kolleginnen und Kollegen. Das vorliegende Ergebnis ist sicherlich eine Herausforderung — wir mochten
damit zu einer breiten Diskussion iiber im Mathematikunterricht zu vermittelnde unverzichtbare, dau-
erhaft verftigbare Rechenkompetenzen beitragen bzw. eine solche in Gang setzen.

Computeralgebra-Systeme (CAS)

Computeralgebra-Systeme (CAS) sind Rechenwerkzeuge, die die Ausfihrung algebraischer Rechen-
kalkiile automatisieren. CAS kénnen Terme vereinfachen, Funktionen symbolisch differenzieren und
integrieren, Graphen zeichnen, Gleichungen und Gleichungssysteme 16sen, Matrizen bearbeiten usw.
Kurz: Sie helfen bei den meisten Inhalten, die heute im Fach Mathematik an den Schulen gelehrt wer-
den.

Eid Fy=r

1 Fev F FE 5 |‘F1 T Fev T Fav T Fuw T FE ‘Tﬁrs
vﬂ Alagebra|Calc|0ther |PramI0Clean Up - E Alasbra|Calc|0ther|PramI0|Clear a-z..

2 _q =
(23 singa]ds JEIIEEE: 1_B’K-][ﬁ+1] E-1
[6-x—x3]-505(x)+3-[x2—2]'5iﬁ(}<) = 2 Rt

J ™I ¥sintad, x> lue(x‘“‘2+x—1=ﬂ,x)
A

*|HMAlN RAD AUTO FUMC 1/20 1] FAD AUTO FUMC 1/z0

Weit verbreitete CAS an deutschen und Gsterreichischen Schulen sind das Computerprogramm Derive
und die Taschenrechner TI-92 und TI-89. ... Solche Werkzeuge werden bald ebenso selbstverstandlich
sein, wie es heute numerische Taschenrechner sind. Damit werden Aufgaben wie ,,Differenziere

x’ sin*(4x +5) “ ebenso leicht dem technischen Hilfsmittel iibertragen werden kénnen, wie dies heute
ganz selbstverstandlich etwa beim Berechnen von cos(1,3786) oder /5,67 geschieht. Die obigen Bild-

schirmabdrucke zeigen derartige Moglichkeiten.

Ausgangspunkt: Schriftliche Priifung ohne Rechner

Wir gehen aus von einer zweigeteilten Priufung, bei der ein Teil ohne moderne technische Hilfsmittel
stattfindet — es darf also nicht einmal ein einfacher wissenschaftlicher Taschenrechner verwendet
werden — wiahrend beim zweiten Teil Technologie! wie insbesondere leistungsfiahige Taschenrechner
und Computer mit CAS eingesetzt werden diirfen. Dieses Modell einer zweigeteilten Prifung wird in
manchen Landern, z. B. in Osterreich, erprobt; in anderen Léndern, z. B. in England, wird es bereits
eingesetzt. Dieser Ansatz konnte ein Kompromiss sein, um sowohl den Wiinschen der Technologie-
Befiirworter als auch den Vorbehalten der Technologie-Gegner zu entsprechen... Wir stellen uns im
Folgenden eine fiktive schriftliche technologie-freie Prifung vor und suchen nach Aufgaben und Auf-
gabentypen, die in einer derartigen Priifung gestellt werden kénnten.

Die Grenzziehung zwischen Aufgaben, die bei einer technologie-freien Priifung gestellt
wiirden, und Aufgaben, die bei einer solchen Priifung nicht gestellt werden sollten, lauft
auf die eingangs gestellte Frage hinaus, welche handwerklichen Rechenkompetenzen Schii-
lerinnen und Schiiler heute noch haben sollten. Die fiktive Priifungssituation ist fur uns daher
Mittel zum Zweck, unsere Diskussion und die dabei erzielten Ergebnisse haben eine weit iiber Pri-
fungssituationen hinausgehende Bedeutung.
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Das hier angesprochene Problemfeld diirfte fundamental sein fiir eine Weiterentwicklung
des Mathematikunterrichts in den nachsten Jahren und Jahrzehnten. Insbesondere genigt
es natiirlich nicht, so wie hier allein die Bedeutung der Rechenfertigkeiten neu zu iiber-
denken - der nichste Schritt muss sein, die sich daraus fiir den Unterricht ergebenden
Konsequenzen zu diskutieren...

Drei Topfe: -T, ?T, +T

Die gesuchte Grenze zwischen Aufgaben, die bei einer fiktiven technologie-freien Priifung gestellt
wiirden, und Aufgaben, die bei einer solchen Priifung nicht gestellt werden sollten, ist flieBend und
héngt von vielen Parametern ab, natiirlich auch vom Schultyp. Wir versuchen — eher aus der Sicht von
Gymnasiallehrern — eine méglichst allgemeingiiltige Antwort und schaffen dazu drei , Tépfe®, die wir —
T, ?T und +T nennen.

e Der erste Topf, -T (= ohne Technologie), beinhaltet jene Aufgaben, die bei einer technologie-freien
Prifung zu stellen waren. In diesen Topf kommen also all jene Aufgaben, von denen wir erwarten,
dass Schiilerinnen und Schiiler sie ohne Zuhilfenahme irgendeines Taschenrechners oder Compu-
ters 16sen konnen.

e Die durch den Topf —T bezeichneten Rechenfertigkeiten sollen ab der 8. Jahrgangsstufe gelten bzw.
ab jener Jahrgangsstufe, in der der betreffende Stoff behandelt wird. Diese Rechenfertigkeiten sol-
len dann tber die jeweilige Jahrgangsstufe hinaus dauerhaft erhalten bleiben und wirklich jeder-
zeit gefordert werden kénnen.

e Der dritte Topf, +T (= mit Technologie), beinhaltet jene Aufgaben, die bei einer solchen Priifung
nicht gestellt werden sollten, d. h. bei der Losung dieser Aufgaben darf ein leistungsfahiger Ta-
schenrechner oder ein Computer mit CAS verwendet werden.

e Der zweite Topf, ?T, spiegelt unsere Zweifel, unsere unterschiedlichen Einstellungen und zum Teil
auch die grundsétzliche Problematik dieses Themas wieder. Bei den in diesem Topf gelandeten
Aufgaben gingen die Meinungen der vier Autoren auseinander, oder wir waren uns einig, dass wir
keine Zuordnung zu einem der beiden anderen Tépfe vornehmen wollten oder konnten. Dieser Topf
kennzeichnet, wie flieend die Grenze fiir uns (noch) ist.

Wo immer es machbar war, haben wir das Spektrum und die Grenzen eines konkreten Aufgabentyps
dadurch abgesteckt, dass wir vergleichbare Aufgabenvarianten fir —T und +T angegeben haben....

Differenzieren — langfristige Mindestkompetenzen

—T (ohne Technologie) eT +T (mit Technologie)

01 |Diff. nach x: y=x*
02 |Diff. nachx: y=7x" +3x+1
03 |Diff. nachx: y= iz
X
04 |Diff. nachx: y=3

05 |Diff. nachx: y= \/;

Diff. nach x :

06 y=sinx Diff. nach x: y = x> +cosx Diff. nach x : y=xsinx

07 Diff. nach x: y =2cosx Diff. nach x : y=sin’ x
Diff. nach x: y =3sin2 i

08 - nach g y= sl ex Diff. nachx: y = S

x

09 |Diff. nachx: y=e¢" Diff. nach x: y =™ Diff. nach x: y=2"

10 |Diff. nachx: y=Inx

11 | Diff. nachx: y= |x|
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Diese Tabelle kennzeichnet einen weiteren Schwerpunkt der zukiinftigen Entwicklung: Gerade im
klassischen Analysisunterricht dominieren die Rechenfertigkeiten. Daher ist hier besonderer Verdnde-
rungsbedarf beim Einsatz moderner Technologie gegeben.

Hohere Anforderungen in Ubungsphasen und Unterricht

Die Aufgaben im Topf +T sind solche, die wir in einer technologie-freien Priifung nicht stellen wiirden
— aber wir wiirden derartige Aufgaben auch in einer Priifung nicht stellen, bei der moderne Rechner
verfigbar sind: Denn diese Aufgaben erscheinen uns nur in einem passenden Problem-Zusammenhang
als sinnvoll, nicht aber als isolierter Priifungsteil. Sie wéaren wohl lediglich im Stande, Fertigkeiten in
der Bedienung des Rechners zu testen.

Die von uns in den Topf —T gegebenen Aufgaben beschreiben eine langfristig zu erhaltende handwerk-
liche Kompetenz. Um dieses Ziel zu erreichen, sollte sehr wohl in der anfinglichen Ubungsphase , die
Latte entsprechend hoher gelegt® werden, und es konnte in begrenztem Umfang sogar sinnvoll sein,
selbst Aufgaben aus +T im Unterricht auch technologie-frei zu tiben.

Andere wichtige Kompetenzen

Neben der Rechenkompetenz gibt es auch noch andere, wichtige Kompetenzen, die ihre Bedeutung im
CAS-Zeitalter behalten oder sogar an Bedeutung gewinnen — jedenfalls unverzichtbar sind ... Beispiele
solcher Kompetenzen sind:

e die Kompetenz, Terme zu finden

e die Strukturerkennungskompetenz

o die Testkompetenz

e die Visualisierungskompetenz

e die Kompetenz, Technologie passend einzusetzen

e die Kompetenz, Rechnerarbeit passend zur Aufgabenstellung zu dokumentieren.

Zur Visualisierungskompetenz gehort z. B. die Fahigkeit, eine ,richtige Handbewegung® ausfiihren zu
kénnen, wenn der Verlauf des Graphen von zum Beispiel x” oder sin(x) gefragt ist.

In der Gesamtheit der im Mathematikunterricht zu vermittelnden Kompetenzen kommt der Rechen-
kompetenz eine wichtige Rolle zu. Sie zu vermitteln ist nicht nur Selbstzweck (dann wire ihre Bedeu-
tung angesichts leistungsfihiger Rechner sehr in Frage gestellt!), sondern in einem gewissen Rahmen
auch erforderlich fir den Erwerb und die Nutzung ,héherer” Kompetenzen wie den oben genannten.
Daher spielen die genannten und weitere Kompetenzen bei der Bewertung der Bedeutung von Rechen-
fertigkeiten eine mitentscheidende Rolle und waren deshalb auch Inhalt unserer Diskussion. Zum Teil
geht das aus den Kommentaren hervor, die zu einigen Aufgaben gegeben werden.

Mathematikunterricht wird nicht einfacher!

Keineswegs glauben wir, dass der Mathematikunterricht in Zukunft einfacher werden wird — im Ge-
genteil. Mit dem in den folgenden Tabellen zum Ausdruck gebrachten geringeren Anspriichen bei
handwerklichen Rechenfertigkeiten wird zugleich unsere Uberzeugung ausgedriickt, dass CAS bald zu
einem Standardwerkzeug des Mathematikunterrichtes und der Mathematikanwender gehéren wird.
In der Folge wird Mathematik nutzbarer und damit sehr wahrscheinlich auch insgesamt anspruchs-
voller, keinesfalls aber trivialer. Wir wollen nach der ungliicklichen Diskussion zum Thema ,,7 Jahre
Matheunterricht sind genug® nicht eine ebensolche zum Thema , Triviale Termumformungen sind ge-
nug“ aufkommen lassen. Zentral fir uns ist eine Unterscheidung zwischen den Zielen ,Rechnungen
ausfiihren kénnen“ (das kann teilweise an den Rechner delegiert werden) und ,iber Strategien ent-
scheiden kénnen“ (das kann der Rechner nicht tibernehmen.)

Selbstverstandlich haben die folgenden Darlegungen Auswirkungen auf viele Bereiche des Mathema-
tikunterrichts und sein Umfeld: Auf die Unterrichtsfithrung, auf neuartige Ubungsformen, auf Haus-
arbeiten, Lehrpliane, auf die Unterrichtsinhalte in den spéteren Jahrgéngen, auf die erforderlichen
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Kompetenzen der Lehrenden usw. Wir haben solche Aspekte zwar andiskutiert, aber nicht ausdisku-
tiert. Sie werden deshalb hier nicht angesprochen.

Unser Ziel: Dauerhaft verfiighare Mindest-Rechenkompetenzen

Es ist unser Ziel, mit diesem Bericht die erforderliche und zum Teil schon tiberfillige Diskussion liber
inhaltliche, didaktisch-methodische und organisatorische Konsequenzen des Einsatzes von CAS und
anderer Mathematik-Software in Gang zu bringen bzw. zu férdern.

Dieser Text ist daher bewusst herausfordernd, vielleicht sogar provokativ. Es gilt, sich der Herausfor-
derung durch die neuen Méglichkeiten zu stellen und daraus Konsequenzen zu ziehen. Das verlangt
insbesondere auch die Bereitschaft, von Vertrautem Abschied zu nehmen, wenn dies als sinnvoll oder
sogar unvermeidbar erkannt wird.

Ende der Aufsatzzitate

In den obigen Ausflihrungen sind diverse Probleme angesprochen, die in den folgenden Tei-
len des Buches aufgegriffen, priazisiert und direkter auf den Unterricht bezogen werden.

3.2 Die Begriffe ,White-Box" und ,Black-Box"

Hinweis: Es ist niitzlich, sich vorher noch Kapitel 1.3.3 durchzulesen. Dort wird eine Unter-
richtsstunde zu den Begriffen dargestellt.

Bei der Bearbeitung mathematischer Probleme mit Hilfe des Computers werden zunehmend
(wie in der Informatik schon ldnger) Bausteine mit Parametern (Module)verwendet. Hierfiir
haben Computeralgebrasysteme (CAS) in den letzten Jahren wegen ihrer leichten Verfligbar-
keit einen flir den Unterricht entscheidenden Beitrag geleistet. Dabei kann es sich um vom
System her vorgegebene Bausteine oder vom Benutzer selbst definierte Bausteine handeln.
Wir betrachten einige Beispiele (in der Notation des Voyage 200 bzw. TI-92 - Taschencom-
puters von Texas-Instruments):

Beispiel 1
(a*(x+h)”*2 - a*x”2) / h = diffquot(x,a,h) ist ein vom Benutzer definierter Baustein fiir den
Differenzenquotienten der Funktion y = ax”.

Beispiel 2
limit(diffquot(x,a,h),h,0) ruft den vordefinierten Baustein ,,limit* auf, um den Grenzwert des
oben definierten Differenzenquotienten fiir h 20, also 2a*x, zu berechnen.

Bei einer derartigen Arbeitsweise stellt sich die Frage, ob oder wann man im Unterricht so
vorgehen kann. Es ist ja offenbar leicht moglich, auf die beschriebene Weise in zwei Zeilen
alle gingigen Ableitungen zu errechnen.

Beispiel 3
(sin(x+h) - sin(x)) / h => diffquot2(x,h) und limit(diffquot2(x,h),h,0) = cos(x).

Beispiel 4
Und es geht sogar noch schneller, wenn man den Baustein d (differentiate) benutzt:
d(a*x”2,x) liefert sofort das Ergebnis 2a*x.
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Offenbar ist in diesen Bausteinen viel von der Mathematik versteckt, fiir die man im normalen
Unterricht entspechend viel Zeit aufwendet. Wir bezeichnen einen solchen Baustein als
,Black-Box“. Wir wissen, was man in ihn hineinstecken muss (wie man ihn sinnvoll aufruft),
kennen aber keine Details, wie die Ergebnisse ermittelt werden - oder diirfen die Details ver-
gessen.

Fiir die Unterrichtspraxis ist klar, dass der Einfiihrung einer solchen Black-Box das mathema-
tische Verstdndnis fiir ihre Arbeitsweise in der Regel vorangehen muss — zumindest bei den
grundlegenden Algorithmen der Schulmathematik. Das mathematische Verstindnis fiir eine
Black-Box wird in einer ,,White-Box‘“ zusammengestellt. — Haben die SchiilerInnen jedoch
mehrfach diese Vorgehensweise praktiziert — also diese modularen Kompetenzen erworben,
so kann gelegentlich auch mit der Black Box begonnen werden oder sogar nur noch mit dieser
gearbeitet werden.

Ein Beispiel aus der Differentialrechnung
Was sollte z.B. die White-Box fiir d(a*x”2,x) enthalten?
a) Der Begriff des Differenzenquotienten muss den SchiilerInnen klar sein: Definition, Ver-

anschaulichung, Aufstellen der Differenzenquotienten, z.B. fiir y = x*,y = sin(x) usw.

b) Die SchiilerInnen haben die Grenzwerte einiger Differenzenquotienten ausfiihrlich von
Hand errechnet, z.B. fiir y=x*,y=-5x" und veranschaulicht. Die Vermutung der Ablei-

tung fiir y = ax” wurde rechnerisch bestitigt.

c¢) Die SchiilerInnen kennen die Definition der Ableitung als Grenzwert des Differenzenquo-
tienten.

d) Jetzt kann die White-Box mit ihren Handrechnungen verlassen werden. Der Computer ii-
bernimmt die Rechnungen. In einer ersten Stufe kann man versuchen, mit dem CAS die
Handrechnungen moglichst genau zu simulieren - das ist gelegentlich allerdings nur teilweise
moglich. Wir 6ffnen in diesem Fall eine Zwischenbox (Grey-Box), die uns zur Black-Box
iiberleitet. Der TI-92 arbeitet in diesem Fall so:

Eingabe in das CAS Ausgabe des CAS

(a*(xth)"2 - a*x*2) /h a*(2*x+h)

Erklirungsbedarf! Der Term ist sofort stark vereinfacht
worden. Ein Riickgriff auf die Handrechnung zeigt, was
geschehen ist; h<>0 beachten.

limit(a*2*x+h, h, 0) 2*a*x
Die Begriindung bleibt dem Benutzer iiberlassen (siehe
Handrechnung)

Zusammengefaf3t: 2*a*x

limit((a*(x+h)"2 - a*x"2) / h, h, 0)

d(a*x"2,x) 2*a*x

e) Damit sind wir bei der Black-Box angelangt, die wir von nun an guten Gewissens benutzen
diirfen.

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 50




Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

Die Betrachtungen an diesem Beispiel - und in anderen Fillen ergibt sich die gleiche
Problematik - zeigen, dass es im Unterricht ganz wesentlich darauf ankommt, den rich-
tigen (flieBenden) Ubergang von der White-Box zur Black-Box zu finden. Dieser Uber-
gang findet in einer Grauzone statt, in der auch die Grey-Box enthalten ist.

Die Grauzone ist der didaktisch-methodischer Handlungsspielraum.
Wieviel White-Box ? Wann Black-Box

H ﬁ

White-Box Grey-Box
Verstehen der Simulieren der Handrech-
Handrechnung nung am Computer

—= Grey-Zone E

Anwenden
Der unterrichtliche Handlungsspielraum der
fiir den Ubergang zwischen den Boxes Black-Box

Abbildung 3.2a: Von der ,,White-Box* zur ,,Black-Box*

Die Grauzone kann nun je nach Bedarf verschoben, vergrofiert oder verkleinert wer-
den. Fiir welches Vorgehen sich der Lehrer entscheidet ist u.a. abhidngig von der jeweiligen
Lerngruppe, der Erfahrung im Umgang mit dem Computer, dem Lehrplan und der zur Verfii-
gung stehenden Zeit. In jedem Fall liegt hier fiir den Lehrer ein erheblicher Handlungsspiel-
raum, den er letzlich nach eigenen Vorstellungen ausfiillen muss. Die Erfahrung zeigt jedoch,
dass man immer auch die Grey-Box in den Lehrgang einbeziehen sollte.

Der selbstdefinierte Baustein gerade(x,m,n)

Diese Black-Box ist aus der Definition m*x + n = gerade(x,m,n) entstanden. Wir zeigen nun
einige unterrichtliche Moglichkeiten, die dieser Baustein als Black-Box bietet, siche Abbil-
dung 3.2b.

Zur Unterrichtspraxis

Im Verlauf des Unterrichts wird man (in Abhdngigkeit vom Lehrplan) vermutlich alle Statio-
nen erreichen Die Startposition wird sich nach den unterrichtlichen Vorstellungen richten.

a) Nehmen wir z.B. an, die Unterrichtseinheit iber Geraden beschéftigt sich nach der Einfiih-
rung der Gleichung mit der Lage von Punkten beziiglich der Geraden. Dann wird man Aufru-
fe wie gerade(5,2,-3) oder gerade(5,-2,-3)=10 benutzen. Andere Fragestellungen und damit
auch andere Aufrufe schlieBen sich an.

b) Wiederholt man dagegen etwa in Klasse 11 Geradengleichungen, so kann es sinnvoll sein,
mit der allgemeinen Formulierung gerade(x,m,n) zu beginnen und die Abb. 3.2b von oben
nach unten (Top-down) zu entwickeln.
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c¢) Auf jeden Fall sollte man die gesamte Abbildung am Ende der Unterrichtseinheit zur Ver-
fiigung haben, da Zusammenfassungen dieser Art immer wertvoll sind, was leider hdufig -

bersehen wird.

Definition der Black-Box als Baustein mit passenden Parametern

mx+n > gerade(x,m,n)

Stationen von Funktionsaufrufen

Aufrufe mit aktuellen Parametern

et gerade(x,m.) gerade(x,5,n)
=% -3 die Geradenschar die Geradenschar
Y"-X- y=mx+4 y=5x+n

gerade(5,-2,-3)
=-13,Punkt P(5,13)
der Geraden

gerade(x,-2,-3) = 0
die Nullstellen ?

Zum Beispiel Fallun-
terscheidungen fiir m,n

gerade(5,-2,-3) = 10

false, => (5,10)

nicht auf Gerade x=-1.5

Solve(gerade(x,-2,-3)=0,x)

gerade(x,5,n)|n={2,3,,4,5}
=> y1(x), Geradenschar

Abb. 3.2b : Einige Stationen moglicher Funktionsaufrufe der Black-Box gerade(x,m,n), Notation TI-92 / Voyage

Bestimmung des Schnittpunkt zweier Geraden mit Bausteinen
Als Beispiel fiir die Arbeit mit dem Baustein gerade(x,m,n) betrachten wir die Schnittpunkt-
berechnung zweier Geraden G1 und G2 mit G1: y = 2x+3, G2: y = 4x+5.

Losung 1: Mit den Bausteinen gerade(x,m,n) und solve

Nach der Definition m*x+n = gerade(x,m,n) kann man so verfahren.

?"'Tg"

LT ue( gerade( o,

‘“s |PPngEI| S:E

. 21 = geradel, x, 4 5} x:l

w= -1
®geradel -1, 1, 2) 1
®msoluelgeradelx, a, b) = geradelx, ¢, d), x)
__(b-d]
®ETa-c
(b-dl-c
a-rc +d

MAIN EAD AUTOD FUHMC &/10

Zahlenbeispiel

Allgemeine
Losung

a<>c!

Abb. 3.2¢
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Losung 2: Mit den Bausteinen xwert(x,a,b,c,d) und solve

I’Fi T Few ]’sz]’ hd ]’ FE ]’ F&
- E Algebral|Calc|0ther|PramI0|Clear a—z...]

-Tb-d B -dI- .
L QEPadEl% =l I'JJ % +d BauSt_el_n'
Definition
B w+h=c-x+d+xwertix,a,b,c,d
Oone
Bzoluelxwertlx, 2, 3,4, 30, =) ®=-1 .
Baustein-
Bo-x+ b dauertix, a,b) Dore Definiti
" et -1, 2, 3 1 S
Byggert-1,4, 5 1
HAIN RAD_ALTO FUNE 10720
Abb. 3.2.d

Losung 3: Mit dem Baustein rref(M)
Ein weit starkerer Baustein 10st ein Gleichungssystem mit GauB3-Eliminationen:
Nach Eingabe der Matrix M fiir das obige Gleichungssystem, also von

2 -1-3 10-1
M= (4 1 5} , erhilt man mit dem Baustein rref(M) = (0 1 lj und kann sofort die Losung x = -1,y =

1 ablesen, wobei man die Kompetenz zum Ablesen der Losungsmenge aus diesem Endschema haben muss.

An dem Beispiel wird sehr deutlich, dass die Computerarbeit ein vertieftes Verstidndnis fiir die
Zusammenhinge erfordert. Die Mathematik wird bei Computereinsatz nicht einfacher! Dieses
zeigt sich hier in der Definition und Benutzung passender Bausteine, wobei die SchiilerInnen
durchaus unterschiedliche Definitionen fiir das gleiche Problem wéhlen konnen. Selbstver-
standlich miissen derartige Bausteindefinitionen geiibt werden. Die Bearbeitung mit dem CAS
macht aber auch klar, welche Vorteile sich durch die Verwendung der Parameter ergeben
bzw. wo moglicherweise Schwierigkeiten auftreten konnen..

Eine Bausteinkiste anlegen

e Bausteine haben eine sehr kompakte Form mit viel mathematischem Inhalt. Sie sind geeig-
net zur Ordnung lokaler oder globaler Zusammenhénge.

e Die Arbeit mit Bausteinen setzt insbesondere ein gutes Verstdndnis fiir die Wirkungsweise
der Bausteine und fiir die Bedeutung ihrer Parameter voraus. Wesentliche Hilfe leistet da-
bei eine Baustein-Formelsammlung (Bausteinkiste, = siche Kapitel 6.5 ).

e Der Umfang der Bausteinkiste erhoht sich mit den zunehmenden mathematischen Kennt-
nissen. Die Bausteinkiste gleicht damit einer gebrduchlichen mathematischen Formel-
sammlung.

¢ Die hédufige Verwendung von Bausteinen fiihrt zu einer einheitlichen iibergeordneten Be-
trachtungsweise.

e Durch die hidufige Benutzung von Bausteinen kdnnte die Kenntnisse tiber den Autbau der
dahinterstehenden Funktionsterme verloren gehen. Um dem entgegenzuwirken, empfehlen
sich MaBBnahmen wie:

e Jeder Baustein muss informativ dokumentiert sein. Dazu gehort auch ein Beispiel und

(wenn moglich) eine passende Veranschaulichung.

Die Arbeit mit Bausteinen muss vom Schiiler mit Text zum mathematischen Hintergrund

begleitet werden.

-> siehe Kapitel 6 >
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Zusammenfassung - Problemlosen mit Bausteinen

Abb. 3.2.¢ : Problemldsen mit Bausteinen
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3.3 Gleichungen — White-Box — Black-Box

Die Betrachtungen werden nun zunéchst durch Uberlegungen zum Thema ,,Gleichungen*
ausgeweitet. Grundlage dazu ist die folgende Abbildung.

Grundregeln fiir das Arbeiten mit Gleichungen

AuRermathetische Gleichung erwachsen aus

. . innermathematische
Anwendungen Anwendungssituationen |«

Anwendungen

y

Die White-Box erarbeiten (meistens vor, manchmal auch nach der Black-Box)

! ! ;

Algorithmen werden an einfa- Die Erarbeitungen Ubungen per Hand
chen Beispielen per Handrech- werden durch erfolgen nur an einigen
nung oder mit dem Computer grafische Dar- einfachen Beispielen,
als methodisches Hilfsmittel stellungen unter- keine Aufgaben-
entwickelt (Grey-Box), < P stiitzt (Kosy, < » kaskaden
Aquivalenzumformungen Struktogramm, ...)

Die Ziele : Das Arbeiten mit Gleichungen verstehen — die Black-Box vorbereiten

H _ ] o B. = Es gibt mehrere
Die Black-Box (ggf. definieren) benutzen, = B SoIve(a(Y b(x), x) L > Wege, um die L6-
+ + v sungsmenge zu

Das Besondere des bestimmen! Zeich-
Komplexere Probleme I6sen konnen Allgemeine Losun- Gleichungstyps ver- nung, Rechnung,
Ein (offenes) Problem, modellieren, Gleichung gen, Formeln, Bau- deutlichen (seine Struk- Naherung, Werte-
finden, Struktur erkennen, Gleichung lésen, steine analysieren, tur, Grundmenge tafel, Sehen, Pro-
Lésung auswerten, Problem gel6st?, Modell Fallunterschei- Lé’sungsmenge),’Ver— bieren, ...
hinterfragen, ggf. korrigieren dungen gleich mit anderen

Gleichungstypen

Das Arbeiten mit Gleichunaen verstehen — auf einer hoheren Stufe

Abb. 3.3a: LGS mit CAS

Lésen von Gleichungen mit CAS

Gleichungslehre ist ein sich durch den gesammten Mathematik-Unterricht der Sekundarstufen
1 und 2 ziehendes Thema. Gerade in diesem sehr algorithmen- und rechenintensiven Bereich
leisten Computeralgebrasysteme (CAS) einen wichtigen Beitrag fiir eine Verbesserung des
Unterrichts, insbesondere fiir die Reduzierung stumpfsinniger Rechenarbeit, aber auch fiir die
Gewinnung von Verstindnis, Uberblick und Hintergrundwissen. Fiir die Bearbeitung von
Gleichungen (bei Ungleichungen ist es dhnlich) stehen grundsétzlich die folgenden Losungs-
methoden zur Verfligung.

Gleichungen (und auch Ungleichungen) kann man u. a. l6sen durch

e Raten von Losungen, Bestdtigen durch Einsetzen in die Gleichung

Ablesen aus Wertetabellen fiir die Terme links und rechts (T1 = T2)

Graphische Darstellung der Terme T1 und T2 (Nullstellen, Schnittpunkte ablesen)
Exakte Rechenverfahren (Durchfiihrung von Aquivalenzumformungen)
Benutzung der Anweisung SOLVE bei CAS

Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der Losungen
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Je nach Unterrichtssituation wird man sich die passenden Methoden auswihlen.

Zur Erléuterung der Abbildung benutzen wir ein Beispiel aus dem Schulbuch Neue Wege 8,
S. 175, Ubung 23 (Schroedel Verlag 2007, Ausgabe Berlin) mit dem wohlvertrauten Thema

,Lineare Gleichungssysteme*.

Die Karten fiir ein Schulkonzert kosten fiir einen Erwachsenen 4 Euro und fiir Schiiler 1.50
Euro. Insgesamt wurden 400 Karten verkauft, die eine Summe von 1037.50 Euro erbrachten.
a) Wie viele Karten wurden von jeder Sorte verkauft?

b) Wie teuer miissten die Erwachsenenkarten sein, damit bei gleicher Anzahl mindestens 1500

Euro eingenommen werden.

_Unterrichtssituation 1

I‘Fi T Fzv Tr:ch ruvT FE T FET T]
- E AlasbralCalc|0ther|PramlId|Clean Up

Bzplyeld-e+ 1.5-2=1037.5 and e + = = 40Ck

=223 and e =175
Booluyelp- 173+ 225 =13500, p) =317
Bogluelp- 175+ 225 = 1500, p) p=r.286

HMAIN KAl EXACT FUMEC =40

(1) Nach der Aufstellung des Gleichungssystems
benutzen wir hier sofort den Baustein

SOLVE. - Wir unterstellen damit in diesem Fall, dass
die White-Box-Phase (siche Abbildung) bereits hinter
uns liegt. Die CAS-Benutzung bietet sich hier an, weil
die Zahlenwerte nicht ganz einfach sind. — Da uns die
Rechnung abgenommen wird, kénnen wir uns im
Unterricht auf die Erlduterung des Ansatzes und die
Interpretation der Ergebnisse konzentrieren.

Unterrichtssituation 2

1 Fzv Fzr |_ F4* FE FET
- E AlasbralCalc|0ther|PramlId|Clean Up

Bzplyeld-e+ 1.5-2=1037.5 and e + = = 40Ck

=223 and e =175
Booluyelp- 173+ 225 =13500, p) =317
Bogluelp- 175+ 225 = 1500, p) p=r.286

HMAIN KAl EXACT FUMEC =40

(2) Es ist aber auch moglich, dass der Lehrer oder ein
kundiger Schiiler die CAS-Losung demonstriert. -
Nun entsteht u.a. die Frage: ,,Wie kommen die Ergeb-
nisse zustande? Damit befinden wir uns in der White-
Box-Phase und der Rechner dient hier der Motivation.
Gleichzeitig erhalten die Schiiler einen ersten Ein-
druck von dem zukiinftigen CAS-Unterrichtseinsatz.

Unterrichtssituation 3

Nach dem Ansatz werden die Gleichungen z.B. mit
der Einsetzmethode von Hand ausgerechnet. Der
Rechner kann zur Kontrolle dienen.

(3) Bei Verfiigbarkeit von CAS ist die Losung dieses
LGS von Hand gerade noch vertretbar. LGS mit un-
bequemeren Koeffizienten sollte man dann nicht mehr
von Hand rechnen, sondern dem CAS {iberlassen.

Die CAS-Nutzung in der Black-Box ermoglicht nun

e Ubungen zur Modellbildung

e das Durchrechnen komplexer Aufgaben

e die Erzielung eines vertieften Verstidndnisses der Probleme in Zusammenhang mit
LGS, beispielsweise auf LGS-Sonderfille oder die Herleitung einer Formel mit CAS-

Hilfe, siche unten.
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D AN m L Nach de;r allgemeinen Losung (Nenner gngleich 0),
"colvelal n+bl u-dl and a2 =+ b2 4 =oF kann mit den Losungen z. B. ein Baustein
o lblod2-b2-di) o y=2ld2-ad-dy lgs(al,bl,d1,a2,b2,d2) definiert werden, mit dem man
al-bz - az-bi al-bz-az-b dann bequem auch Sonderfille untersuchen kann
sy =22 a2 Al yactat, b, dl, a2, kP (vertieftes LGS-Versténdnis).
Date

®]lg=i4,1.5, 1037.5,1,1, 4DD)
19s<4,1,1,8.2,2) B

FAD ERACT FUHC &/4

Die Betrachtungen zu LGS sollten an vielen Stellen durch Visualisierungen unterstiitzt wer-
den. So konnte auch die folgende Aufgabe zu dem Bereich ,,LGS besser verstehen* gezihlt
werden, wobei die rechnerische Bestimmung der Losungsmengen mit der Black-Box ,,Solve*
erfolgen kann.

Aufgabe: Formuliere Aufgaben zu linearen Gleichungssystemen und ihren Losungsmengen, passend zu den vier
Abbildungen .

T rer

FEw B T Fiv T~
- §=|Zoon Tr‘a-:e Regr" phMat.h O auw | e A E Zoom Tr‘ace REgr‘ phlath(Draw)

2]
aph I'Iath Draw |~

HAIN FAD ERALT FUNL [FAIN FAl ERACT FINT FAIN FAD ERACT FUNC AT FAD ERACT FINL

Hinweis: Die ersten drei Bilder stammen aus ,,Neue Wege*, Klasse 8, Ausgabe Berlin, Schroedel-Verlag 2007.
Dort heif}t die Aufgabe (27, S.88): Etwas zum Puzzlen mit dem Rechner! Kannst Du die Grafiken mit deinem
Taschencomputer erzeugen?

Zum Thema Gleichungen wird eine Tabelle aus dem in 3.1 zitierten MNU-Aufsatz von Her-
get u.a. vorgelegt.

Quadratische Gleichungen — langfristige Mindestkompetenzen

—T (ohne Technologie) eT +T (mit Technologie)
01 |Loésenachx: x> =4 Lose nach x : 9x* =4
02 |Loésenachx: x>*—4=0 Lose nachx: 9x* -4 =0

03 |Lésenachx: x>—x=0

04 |Lésenachx: x>—4x=0 Losenachx: x> +4x+4=0 Lose nach x: 2x*=5x+9=0

05 |Lésenachx: x*=a

R C 4= 2 1
06 Lose nachr: A=4nr Lése nach vo.‘x=—-v§

a

Die Betrachtungen werden abgeschlossen mit Abbildung 3.2, die die Unterschiede von ,,LGS
mit CAS“und ,,LGS ohne CAS — von Hand und mit normalem Taschenrechner* zeigt. Die
Einschidtzungen sind kursiv gedruckt. - Man vergleiche Abbildung 3.3a mit Abbildung 3.3b!

Was ist anders? - Mit CAS und ohne CAS, also nur von Hand?
Die folgende Abbildung gibt dazu einige Antworten.
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AuRermathetische
Anwendungen

Grundregeln fiir das Arbeiten mit Gleichungen

A\ 4

Gleichung erwachsen aus

Anwendungssituationen

innermathematische
Anwendungen

Die White-Box erarbeiten (meistens vor, manchmal auch nach der Black-Box)

v

v

Algorithmen werden an einfa-
chen Beispielen per Handrech-
nung oder mit dem Computer

Die Erarbeitun-
gen werden
durch grafische

weniger

Viel mehr
A

Ubungen per Hand
erfolgen nur an einigen
einfachen Beispielen,
keine Aufgaben-

als methedisches Hilfsmittel
entwickelt (Grey-Bex),
Aquivalenzumformungen

Darstellungen P
weniger< » unterstiitzt (Kosy, [ » kaskaden

Struktogramm,

Die Ziele : Das Arbeiten mit Gleichungen verstehen — die Black-Bex / Formel vorbereiten

Die Black-Box / Formel herleiten / benutzen, z. B. Solve(a(x) = b(x), x)

Es gibt mehrere

) —» Wege, um die L&-

erHrant + + Das Besondere des sungsmenge zu
- - , = Gleichungstyps ver- bestimmen! Zeich-
Komplexere Probleme I6sen kénnen Allgemeine Lésun- deutlichen (seine nung, Rechnung,
Ein (offenes) Problem, modellieren, Gleichung gen, Formeln, Bau- Struktur, Grundmenge, Naherung, Werte-
finden, Struktur erkennen, Gleichung I6sen, steine analysieren, Lésungsmenge), Ver- tafel, Sehen, Pro-
Lésung auswerten, Problem geldst?, Modell Fallunterschei- gleich mit ander’en bieren, ...
hinterfragen, ggf. korrigieren  wenjger dungen  weniger| | Gleichungstypen weniger
weniger

weniger | Das Arbeiten mit Gleichunaen verstehen — auf einer hoheren Stufe |

Abb. 3.3b: LGS ohne CAS
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Fiir die Sekundarstufe 2 kann der Einstieg in den Gauss-Algorithmus nach folgendem Prinzip
erfolgen.

Lineare Gleichungssysteme
mit einem CAS

Von der
A
Die Handrechnung White-Box
bis zur Losung ) »,GAUSS-
VERFAHREN
VON HAND”
wird ersetzt iiber
durch
die ausfiihrliche Rechnung mit dem
CAS
»r > :
mRow(Term,Matrix,Zeilenindex) ‘;e .Grlelzy-]b?ox
mRowAdd(Term, Matrix, (Zwischenbox)
Zeilenindex)
wird ersetzt zur
durch
A 4

die einmalige Anwendung von
RREF(matrix)
oder SOLVE fir kleinere
LGS

Abb. 3.3c: LGS und Black-Box (Voyage 200)
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Zusammengefasst: Grundregeln fiur das Arbeiten mit Gleichungen

Solve andert den Unterricht!

a) Algorithmen zur Lésung von LGS werden nur an Beispielen mit handlichen Koeffizienten
eingefuhrt. Schon hier leistet der Rechner wertvolle Hilfestellung beim Kontrollieren von Er-
gebnissen. Entsprechendes wie flr die Algorithmen gilt fir die Veranschaulichung von LGS
als Geradensysteme. Damit ist die White-Box gesichert. Erste Vertiefungen kénnten z.B.
darin bestehen, dass der Schiler selbst Gleichungen mit bestimmten Eigenschaften bastelt.

b) Danach wird die Black-Box eingefuhrt, hier die SOLVE-Anweisung. Nun kdnnen komple-
xere Aufgaben folgen, der Schwerpunkt verlagert sich dabei auf Modellbildungen.

AulBerdem kann die Black-Box benutzt werden, um vertiefende Betrachtungen zu LGS
durchzufiihren und mdglicherweise auch Hintergrundwissen zur Theorie aufzubauen.

c) Bei Lerngruppen, die diese Vorgehensweise schon o6fter erlebt haben, kann gelegentlich
auch mit einer Black-Box begonnen werden, die dann je nach Intention aufgeschlossen wird.

Die eben beschriebene Vorgehensweise kann haufig bei rechen- und zeichenintensiven Al-
gorithmen angewendet werden. Beispiele daflr sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

Quadratische | Potenzrechnung Schwierige Terme Regression

Gleichungen

Iterationen Matrizenrechnung | Ableitungen Integrale

Grenzwerte Stochastische Parameterdarstellungen | Koordinatentransformationen
Formeln
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3.4 Andere Kalkule

Grundregeln fir den Umgang mit Kalkilen beim Arbeiten mit CAS
xxx Gleichungen, Integralen, Ableitungen, Termen, Formeln, Objekten usw. xxx

AuBermathetische N . . < innermathematische

2 | Anwendungen ] Anwendungssituationen [< 5 | Anwendungen

Die White-Box erarbeiten (meistens vor, manchmal auch nach der Black-Box) 4
Algorithmen werden an einfa- Die Erarbeitungen Ubungen per Hand

6 chen Beispielen per Handrech- werden durch erfolgen nur an einigen
nung oder mit dem Computer als 7 | grafische Dar- 8 | einfachen Beispielen,
methodisches Hilfsmittel entwi- stellungen unter- keine Aufgaben-
ckelt (Grey-Box), < > stitzt (Kosy, < » kaskaden
Struktogramm, ...)

Die Ziele : Weniger rechnen — mehr verstehen! — Die Black-Box vorbereiten

Die Black-Box (ggf. definieren) und benutzen 9 5
v v v
Komplexere Probleme I6sen kdnnen Allgemeine L6sun- Es gibt oft mehrere Wege, um die
Ein (offenes) Problem, modellieren, Struktur gen, Formeln, Bau- Lésung zu bestimmen! Das Be-
erkennen, |6sen, Lésung auswerten, Problem steine analysieren, sondere der Losung verdeutli-
gelost?, Modell hinterfragen, ggf. korrigieren Fallunterschei- chen, seine Struktur, Vergleich mit
dungen 10 11 | anderen Losungen

| Das Arbeiten mit xxx verstehen — auf einer héheren Stufe | 12

Abbildung 3.4a: Kalkiile mit CAS

Die Abbildung wird in dem folgenden Text bezogen auf die angegebenen Zahlen erldutert.

Grundregeln fiir den Umgang mit Kalkiilen beim Arbeiten mit CAS

0 Die Folie schildert ein mogliches Vorgehen im Unterricht, wenn es um die erstmalige Be-
handlung grundlegender kalkiiltrdchtiger Algorithmen geht, wie z.B. um die Losung linearer
Gleichungssysteme. — Das langfristige Ziel ist in der Regel die Bearbeitung komplexer Prob-
leme in denen das jeweilige Kalkiil bendtigt wird.

1,2,3 Im Unterricht geht man in der Regel von einem Anwendungsfall aus — inner- oder au-
Bermathematisch, in dem das betreffende Kalkiil erstmals gebraucht wird.

4, 5 Die Erarbeitung des Algorithmus erfolgt in der White-Box-Phase, Ziel ist aber letztlich
die Anwendung des Algorithmus in der Black-Box. Vorher jedoch sollte der Algorithmus in
den Grundlagen verstanden sein.

6,7,8 Dazu dienen einfache Problemstellungen — auBer- oder innermathematisch, die von
Hand bearbeitet werden, aber moglicherweise auch mit dem Computer {iberpriift werden.
Wichtig flir das Versténdnis sind meistens begleitende grafische Visualisierungen. Es ist aber
unnoétig, nun zahlreiche Aufgaben von Hand zu rechnen, die Zeit der ,,Aufgabenkaskaden® ist
vorbei!
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Also: Den Algorithmus verstehen — an einfachen Aufgaben anwenden kénnen — und bald da-
nach die Black-Box definieren. Oft ist sie in den Computeralgebrasystemen (CAS) schon
vorhanden.

9, 10 Mit Hilfe der Black-Box ist es nun auch leicht moglich Verallgemeinerungen usw. an-
zugreifen, die einem vertieften Verstidndnis des Algorithmus dienen kdnnen. Auch die nun
mogliche Bearbeitung komplexer Probleme, die nun von Handrechnungen der Algorithmen
befreit sind, trdgt langerfristig zu einem besseren Verstdndnis der Leistungsfahigkeit der je-
weiligen Algorithmen bei.

11 Bei der Problembearbeitung, die oft auf mehreren Wegen, vielleicht auch mit verschiede-
nen Black-Boxes moglich ist, konnen nun auch Vergleiche der Struktur und Effektivitidt von
Algorithmen angestellt werden.

Man beachte:

Die hier erlduterten Grundregeln fiir den Umgang mit Kalkiilen beim Arbeiten mit CAS ge-
ben damit auch zusitzliche Antworten auf die Frage ,,wieviel Handrechenfertigkeiten sind
noch notig, wenn ein CAS zur Verfligung steht? «.

3.5 CAS als Rechenknecht - Rechen- und Zeichen-Intensives

Die Vorteile des CAS-Einsatzes bei Zeichnen von Graphen und dem Erstellen von Werteta-
feln werden hier in dem Buch an vielen Stellen deutlich und daher an dieser Stelle nicht wei-
ter betrachtet. Wir konzentrieren uns hier auf Rechenintensives und benutzen dazu u.a. Auf-
gaben aus dem Berliner Zentralabitur 2007.

Beispiel 1: Aus den Berliner CAS-Abituraufgaben, Zentralabitur 2007

Hinweis: Die Aufgaben kann man durch Recherchen oder bei Berliner KollegInnen erhalten. Von
Bausteinen ist im Aufgabentext nicht die Rede. Die Hinweise dazu in der Tabelle stammen vom
Buchautor.

Aufgabe Terme in der Aufgabe Anmerkungen
GK-1A Analysis y = ax’ +bx% +c¢ LGS mit 3 Variablen, bestimmte Integ-
Hausgiebel rale
y = Lx“ _lxz 4 Hinweis: Baustein definieren
64 2 parabel(x,a,b,c):=a-x* +b-x* +c¢
LK-1A Analysis n(t)=n ekt Graphen, Ungleichung, Grenzwert, f'(t),
Logistisches Wachstum 0 (1), Integral
f(t) = A Hinweis: Baustein definieren
- —kt
. a
I+B-e f(takaa’b):—,kt
l+b-e
LK-1B Analytische Ge- | Ebenengleichung, Normalenvek- | Diverse LGS, Formeln der analytischen
ometrie - Steilhang tor, Schnittwinkel, Gerade, Geometrie fir Abstand, Winkel, Norma-
Schnitt Gerade / Ebene, Ab- lenvektor
standsberechnung, Ebenen-
schnitt
LK-1C Stochastik Binomialverteilung Computer weitgehend unnétig

Auswahltest
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LK-2A Analysis
Schar von Log-
Funktionen

2
X~ +2t
,teR"

f(x)=In

Klassische Kurvendiskussion, Integral-
rechnung
Hinweis: Baustein definieren

LK-2B Analysis
Volumen einer Birne

.
f(x)=4\/;-e2 , x>0

g(x)=+a-x+b

N
f(x)=kvx-¢? ,x>0,k>0

Kurvendiskussionselemente, Integral
(Volumen),
Hinweis: Bausteine definieren

LK-3A Analytische
Geometrie
Geradenschar und Ku-

gel

Geradenschar G,

1 t
g x=[3 |+r- 2
-1 4

Ebenengleichung, Schnittpunkt
G/E, Kugelgleichung

GS mit 3 Variablen, quadratische Glei-
chung

LK-3B Analytische Ge-
ometrie

2 Geraden, Schnitt, Schnittwin-
kel, Abstandsberechnungen,

GS mit 3 Variablen u.a. mit t*2
Hinweis: Baustein definieren

Geraden Schargerade 3 —1
R E -1 g(r,t):=|0 |+r-|4-t
g x=|0 |[+1-|4-t 5 25
-2 t* -5
Abb. 3.5a

Die rechenintensiven CAS-Anspriiche bei diesen Aufgaben sind insbesondere:

Arbeiten mit komplexen Funktionsterme mit Parametern
Ableitungen, Integrale, Grenzwerte
Kurvenschar, Geradenschar
Gleichungssysteme (linear, quadratisch), teilweise mit Parameter

SchiilerInnen mit Modulkompetenz werden an verschiedenen Stellen Bausteine

mit Parametern definieren und etliche Aufgabenteile mit Bausteinaufrufen bear-

beiten!

-> Siehe hierzu Kapitel 6 .

Beispielhaft wird hier eine Teilaufgabe der Aufgabe LK-3B geldst und damit eine komplexe
CAS-Rechnung durchgefiihrt — mit einem Geradenschar-Bausteins g(r,t).

Bei einer Teilaufgabe von LK-3B sind die Lage-
moglichkeiten der Geradenschar g(r,t) und der
einen Geraden h(s) zu untersuchen.

Der Ansatz g(r,t)=h(s) gibt genau einen Schnittpunkt
S(4,-3,2) firt=1,s=3und r=-1.

Die weiteren Uberlegungen zeigen, dass fiir t = 2
(Nenner =0) ein weiterer Sonderfall vorliegt,ndmlich
Parallelitit (Vergleichung der Richtungsvektoren von
g(r,2) und h). Fiir alle t aufler t =2 und t = 1 sind die
Schargeraden windschief.

|’F1 T Fev Trsz Fur T FS T FE
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0jClean Up

HMAlN

I -1
-2 t2-5

= g1, &

(1,02

Dare

21
4
-?_

FAD AUTO FAR _ 2/30
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_|’F1 T Fev Trsv‘l’ Fur T FS T FE T ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0jClean Up
LT
I-r 1
mglr, 100 h-N e
95k - 2]
-z q
m g5, ) RS )
542 - 27
(O, Lt
HHIN FAD_ALTO FAR__ 4730

1 1
I[S }+5-['2}-}h(5)
-1 1

s+1=3-r

I-Zs=r-4-1t)
s-1=r[t%-5)-2]

B his)=alr, t)

WP and 3-2¥z=px(4—tr, . {s.1>>

HMAIN FAO AUTO [

relpromiofiers ] |

l501ue[5+1=3—r‘ and I-2-z=r-(4-t) F
r=-1and ==3 and t =1

|’F1 T Fer Trsz e T FE T FE™
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean UPT_\

2

4
= hi(3) -3
2 ]

Bd+1=3-p and I-2-s=r-[4-1), L= r2)
2t -5

o -
rei-z st o7

Ac
- [ -3
2 |
[4
LN aTxd] -3
WP and 3-—2Xz=px(4-—tr, . {s. 1>
L HAIN FAD AUTO FAR 310

Bolvefs+li=3—r and J-2%¥s=pr*{d4—.
1]

HMAIN FAD ALT| FAR__ 1030

|’F1 T Fer Trsz e T FE T FE™
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean UPT_\

- 2]
L
3_
-2
=i, 22 Zt-5 z
2 -z 1
1
l-v=5]
heC2¥t-53/Ct—-22>
_MﬁlN FAD AUTO [T HMAlW FAD AUTO FAR  1c/30
Abb. 3.5b
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Beispiel 2: Am Ende des Skatabends wird abgerechnet

Tﬁ GameDuell - Richtig Spielen um echte Gewinne GameDuell: online skat quiz mahjong solitaire spielen - Mozilla - Dlll

Fil= Edit Yiew Go Bookmarks Tools ‘Window Help |

{ @ \3 §§ bt ffeena .gameduell, defodfs40skatmasters_blog.do?page=skatmasters_blog_11 jspadayout=null - Searchl f:i -
Back Forvard Reload  Stop I“ il J ol el 2L =ntak J 2 Print

4 Home | ‘sthookmarks ‘Ra\easa Mokes lgong\e.comfsearch?.‘. lPIug-ins 4Extensions ‘Gnogle-Suche:Masken ‘Support ciMoziIIa Cormmunity

§ ®eTop awllp  #eFirst % Previous  ® Next # Last £ Document {75 Mare

| v

GRHE'BUE}\Q ® Login (o) Probe-Spieler werden
ECHTE GEGNER - ECHTE GEWINE! [ Home I rMein GameDuell [ Community [ Info & Hilfe |

Skat News

Ubersicht

1. Qualifikations-Turnier

2. Qualifikations-Turnier

3. Qualifikations-Turnier

1. Qualifikations-Turnier 1. Sonder-Turnier

4. Qualifikations-Turnier
Das 1. Qualifikations-Turnier ist heendet. renies0, Terriera2, vanipe, Arnol und
HEIOSCHMID haben sich im ersten Turnier des Jahres fir das 100,000 Euro Finale im 5. Qualifikations-Turnier
Dezember qualifiziert, Die Sofor‘thew.inne in Hihe \fon insg. 5.000 Euro gingen an die b e B
besten 100 Spieler, GameDuell gratuliert allen Gewinnern,

7. Qualifikations-Turnier

Laufzeit: 9, Februar bis 21, Februar 2007
2. Sonder-Turnier

Spieler Sofort-Gewinn Punkte Rangliste 2007
1. renieso (Im Finale) 300 Euro 1983
Videos
2. Terriers2 (Im Finale) 250 Euro 1964
3. wanipe (Im Finale) 200 Euro 1927 L
4, ArnoB (Im Finale) 150 Euro 1896 Fotogalerie
S, HAJOSCHMID (Im Finale) 100 Euro 1895 Skt Foruim _I
[ 100 Corn 107e | Bt
Sk £l 2 |§| @E || Transferring data from track.webtreki, de.. I -
Abb. 3.5¢: Skat im Internet
Spieler A B C
Sonntag 466 411 231
536 372 292
258 528 438
Gesamt Sonntag 1260 1311 961

Aufgabe:
Wenn man um Geld spielt — ein Punkt Differenz: 1 Cent. - Wieviel haben dann A,B und C
gewonnen bzw. verloren?

Auch im Internet kann man Skatspielen und die Turniere miissen ,,abgerechnet* werden, zu-
mindest wenn es um Geld geht. Wie konnte das gehen? — Eine der Moglichkeiten ist die der
Abrechnung mit Matrizen — fiir 3-Personenspiele in den folgenden Abbildungen.

Hinweis: Néheres zur Mathematik der ,,Skatspielabrechnung® in dem Buch
Lehmann, E.: Lineare Algebra mit Matrizen und Vektoren, Metzler Verlag 1990, jetzt nur noch als
Kopie beim Autor, siche www.snafu.de/~mirza.

Bei der Skatspielabrechnung von Skatturnieren ist der Rechnereinsatz fast unerlésslich — we-
gen der umfangreichen Datenmengen und der Haufigkeit der gleichen Berechnungen.
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b1

Define mata3=

0 pl-p2 pl-p3
p2-pl 0 p2-p3
3-pl p3-p2 0

Define maip(p IJ_p2Jp3)=

mapl100,430,200) 0 -330 -100
330 0 230
100 -230 0

rl gl1=2-p1-p2-p3
p2 g2=pHl2p2-p3
3 |\g3="pIl-p2+2p3

=matas:

g1=2pl-p2-p3
g2=pl+2:p2-p3
lg3="pl-p2+2p3

7 1
=mawplp1p2,p3)|,
1

124 765 34 654 754 908
mata3| g6 5g 78 90 432 555

RAD AUTO REAL

Mit der Matrix mata3 kann man 3-
Personen-Spiele ,,abrechnen*.

pl,p2,p3 sind die von den Spielern
S1,S2,S3 erreichten Punkte.

Spieler 3 muss 100E an S1 zahlen, erhilt
aber 230E von S2.

Hier sieht man, wie sich die Gewinne all-
gemein berechnen (Gewinnvektor), es gibt
zwei Rechenwege.

Aufgabe: Wie lautet die Abrechnungsmat-
rix fiir 4-Personenspiele oder gar fiir n Per-
sonen?

EEEIEE

=
124 765 34 654 754 908 -160 1019 -109 1153 978 609
mata3| 76 56 73 o0 432 555 304 -1444 23 539 12 <450
332 567 99 65 98 652 464 425 86 -614 -990 -15%9
gl=2pl-p2-p3
solve gQ:_PIJrngjﬁJ{p],pZJJS}
3=pl-p2+2p3
2 gltgt+3c2 H+2g2+3¢c2
33:(31+g2) and pI= g ‘?’3 and p £ ‘i and p3=c2
e Invalid data type
mata3’ o
3 16: 3
3 3 6
m‘a’ia33 18 -9 -9
9. 118! =9
9: =9 A8
L =
RAD AUTO REAL 10/99

Hier wird nun ein ganzes Skatturnier mit 6
Tischen (Punkte jeweils in den Spalten)
abgerechnet.

Versuch einer Rekonstruktion des Punk-
testandes aus den bekannten Gewinnen.
Aber da gibt es unendliche viele Losungen
(Parameter c2).

Innermathematisches Experiment mit den
Potenzen von mata3.

Variation: Wie lduft die Abrechnung bei 4
Personen an einem Tisch?

Abb. 3.5d: Skatturniere abrechnen
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4. Visualisieren und Animieren mit dem Computer

4.1 Visualisieren

Die Bedeutung vieler Arten des Visualisierens flir den Mathematikunterricht ist bekannt und
spiegelt sich auch in den heutigen Schulbiichern. In den allgemeinen mathematischen Kompe-
tenzen finden wir den Aspekt des Visualisierens als K4, siche Abbildung 4.1a.

Leitideen Allgemeine mathematisch Anforderungsbereiche
Kompetenzen
L1  Zahl K1 Mathematisch argumentieren | Al Reproduzieren
L2 Messen K2 Probleme mathematisch 16sen | All Zusammenhénge
L3  Raumund Form |K3 Mathematik modellieren herstellen
L4  Funktionaler K4 Mathematische Darstellungen | AIll Verallgemeinern und
Zusammenhang verwenden Reflektieren

LS  Datenund Zufall |KS5 Mit symbolischen, formalen
und technischen Elementen der
Mathematik umgehen

K6 Kommunizieren

Abb. 4.1a

Das Visualisieren von Mathematik kann auf vielféltige Weise erfolgen. Hier in diesem Kapi-
tel geht es um ausgewihlte Visualisierungsmdglichkeiten durch den Computer. Bei der Com-
puternutzung wird in der Regel mit den entstandenen fertigen Abbildungen gearbeitet. In ei-
ner weiteren (hoheren) Stufe werden die Abbildungen von den Schiilern selbst hergestellt.
Dabei werden jedoch die Moglichkeiten einer Animation der mathematischen Vorginge und
die damit verbundenen Schiilerkompetenzen noch wenig beachtet:

Es geht um die Zerlegung des Bearbeitungsprozesses in Teilschritte, die dann wieder in einer
passenden Reihenfolge - mit einer didaktisch-methodischen Zielsetzung - zusammengefiigt
werden, so dass das Endprodukt in einem dynamischen Vorgang als Animation entsteht.

Auch auf diesen Aspekt wird unten eingegangen. Zunéchst wird aus dem Berliner Rahmen-
lehrplan fiir die Sekundarstufe 1 zitiert, um das Feld von K4 aufzuzeigen.
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Aus dem Berliner Rahmenlehrplan fiir die Sekundarstufe 1, Seite 11
2.2 Prozessbezogene mathematische Kompetenzbereiche

» Darstellungen verwenden

Die Mathematik bietet verschiedene, sich gegenseitig ergédnzende Darstellungsformen:
verbale Beschreibungen in geschriebenem Text oder gesprochener Sprache, numeri-
sche Darstellungen (z. B. in Tabellenform), graphische Darstellungen (z. B. Figuren,
die geometrische, stochastische oder logische Zusammenhange reprasentieren und
Graphen, die funktionale Zusammenhénge darstellen), mathematisch-symbolische
Darstellungen (vor allem Variablen und Terme). Mathematisches Arbeiten zeichnet
sich durch Interpretieren, Auswahlen und Anlegen solcher Darstellungen und durch
den flexiblen, problemangemessenen Wechsel zwischen ihnen aus.

Darstellungen verwenden

Prozessbezogene Standards, Lehrplan S.21

Die Schiulerinnen und Schiiler
- interpretieren verschiedene mathematische Darstellungen (verbale, numerische,
graphische und symbolische),

- wahlen je nach Situation und Zweck geeignete Darstellungsformen aus oder uber-
setzen zwischen ihnen,

- erkennen Beziehungen zwischen Darstellungen und reflektieren Unterschiede zwi-
schen ihnen.

Unterschiede hinsichtlich des Anforderungsniveau liegen in

- der Flexibilitéit des VWechsels zwischen Darstellungen,

- dem Umfang verfugbarer Darstellungsformen,

- dem AusmafR der Verwendung abstrakter Darstellungsformen,
- dem Grad der Reflexion Gber Qualitdten von Darstellungen.

In diesem Kapitel werden insbesondere Themen aus den folgenden Bereichen angesprochen:
e Visualisierung elementarer Algorithmen,
e Abbildungsgeometrie — ein weites Feld fiir Animationen,

Unter dem Thema ,,Modellbilden* (Kapitel 7) wird spéter noch einmal auf Visualisierungen
zuriickgekommen.

e  Mathematische Exkursionen im Garten,

e Firmen-Logos — Modellieren mit den Graphen von Funktionstermen,

Alle genannten Probleme bereichern die iiblichen Unterrichtsinhalte durch Arbeit am Compu-
ter mit Aspekten wie:

Experimentelles Arbeiten, intelligentes Uben, Entwurf von Animationen, Erforschung
der mathematischen Hintergriinde, Treffen von Designentscheidungen, Realisierungen
mit diversen mathematischen Relationen.

Dabei laufen alle Uberlegungen auch darauf hinaus, moglichst viele Eigentitigkeiten der
Schiiler zu initiieren.

Besonders wichtig sind Visualisierungen funktionaler Zusammenhénge. Hierzu folgen einige
Beispiele, die die beiden Aufgabentypen
e von graphischen Visualisierungen zu Texten und
e vom Text zur graphischen Visualisierung
verfolgen.
In diesem Fall wird das Programm TI-Nspire verwendet.
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Von graphischen Visualisierungen zu Texten

Die linke Abbildung visualisiert die wichtigsten Funkti-
onstypen aus der Sekundarstufe 1 — alle auf einem Bild-
schirm.

Aufgabe(z.B. in Klasse 10): Versuche herauszufinden,
um welche Funktionen es sich handelt. Nenne dann je-
weils ein Anwendungsbeispiel fiir jeden Funktionentyp.

x1(¢)=7(¢)

yle)=t
0<1<6.28 tstep=0.13

Aufgabe: Erldutere die Abbildung.

E(z)=(oos(z)+2)

(z)=sin(z)—3

ﬁ(r)#&(r)-cos(Z)—ﬂ(I)-sin(Z)
(z)=x2(z)-sin(2)+ﬂ(z)-cos(2)

x4(f)=
veli)=

0<t<.28 tstep=0.13

Aufgabe: Stelle einen Zusammenhang her zwischen der
Abbildung und den obigen Gleichungen. — Hilfslinien
von den Kreismittelpunkten zu (0,0) helfen dir vielleicht.

Abb. 4.1b

Vom Text zur graphischen Visualisierung

1. Visualisiere die Zusammenhinge zwischen der Funktion y = sin(x) und den ersten beiden

Ableitungen.

2. Zeichne zwei Geradenscharen (viele parallele Geraden), die senkrecht aufeinander stehen
(die einen Winkel von 30 Grad miteinander bilden).

3. Zeichne den Graphen der Funktion y = x"3 als Hiillkurve.

4. Gegeben ist ein Kreis im Koordinatensystem mit dem Mittelpunkt M(3,4). Drehe diesen

18-mal um (0,0).
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4.2 Animationen, Weiterentwicklung von Visualisierungen

Animationen sind mehr als die normal {iblichen Visualisierungen — sozusagen eine hdhere
Stufe. Nach einigen Begriindungen fiir den Unterrichtseinsatz von Animationen werden in
den Kapiteln 4.3 und 4.4 Beispiele gebracht.

Was fiir unterrichtliche Vorteile bieten Animationen?

Die Abfolge in einzelnen Schritten erzeugt Spannung. - Was kommt jetzt? Aufmerksamkeit und
Konzentration werden bei einer Animation zundchst auf die einzelnen Objekte gelenkt. - Das sofor-
tige Vorlegen des Gesamtbilds wiirde die Einzelprobleme verdecken.

Der Animationsablauf kann beliebig oft wiederholt werden.

Die Animation kann von den Schiilerinnen und Schiilern erginzt werden, z.B. durch besondere
Markierungen, Hinzuzeichnen weiterer Graphen, Ldschen von Graphen, Wahl eines anderen Ab-
laufs usw.

Der eigene Entwurf von Animationen und die Realisierung sind fiir Schiilerinnen und Schiiler &u-
Berst motivierende Aufgabenstellungen, die beildufig diverse mathematische Uberlegungen enthal-
ten.

Die Arbeitsergebnisse der Schiiler lassen sich auf spannende Weise und leicht priasentieren.

Die Bedeutung des eigenen Handelns bei der Benutzung oder der eigenen Gestaltung einer
Animation wird in Abbildung 1 verdeutlicht.

Das (mathematische) Bild

e ansehen \ Das Bild liegt fertig vor.

e interpretieren, analysieren
o fragen, wie es zustande kommt |

e den Entstehungsvorgang sehen \ Das Bild entsteht
e Zusammenhange besser erkennen \ dynamisch
e den Entstehungsprozess gedanklich nachvollziehen ' i

e in den Entstehungsprozess eingreifen, z.B. durch \ L N
- Parametervariation und \ Das Bild wird variiert.

- Anderung von Einstellungen \

e Das Bild und den Erzeugungsprozess eigenstandig entwerfen und \ Das Bild wird
dabei . ) | eigenstandig
- die mathematischen Zusammenhange selbst | hergestellt.
finden und \
- den Ablauf gestalten (mathematisch, kiinstlerisch) \
» | Wachsende
Kompetenz

Abb. 4.2.a: Kompetenzen erwerben durch eigenes Handeln bei der Konstruktion einer Animation
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Simultanes Zeichnen von Graphen

In bescheidenem Mafe kann man auch mit Taschencomputern kleine Animationen entwi-
ckeln. Hierzu ein Beispiel, das gerade auch fiir Grundkurse eine schone Ubung ist:

Oft ist es niitzlich, Graphen gleichzeitig von links nach rechts zeichnen zu lassen. In dem fol-
genden Beispiel werden die Graph, Ableitungsgraph und Graph der 2.Ableitung simultan ge-
zeichnet (im y-Editor: F1, Format, Graph Order, simul) . Dabei wurde die Zeichnung ab-
gebrochen (Bild b) und den Schiilern in dieser Form vorgelegt. Auch der Bildschirmabdruck
a) wird den Schiilern gegeben.

Aufgabe 1: Wie gehen die Graphen weiter? Natiirlich mit Begriindung!

[ et Fer | _F3 Y [ FET|_ FET N
- E Zoom|Edit] «|A11 5‘L'=|1E'T:"'E [ T ]

(Zielsetzung: Abhingigkeiten von Gf, Gf", Gf"” verstehen)
F4 :F:_li
Voyage 200: Bei
vi, y2, y3 wird

jeweils F6, Path

/ gewidhlt.
ylixr=.05%x"3-1 /

HMAIN FAO AUTO FLUHC HMAIN FAO AUTO FLUHC

~ Abb. 4.2b Abb. 4.2¢

Einige Variationen zu dieser Aufgabenidee sind

Aufgabe 2: Nachkonstruieren mit dem eigenen Rechner,

Aufgabe 3: Andere Funktionen nehmen (nun muss der Darstellungsbereich beachtet werden),
Aufgabe 4: Nur Gf'und Gf"* geben, Gf zeichnen lassen.

Aufgabe 5: Entwerfen Sie eine Animation, die Zusammenhénge zwischen einem Funktionsgraphen
und seinen Ableitungsgraphen verdeutlicht

Mit Hilfe von Parameterdarstellungen (parametric) kann man z.B. auf einfache Weise
Graph und Umkehrgraph simultan zeichnen.

_ 1 Fer | Fz ] FEw | F&™ 7
xtl =t - E Zoon|Trace [Rearaph|Math [Draw|~
ytl = tA2

xt2 =t"2

yt2 =t

Und das geht fiir jede Parameterdarstellung!
Siehe hierzu auch Extrakapitel 9.4.1!

HMAIN FAO AUTO FAF

Abb. 4.2d

Selbstverstindlich ist der PC besser geeignet, um Animationen herzustellen und ablaufen zu
lassen, zumal hier auch Farbe eingesetzt werden kann. Diese kann zu weiteren Differenzie-
rungen in der Gestaltung fiihren.

Die folgende Abbildung zeigt eine Visualisierung (mit Animation) auf der man auch den Gra-
phen der Abstandsfunktion fiir die Abstédnde des Punktes (4,3) von den Punkten der Sinuskur-
ve sieht und interpretieren kann.
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Nacheinander werden hier ge-
zeichnet

1. Sinuskurve

2. Punkt P(4,3)

3. Verbindungsstrecken P, sin
4. Von links nach rechts wird
das Koordinatensystem ,,abge-
tastet” und gleichzeitig entsteht
der Graph der Abstandsfunktion
5. Strecken mit Lot von P auf
sin

Abb. 4.2¢: Veranschaulichung der Abstandsberechnung ,,Punkt P(4,3) zu den Punkten der Sinuskurve* — Verste-
hen der Zusammenhénge

4.3 Eine automatische graphische Kurvendiskussion

Klassische Kurvendiskussionen mit ihrem immer gleichen Bearbeitungsschema sind nicht
mehr zeitgemil flir den heutigen Mathematikunterricht. Zu dieser Erkenntnis hat der Compu-
ter wesentlich beigetragen, denn
er kann in kurzer Zeit

e die gegebene Funktion zeichnen,

e beliebige Wertetabellen aufstellen und

e alle wesentlichen Gleichungen schnell 16sen und

e die charakteristischen Werte schnell errechnen.

Noch dazu lassen sich diese Leistungen automatisieren. Die Frage nach der Visualisierung des
Ablaufs einer Kurvendiskussion kann allerdings zu einem vertieften Verstindnis der Zusam-
menhénge fiihren. Hierzu folgen einige Ausfithrungen.

Bild 4.3b

Bild 43.a

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 72




Eberhard Lehmann

Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

Bild 4.3.c

Bild 4.3.d

Die Bilder 4.3.a-d zeigen Ausschnitte aus einer visualisierten automatischen Kurvendiskussion. Der Bildaufbau
entsteht in mehreren Animationsschritten. Dabei werden die x-Werte jeweils von links nach rechts durchlaufen

und schrittweise entstehen nacheinander:

1. Zeichnung des Funktionsgraphen Gf

2. Suche und Markierung der Nullstellen

3. Zeichnung des Ableitungsgraphen Gf

4. Suche und Markierung von dessen Nullstellen und
damit der relativen Extrempunkte von Gf

5. Zeichnung von Gf”’

6. Suche und Markierung von dessen Nullstellen, der
relativen Extrempunkte von Gf” und der Wendepunkte
von Gf

Diese Vorgidnge werden farbig unterstiitzt und in passender Geschwindigkeit durchgefiihrt.

Wenn der Schiiler diese Animation entwirft, muss er sich der mathematischen Hintergriinde
bewusst sein und auch mit dem Programm — in diesem Fall ANIMATO - realisieren konnen.

f1: 0.1%(at5)*(at1)*(a-5)

Ausgangsfunktion, a = x, durch die Bezeichnung a
kann f1 spdter an den Stellen a aufgerufen werden ( a
ist ,,Pseudoparameter*’).

: {abs(f1(a))<0.01:a}

Nullstellen suchen

£:
f3: 2(a),fl(a)

Nullstellen markieren

f4: 0.1*(at+5)*(a+1)*(a-5)

£5: (f1(a+0.001)-f1(a))/0.001

1.Ableitung, angendhert

f6: {abs(f5(a))<0.01:a}

Nullstellen von f5 suchen (Extremwerte von f1)

f7: f6(a),f5(a)

Nullstellen von f1” = f5 markieren

f8: 16(a),f1(a)

Extremwerte von fl1 markieren

9: x,0

Nachzeichnen der x-Achse

£10: (f5(a+0.001)-15(a))/0.001

2.Ableitung, angendhert

f11: {abs(f10(a))<0.01:a}

Nullstellen von f"'= f10 suchen

f12: f11(a),f10(a)

Nullstellen von " markieren

f13: fl11(a),f5(a)

Extremwerte von f” markieren

f14: f11(a),fl(a)

Wendepunkte von f markieren

Der Laufbereich der x-Werte ist: [-10, 10], Schrittweite 0.01, 2000 Werte.
Die hier benutzten Algorithmen gelten auch fiir andere Funktionen, hierflir wéire nur bei f1 zu

andern.

Hinweis: Die obige tabellenartige Beschreibung kann als eine Moglichkeit der Dokumentation eines Entwurfs

angesehen werden.

Man erkennt, dass hier die eigentlichen Ableitungsfunktionen nicht benutzt werden, vielmehr
sicht man bei den Differenzenquotienten-Funktionen f5 und f10, dass die Ableitungen nur
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ndherungsweise bestimmt werden. Fiir die Zeichnung geniigt das. Aber die Suche nach Null-
stellen kann problematisch werden, auch bedingt durch die Schrittweite bei den x-Werten.
Trifft ein x-Wert die Nullstelle oder nicht? Siehe Bild 4.3e.

Bild 4.3.¢ Bild 4.3.f

f1 = a*sin(a), a mit Schrittweite 0.01. Mit der Schrittweite 0.002 ist man erfolgreicher!
Hier werden offenbar nicht alle fraglichen Stellen ge-
funden.

Die obigen Visualisierungen und Auswertungen konnen auch die Motivation zur exakten
rechnerischen Bestimmung der charakteristischen Werte liefern, wobei man die Rechnung in
der Regel einem CAS iibergeben wird. Es geht eben zumindest bei hoheren Anspriichen an
den Kurs nicht mit (wenn auch beliebig verfeinerbaren) Wertetafeln!

Beziiglich der mathematischen Ziele dieser Visualisierung liegt der Fokus liegt auf der
Funktionsuntersuchung und der dabei entstechenden Probleme:
- Auswerten einer Animation
- Probleme beim Suchen nach Nullstellen, Extremwerten, Wendepunkten in einer
Wertetafel
- Arbeit mit Ungleichungen
- Funktionsterme, die Schwierigkeiten machen
- Doch lieber rechnen?
- Entwurf einer mathematischen Animation

Weitere Animationen aus der angesprochenen Analysisthematik bieten sich u. a. an fiir

. das gleichzeitiges Zeichnen von Ausgangsgraph und Ableitungsgraphen (also fiir den
jeweils gleichen x-Wert),

J die Visualisierung des Grenzwerts des Differenzenquotienten einer Funktion (h gegen
Null laufen lassen, von links und von rechts)

. die Visualisierung von Reihenentwicklungen (durch Hinzunahme je eines weiteren
Gliedes der Reihen)

usw.
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4.4 Abbildungsgeometrie — ein weites Feld fur Visualisierungen

Immer wenn es darum geht, Objekte in der Ebene oder im Raum an andere Positionen zu be-
wegen, konnen uns die Hilfsmittel der Abbildungsgeometrie niitzlich sein. Mit Hilfe von Ab-
bildungsmatrizen gelingt es auf einfache Weise Drehungen, Verschiebungen, Spiegelungen,
Scherungen usw. durchzufiihren. Zur Verdeutlichung der dabei erfolgenden Abbildung der
Punkte auf ihre Bildpunkte sind Animationen der Vorgénge besonders geeignet. Erst recht ist
das der Fall, wenn mehrere Abbildungen hintereinander durchgefiihrt werden sollen.

Abbildungsgeometrie als Grundlage der ComputerGraphik bereichert insbesondere den
Unterricht in Kursen zur Analytischen Geometrie bzw. Linearen Algebra.

Hierzu folgen nun einige Beispiele.

4.4.1 Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen mittels Matrizen
Verschieben und Drehen — Drehen und Stauchen

Einige elementare Abbildungen sind auch ohne Matrizen schnell durchgefiihrt. Dazu gehort
beispielsweise die Spiegelung eines Objekts an der Geraden y = x, die bekanntlich durch Ver-
tauschen der x- und y-Werte erfolgt. Mit einem CAS ist das leicht moglich, ohne den jeweili-
gen Term nach der Vertauschung nach y aufldosen zu miissen. Man benutzt hierfiir einfach den
Parameter-Editor (parametric mode). Beim Taschencomputer Voyage 200 geht das so:

_Beispiel 1: Umkehrungen

|’F1 T rsz F3 TF-q TFSvT FET N
- E Zoom|Edit] «|A11 5‘L'=|1E'T:"'E [ T ]

1w _Few _ F3 4 FEw | FG™ [F7 T
+ f—|Zoon|Trace [Regraph|Math |Draw|- ﬁp i

JLDTS .............. :.\l.
wtig=t. ~20202— | .ok .
vyt ld=t2 + 1 Parameter- | [ | - \ /
mﬁigﬂizﬂ Editor, Ein- I, .
£y = .

«§t15=+, gabe Funkti-

" on, Umkeh- | | [| il _
Sl rung Sl
¥t1?Cey= ~ —— || .

L | HMAlW FAD EXACT FAF HMAlW FAD EXACT

Abb. 4.4.1a Abb.4.4.1b

Mit diesem Ansatz kann nun Unterricht iber Umkehrfunktionen sehr viel inhaltsreicher als
ohne Computereinsatz ablaufen, weil man mit jeder Funktion entsprechend arbeiten kann. Die
Auflosung nach y ist ja zundchst in der Regel nicht verfligbar.

_Beispiel 2: Drehen und Verschieben einer Parabel

L e [T L st en el v | | Zunichst wird die Parabel (t, t/2) im para-

Lebi=t, metric mode gezeichnet. Die Abbildungen

:itézggs(u)-xu(t)—sincu)-gtictj dieser Parabel finden in den Zeilen xt2 und

wg%é;mm'm(t)+CDSEUJ'HMU yt2. Dabei wird die allgemeine Form einer

s Drehmatrix benutzt. In iiblicher mathemati-

®i3= . .

T TCS T scher Schreibweise:

. R o . xt2(t)) (cos(u) —sin(u)),(xtl(t)
(yt2(t)j (sin(u) cos(u)j [ytl(t)j
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1 m_Fer Fz F4

w = |Zoom |Trace [Regraph|Math |Draw

St & Mit der Gleichung # beherrscht man nun ein

| L[HaiN ERD AUTO

FhE

weites Feld von Drehungen auch anderer
Graphen, es sind lediglich xtl und ytl zu
dndern oder auch u anders zu wihlen. Im
Beispiel ist u={0, n/2, w, 1.57, 2w}.

ymin=-3.1
umax=5. 1
yscl=1.

| [MAIN FAO AUTO

FAF

| Bei Zeichnungen im Parameter-Modus sind
die Darstellungsbereiche von t abhingig.

Y

/)
/.
Z

Q
A

.
///%‘
—

L/
Abb. 4.4.1c und 4.4.1d: Verschieben der Normalparabel und mehrfache Drehung des

¢) Zwischenergebnis, d) Endergebnis.

Die benotigte Mathematik ldsst sich in der Abbildungsgleichung

y(t)

sin(u)

cos(u) )| t* +3

[i(t)j = [cos(u) ~sin(u) j{t j zusammenfassen. Dabei ist u € [0,27] .

Einsatzmdglichkeiten dieses Beispiels im Unterricht ergeben sich ab Klasse 10, wenn die
Winkelfunktionen bekannt sind bis hin zu Kursen zur linearen Algebra, in der die Abbil-
dungsgeometrie zu einer wesentlichen Bereicherung der analytischen Geometrie mit ihren
immer wiederkehrenden Geraden und Ebenen fiihrt. Die angegebene Drehmatrix wird an ge-
eigneter Stelle hergeleitet. Sie kann auch leicht durch andere, schon frither zugédngliche Matri-
zen ersetzt werden, wie z. B. durch Matrizen zur Spiegelung an den Koordinatenachsen oder
der Geraden mit y = x oder einer einzigen Drehung um 90°.
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Beispiel 3: Abbildung eines Kreises durch eine Matrix — Anlass zu einem Projekt

ey 3 N

- R

Abbildung 4.4 1 ' ' Abb. 4417

Die hier ablaufende Animation ,,Zeichne den abzubildenden Kreis — ziche Strecken zu den
Bildpunkten — trage die Bildpunkte ein“ hat den Vorteil, dass die SchiilerInnen die Punktzu-
ordnungen sehen. An ausgewéhlten Punkten kann dann nachgerechnet werden. Die eingege-
benen Terme sind:

fl: cos(t)+2

2: sin(t)

f3: f1,£2 abzubildender Kreis
4: 1.5%f1+1*£2,0.6*f1+1*12, f1,12 Strecken

f5: 1.5*f1+1*£2,0.6*f1+1*f2 Bildfigur

Fiir diesen Ansatz bietet sich die Durchfiihrung eines Projekts an, bei dem die einzelnen
Schiilergruppen die Aufgabenstellung variieren konnen. Dafiir sind dann weitere Abbil-
dungsmatrizen geeignet, deren Wirkung untersucht werden kann. Oder das Ausgangsobjekt
kann variiert werden.

Beispiel 4: Mehrfache Drehstreckung einer Ellipse
Diese Aufgabe ist Teil einer Abituraufgabe aus der Abbildungsgeometrie, die im Rahmen
eines Lineare Algebra / Analytische Geometrie behandelt wurde.

Aufgabenstellung:

Die Anlage enthilt eine Graphik, erstellt mit dem Thnen bekannten Funktionenplotter / Ani-

mationsprogramm, sowie Daten zur Erstellung der Graphik. - Erldutern Sie die Graphik und

ihren Entstehungsprozess unter Aspekten der Abbildungsgeometrie. (ca. 30")

Hinweise:

e Beginnen Sie mit der Beschreibung der Ausgangsellipsen (diese jeweils farbig markie-
ren).

e Notieren Sie in Threr Bearbeitung Terme und Bausteine in der iiblichen mathematischen
Notation (Matrizen usw.).

e Strukturieren Sie Thre Erlduterungen durch geeignete Nummerierungen der betrachteten
Aspekte.

Hinweis: Es wurde nacheinander, also nicht simultan gezeichnet.
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0.98

pi/30

fl”n*cos(n*f2)
fl*n*sin(n*f2)f5 2cos(t)+2
sin(t)+3

15,16

B3(wf5-f4(w)f6, fA(u)f5+3(w)f6
fA(w)5+£3(0) 16,13 (u)f5-14(u)f6

BBIARRTB2

Die Laufvariablen wurden folgendermallen gewéhlt:

t,x 0 6.28 30 Werte
u bzw. n 1 100 Schrittweite 1
Abb. 4.4.1g

Die Erlduterung der Losung erfolgt hier durch einen Auszug aus dem Erwartungshorizont der
damaligen Abituraufgabe.

Aufgabenteil , Losungsskizzen, Erwartungen

Bewertungseinheiten, Anforderungsbereiche,
Erlauterungen

0.98 Streckfaktor
pi/30 Drehwinkel 6°

fl1*n*cos(n*f2) 0.98"n*cos(n*6°)
fl1*n*sin(n*f2) 0.98"n*sin(n*6°)

Drehstreckmatrix, Elemente (1,1) und (2,1)

f5
f6
7

f8
9

Matrix

2cos(t)+2 Urbild x-Wert
sin(t)+3 Urbild y-Wert,
5,16 um vx=2, vy=3 verscho-

bene Ellipse

£3(0)f5-FA(u)f6, FAu)FS+3(u)f6
FA(0)F5-+HE3 ()6, £3(0)F5-FA(u)f6

D' * Urbild, [[f3, F4][f4, f3]] * Urbild

AB1 AB2 AB3

Fiir die Erlduterung der Zeichnung sind ca. 30
Minuten vorgesehen. - Es handelt sich um die
Drehstreckung einer Ellipse (f7) mit Hilfe der
ersten 100 Potenzen der Drehstreckmatrix D
0.98"n*[[cos(n*6°), -sin(n*6°]

[sin(n*6°), cos(n*6°]]. Die Schiiler
erkennen das aus dem gegebenen Plot-Programm
in Verbindung mit der Abbildung und beschreiben
die Auswirkung in Textform unter Benennung der
Terme und der Verkniipfung der einzelnen Pro-
grammelemente.

Hierfiir werden insgesamt 12 BE vergeben

4 BE, AB 1 fiir Erkennen grundlegender Elemente
5 BE, AB 2 fiir Erkennen der Zusammenhdnge

3 BE, AB 3 fiir schwierige Zusammenhdnge, wie
eigenstindiges Erkennen, welche Auswahl von f1
bis f9 hier gezeichnet wird, worin sich f9 von f8
unterscheidet, warum die Ellipsen immer kleiner
werden

Die folgenden vier Abbildungen dokumentieren den Ablauf der Animation mit einigen Zwi-
schenergebnissen.
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Abb. 4.4.1h

Abb. 4.4.11

Abb. 4.4.1k

4.4.2 Achsenspiegelung animieren

Abb. 4.4.1m

Das Problem: Eine Figur soll an einer beliebigen Achse gespiegelt werden.
An diesem Beispiel soll gezeigt werden, wie mathematische Uberlegungen mit einer Formel-
herleitung von Hand (ggf. auch mit Computerhilfe), Designiiberlegungen und die Realisie-
rung mit dem Computer vernetzt sind. Fiir den (Leistungskurs-) Schiiler eine interessante und

spannende Aufgabe.

So soll es werden — ein Auszug aus der Animation:

a o i

SRR B

Kl

10 M

21408 8 7 & 5 4.3 2 A/p"

)
Abb.4.4.2a: Spiegelung der Sin-Kurve an g: y = 2x+1

Abb.4.4.2b: Einen Punkt spiegeln, dann die
anderen auch
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3 Jon

9 101 A2 0108 & 7 ma 2 4/

A2 41409 8 7 £ 5 w3 2 G/
: £

; G s

&
7
8

2
Abb. 4.4.2c: Urbild- und Bild gleichzeitig zeichnen Abb.4.4.2d: Die Spiegelung an g ist fertig

Der Entwurf

Die Abbildungen 4.4.2a-d ergeben sich bei der Animation der Zeichenvorgénge. Hierzu sind
selbstverstindlich einige Voriiberlegungen nétig. Die Reihenfolge der Zeichnung soll folgen-
dermaf3en erfolgen:

1) Zeichnung der Urbild-Kurve f in Form vieler einzelner Punkte (z. B. y = sin(x))
2) Einzeichnen der Spiegelachse g (z. B. y = 2x+1)
3) Wahl eines Punktes P auf f, diesen fett markieren Bei den kursiv gedruckten Teilen
4) Ziehen der Lotgeraden L von P auf g sind Herleitungen der Terme notig!
5) Markierung (fett) des Schnittpunktes M von L und g

6) Markierung (fett) des Spiegelpunktes P’ von P (er liegt auf L)
7) Verbindung vieler Punkte auf f mit vielen Punkten auf der Bildkurve
8) Gleichzeitiges Nachzeichnen (kriftige Farbe) der Kurven fund

Damit ist die Animation fertig.
e Zusatzwunsch: Die Animation soll so erstellt werden, dass sie auch fiir eine andere Funkti-
onen bzw. flir andere Spiegelachsen ablauffahig ist!

Der hier vorgelegte Plan zeigt ein Wechselspiel zwischen Designiiberlegungen fiir die Dar-
stellung der Vorgédnge, der Verwendung mathematischer Grundlagen, der Herleitung einer
passenden Formel (siche unten) und der Realisierung mit der Software. Der Plan wird im Un-
terricht nicht etwa vom Lehrer vorgelegt, sondern kann von den Schiilern in dieser oder einer
abgewandelten Form erstellt und realisiert werden (die Software ist den Schiilern bekannt). In
einer anderen Unterrichtssituation kann die fertige Animation auch als Demonstration erfol-
gen, an der die Schiiler die Mathematik erarbeiten.

Weg 1: Das wird geschehen in einem Wechselspiel zwischen Entwurf in Teilen, Visualisie-
rung, Korrektur, Fortsetzung, usw. bis der Plan schlielich aufgeschrieben werden kann (Bot-
tom-Up-Entwurf)

Weg 2: Die Schiiler legen den Plan vorher fest (Top-Down-Entwurf) und realisieren ihn da-
nach.

Nach einer ldngeren Arbeitsphase — je nach Vertrautheit mit dem zur Verfligung stehenden
Programm konnte das Arbeitsergebnis so aussehen:
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fl: a*x+b

T T) Die unterstrichenen Terme
31 konnen fiir andere vorge-
m(ﬂ,f}») gebene Kurven variiert

5: 2 werden, ohne dass die

f6: sin(a) Animation darunter leidet.

7: (2*(£2*(f6-f3)+15))/(f2*2+1)-15

8: (2*(f2*(2*f6+15)+13))/(f2*2+1)-16
9: £5,16,f7,18

f10: £7,8

Es folgt der Animationsteil

f13:3

f14: t6(3)

f15: f13,f14

fl6: 2*(£2*(f14-3)+f13))/(2*2+1)-f13
f17: (2*(£2*(£22*f14+£13)+13))/(£2*f2+1)-f14
f18: f14+(-1/£2)*(x-f13)

f19: (fl6+£13)/2, (f17+f14)/2

20: £16,f17

hierzu gehoren noch die Einstellungen fiir die ein-
zelnen Animationsschritte wie Reihenfolge, Ge-
schwindigkeit, Farbe.

f1 Spiegelachse,

2 Wert fiir a

3 Wert fiir b

f4 die Gerade y=2x+1 (in diesem Fall)

f5 Urbild x-Wert,

6 Urbild y-Wert

(zu spiegelndes Objekt, hier Sinus-Kurve
f7 Bild x'-Wert,

{8 Bild y'Wert

9 Strecken: Von Bildpunkten zu Urbildpunkten
10 Bildfigur zeichnen

Es folgt der Animationsteil

spezieller Punkt P fiir Veranschaulichung, x-Wert der
y-Wert dazu

Zeichnung des Punktes

Spiegelpunkt x-Wert

Spiegelpunkt y-Wert

Senkrechte zu 4, durch {15, Lotgerade L
Schnittpunkt M

Alle Spiegelpunkte zeichnen (wie f10)

Abb. 4.4.2e: ANIMATO-Datei

Herleitung der benétigten Terme und der Abbildungsgleichung — mit CAS-Einsatz

Wir wiederholen das Problem: Eine Figur soll an einer beliebigen Achse gespiegelt werden!

1) Gegeben sind die Spiegelachse g mit der Gleichung y = a*x+b und eine Funktion f mit der
Gleichung y = f(x). Wir suchen den Term der an g gespiegelten Funktion h.

2) Losungsidee

Zunichst Errechnung des Punktes M (Xm, ym) auf g durch Schnitt von g mit der Lotgeraden L
zu g von einem Punkt P(x,y) auf dem Graphen von f, siche Abbildung 4.4.2a:

Fiir den Schnittpunkt M gilt :

ax,, + b=y, —i(xM —X;),also x,,(a +§) =Y, —b+§xpunddamitxM =

L X
Andererseits istx  =—"

Und fiiry, wird

+y, :
e Y 5 72 also Y =2¥y

m

Zusammengefasst:

: ay, —ab+x
Xp =2( Pa2+l L) —Xp;

+X, :
TXP, also x, =2x,, — X, =2(ayP

Y :2(aXM +b)_YP =2(a

ay, —ab+X,
a’+1

—ab+x,

> ) —Xp.

a” +1

ay, —ab+x
————"1+b)-y,.
a” +1
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, —ab+
ypzz(awm_”
a~ +1

Diese Terme erkennt man in Abbildung 5 wieder unter den Funktionsnamen f7 und f8. Die
hier durchgefiihrte Hand-Herleitung kann an verschiedenen Stellen durch Einsatz eines CAS
ersetzt werden — angesichts der Komplexitédt der Rechnung eine wesentliche Hilfe!

l‘?i T Few T Fiv T Fi T FE T 5
vE Algebra|Calc|Other |PragmI0jClean LI|:-| |
3= F1
PR . a-(b - 9p) - =F) . a-(b - up) - xp)
WM = -(a'l:b;'dp:l—xp:l aZ+1 aZ+1
ac+1 - [ _ Hp + ®ps ]
solve| xm = = HPS
. [a-(b-up) - xp] s a-lb-gr) - =F) ) .
Za1 741 vps = (EEE up] Kpj—xp
I o+ wp k| a°+1
MAIN RAD EXACT FAE 3/ 3 MAIN FAD ERACT pu I
Abb. 4.4.2f und 4.4.2g: Berechnung von xm und des x-Werts xps flir den Bildpunktes
Entsprechend kann man fiir den y-Wert vorgehen:
e fibra | ete [t e [Franto|c1em Us]| | e fibra | ete [t e [Franto|c1em Us]| |
w DJ.'-.,'ELN— = 5 pJ SR p+n—HPJ+
— = tYrFuRs
_ -2-(a-(b-up) - =p) at+1
Hps = 241 P 2-(a-xp+b—uP)+Hp
up + ups aZ+1
ISDIUE[HN = '=||:r5] | gm=a-xm+hb IHPE—E'[E.(E.HP -ab+=p] . b]— .
Hp5=—2-(a-x;+h—up)+up aZ+1
a=+1 L
(a.*yp—a.*h+xp)./(a.‘“2+1 r+hr—up
| [MAIN FAD EHRACT FAE 430 HMAld FAD EHRACT FAE 7420
Abb. 4.4.2h Berechnung von yps Abb.4.4.21 Vergleich mit dem Hand-Rechenergebnis

Die folgenden Abbildungen zeigen Endergebnisse von Animationen mit anderen vorgegebe-
nen Graphen.

\

Abb. 4.4.2j: y = sin(x)*x*0.2 + 2 Abb. 442k : y= O.SXAZS

Aus den obigen allgemeinen Formeln ergeben sich einige Sonderfille
e Spiegeln an der Geraden mit der Gleichung y = x.
e Spiegeln an der y-Achse usw.

Die Abbildungen konnen in vielfacher Weise genutzt werden: Interpretieren z.B. in Gruppen-

arbeit, Anderung des Ablaufs, ergéinzen, selbst herstellen usw.
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Zusammenfassung

Mit den oben unterbreiteten Inhalten und den dargestellten methodischen Moglichkeiten kann
der Mathematikunterricht in allen Klassenstufen wesentlich bereichert werden. Die Einsatz-
moglichkeiten der einzelnen Ansitze sind vielfaltig:

Uben erworbener Kenntnisse und Fihigkeiten, besseres Verstehen mathematischer Zusam-
menhénge, Entdecken neuer Objekte und Zusammenhdnge, Durchfiihren von Entwurfsarbei-
ten flir Visualisierungen / Animationen und deren Realisierung, Entwerfen von Prisentatio-
nen, Erlangen von Souverénitét in der Verwendung der benutzten Software usw..

Die angesprochenen Unterrichtsvorschldge beruhen auf langjdhrigen positiven Erfahrungen
des Autors, die auch durch hdufige Schiilerbefragungen belegt sind.

Da an verschiedenen Stellen des Beitrags ein spezielles Animationsprogramm verwendet
wurde, werden abschlieend einige markante Eigenschaften des Programms zusammenge-
stellt. Die oben unterbreiteten Vorschlidge konnen — passend variiert - selbstverstdndlich auch
mit anderer Software realisiert werden, Eine ausfiihrliche Dokumentation zu ANIMATO fin-
det man auf der Homepage [2].

Eigenschaften des Animationsprogramms ANIMATO zur
Unterstiitzung dynamischer Vorginge und Animationen

(1) Wahl der Reihenfolge des Zeichnens der Graphen

(2) Auch simultanes Zeichnen von Graphen

(3) Ziehen von Strecken auch zwischen Punkten von Graph zu Graph

(4) Farbwahl fiir die Graphen, verschiedene Strichstiarken

(5) Einstellen der Zeichengeschwindigkeit

(6) Graphen punktweise zeichnen oder Punkte verbinden

(7) Verwenden von Parametern

(8) Schnelle Variierbarkeit in der Darstellungsart

(9) Wahl geeigneter Zeichenbereiche

(10) Verfuigbarkeit vieler Animationsschritte, Festlegung von Wartezeiten dazwischen

(11) Fiir jeden Animationsschritt konnen eigene Optionen festgelegt werden
(etwa 5, 6, 10)

(12) Eingabe von Transformationsgleichungen mit Wirkung auf alle Terme, z.B. Um-
rechnung in Polarkoordinaten oder Eingabe von Drehungen

(13) Laden von Hintergrundbildern, z.B. mathematische Abbildungen oder Bildern von
Digitalkameras, Wahl von Hintergrundfarben

Literatur / Software
[1] Lehmann, Hergen: Animationsprogramm ANIMATO, Berlin 2003 — frither DOS-Version
HL-PLOT

[2] Lehmann, Eberhard: Homepage www.snafu.de/~mirza
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5. Families

5.1 Mit dem Computer Kurvenscharen erschliel3en

In den deutschen Mathematik-Curricula werden fiir Analysis-Kurse Kurvenscharen gefordert.
In der Tat ist das ein herausforderndes Thema gerade auch fiir den Einsatz von CAS. An sol-
chen Scharen kann man weit mehr lernen als an einem einzelnen Objekt. Hier gibt es etwas zu
ordnen, zu gestalten, zu vergleichen, zu entdecken und Anldsse weiter zu forschen. Dabei ist
stets auch der Umgang mit Parametern gefordert. Uber solche giingigen Kurvenscharen hin-
aus fiihre ich hier den Begriff der ,,Family* ein.

Families - das sind Objekt-Scharen, Objekt-Biischel usw., die irgendwie zusammenge-
horen - bieten dem mathematischen Betrachter in der Regel mehr als einzelne Objekte!

7
/ " ‘/i‘i TR e W s - - -
Abb.5.1a : Ein Platz in Po mit Families (Steinpflaster, Giebelreihen, Tiirme, Fenster, ...)

rtugal
R Welches Bild ist
herausfordernder
fiir Schiilerfragen?
D
oder
vielleicht
dieses?
! 2
Diese Bilder rufen nach der
Verwendung von Parametern!
Abb.5.1.b: Geradenschar, Kreisscheibe Abb.5.1.c: Uberlagerte Scharen von Sinuskurven

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 84




Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte fiir den Unterricht

Abb.5.1.e: Balkongitter in Ostuni, Italien

Der Entwurf und die Untersuchung von Families bieten sich fiir sehr verschiedenartige
mathematische Fragestellungen an.

Families

erfordern den Computereinsatz

lassen sich mit der Grafik eines CAS oder mit Funktionenplottern leicht erzeugen
entstehen aus Termen mit Parametern

entstehen durch abbildungsgeometrische Vorgénge

regen zum Fragen an

sind schon — sie konnen zu phantastischen (Kunst-) Bildern fiihren

lassen sich vergleichen (und Vergleiche sind eine wichtige Methode)

fiihren durch Uberlagerungen zu interessanten Moire-Bildern (sieche z.B. Abbildung
5.1.¢)

¢ sind in der Realitét zu finden (siche Fotos).

Die einzelnen Objekte von Families
e gehoren irgendwie zusammen
e haben oft gemeinsame Eigenschaften
e lassen sich ordnen (Fallunterscheidungen)

Es gibt also geniigend gute Griinde, CAS fiir diese Objekte einzusetzen. Sie finden in dem
vorliegenden Buch zahlreiche Beispiele fiir Families. Hier werden zwei Probleme mit Kur-
venscharen betrachtet.
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Families

Glaser-Family (Fassungsvermdgen, begren- Baustein-Family (Rauminhalte, Kurven, ein-
zende Kurven, Design) ordnen)

Golfball-Family Werkstiick ormen-Family (Formen kénnen)
(Wieviel Golfballe passen in das Auto?)

Wappen in Verona

Baumdiagramm-Family,
Wappen in Ostuni, Apulien
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Beispiel 1 — Zwei Geradenscharen im Unterricht der Sekundarstufe 1

Eine offene Aufgabenstellung Arbeitsblatt 1

Wahlpflichtfach Klasse 9, am 9.10.2000
Mogliche Arbeitsformen: Partnerarbeit / Gruppenarbeit / Einzelarbeit / Fortsetzung auch als Projekt moglich.

Arbeitsauftrag
Erlautere schriftlich die folgende Abbildung! - Die Arbeitsergebnisse werden eingesammelt und vorge-
tragen! - Hinweis: Von Interesse sind auch die Gleichungen der Geraden!

¢ Abbildung 5.1f

[Tt Fer | _F3 Y [ FET|_ FET N 1 Fer | F= &l FE | F&™ |F7
- E Zoom|Edit] «|A11 5‘L'=|1E'T:"'E [ T - E Zoon|Trace [Regraph|Math (Oraw| -
SFLOTE
“yl=-.2-x+n
wy2=Z W+ hn
e
g3=  Dabei ist n={-4,-3,-2,1-0,1,2,3,4}.

HMAIN FAD AUTO FLUKC HMAIN FAD AUTO FLUKC

~Abb. 5. 1-g,h: Geradenscharen mit dem Voyage 200

Die Problemstellung wurde auch in einem Lehrer-Workshop unter dem Aspekt der Bewer-
tung offener Aufgaben behandelt. Dabei wurde vorher auch die Meinung der Schiilerlnnen
eingeholt. Hierbei zeigten diese eine erstaunliche Kompetenz.

Die Meinung der SchiilerInnen zur Bewertung

Welche Gesichtspunkte sollten angesprochen werden? | Was ist bei der Bewertung zu beachten?

e neun steigende und neun fallende Geraden

¢ pargllele Ger?‘den e Anzahl der genannten Gesichtspunkte

* gleicher Anstieg der Geraden e Kreativitit (Art der Zusammenstellung der Ge-
e  Geraden stehen senkrecht zueinander sichtspunkte)

e zwei Geraden verlaufen durch den Ursprung e  Skizzen

e  Gleichungen der Geraden e Begriindungen
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e gleicher Abstand auf den Achsen e  mathematische Richtigkeit
e es entsteht ein Recheckmuster (64) e  dullere Form
e Steigungsdreieck e  Gewichtung der Punkte

Schiilerbearbeitungen
Bearbeitung 1

Kommentar des Lehrers

Erfreulich sind hier die eigen-
standige Benennung der Gera-
den und die Uberlegungen zur
Geradensteigung mittels Ein-

zeichnung von Hilfsdreiecken.

Parallelitit der g-Geradenschar

Richtige Geradengleichungen

B e
i i+ =
7 7 s’l;g#l‘ 7-:—3‘;’ e 1 T . .
: MQTQI ; EZ« Goraclenglil. d] Eine Begriindung der Paralleli-
":4 | 1 "ij"
=i £ =
=3 A g‘mbb,é g Verschiebung auf y-Achse
"“;’“i A ”L; L . erkannt
i S 1R R e
P srasEy VAT U B A S22l b S S X oL, oban . .
e : Jm‘”gré'@‘/’ AL o A i o A falgch (nur um eine halbe Ein-
”5‘ ] 8 = e T . heit verschoben)
bt | po3 PP | i) B R B
Ju—%:»ﬁ?&&,#%no;«%ﬁ:ie@&- B Richtioe Geradenaloich
st e nin e = e chtige Geradengleichungen
Avalies 0 dF| A2, L2 L - Geracdon, olrsr se aved |
P LBl %A phe Eindisit otenclober il gl

: : =5 D2 e (V-&-—'ﬁwj. Do W» SOsE
S L Lt e |
EEmE RS R R e BE TR e R O Rechter Winkel zwischen den
F e e e e ; Scharen erkannt.

5, = ) 04» Mus :,,\'1" n i - e e Eine schone Begriindung! Der

) 53‘""’“3/ P Le «“L ‘m‘f"—-*: "N""Z"&L Uﬁ‘»kﬂ” e Satz des Schiilers endet: ,,.Da
é‘;f“.";*j i bt acolh @l oolerom Goracts die x- und die y-Achse senk-
(Rmpgder ds ||| :

i A "’3&1 ol L |t 2 (5*'“; i ‘ b rTcI’l’t aufeinander stehen, folgt

| wa(h/l 5 ZL [,‘,j,,z sTJf;) 7 ! i ()

) i . e B s O 5 g 5 SIS G 9 9
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Bearbeitung 2

S Kooxdimalene ke Wv&fz

ab?b&o&f Es bes az.u; e a@b@ . .
Interpretation als Gitternetz
2L @\/V\QAAd-U Uw ( W d“» ‘,.x.vﬂs Parallelitit
den Moskow, oA uv«nou«qowo&/ L\Q,O/'va Abstand offen
5 stand offenbar gemessen,
([ Absdans O Tom ‘ wncl  ole g aﬂ%ﬂ”? allgemeine Gleichung angegeben,
b&J’zQM ( =Zx+ t JA&SQM NQuunna Laufbereich fiir t fehlt.
£ : ) Rechter Winkel genannt.
gurap&w : Zv» oM 5 g T Zweite Schar allgemein richtig.
o S kel . Auch du..se b%&%@v‘ Laufbereich fehlt.
dic ) wol diw Abstand gemessen.

. Gucke  Sleigin
o}fwc.,\ ”fbglomd

OLQQ{ chm&v, y= 05+t u/u\o( W
Quoctamnen €l g bln 5% b

{7( 4x,+t

%dwe -

C)MQDQL Y= 2x+ﬁ N OV 2

Kommentar des Lehrers

Hinweis auf Schnittpunkte.
Wiederholung.

Die Erwartungen des Lehrers

- Erkennen zweier paralleler Geradenscharen

- Passende Bezeichnungen in der Zeichnung

- Gleichungen einzelner Geraden

- Geradengleichungen allgemein (mit Laufbereich)

- Gitternetzstruktur erkennen

- Rechte Winkel als Schnittwinkel erkennen

- Geradenschnittpunkte erkennen, einige nennen

- Geradenschnittpunkte teilweise berechnen

- Verschiebung der Geraden auf den Achsenum 1 LE
bzw. um 1/2 LE

- Beurteilung des Gesamteindrucks

Gewichtung (1, 2, ..), Bemerkungen
Aspekt nennen (1), bei Begriindung (2)

1

2

1, 2 je nach Anzahl (fiir jede Schar)
3 (fiir jede Schar)

1

1

1,2

2, geschah nirgends, obwohl im Klassen-
unterricht durchgenommen

2

1

Die Erwartungen des Lehrers werden ergénzt durch die Ideen der SchiilerInnen!

Was die SchiilerInnen zusdtzlich nannten oder durch-
fiihrten

- Begriindung fiir rechtwinkligen Schnitt
- Messung von Abstinden zwischen der Parallelen

Bewertungseinheiten
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Die Durchsicht einer Schiilerarbeit Erreichte Bewertungseinheiten

| Son. Kootdimiaki, o R S M
abcgtb&w €= bes s Neum 'ocw;’u&i
2 eamamdies ow{ At ?p«wb» die fuuﬂs .

&&4‘
{Abshmj O cm') umd ol q(m&x 5‘6\%3 1,1
2

b&»’t?ﬂw\ ( %“ Zx+X) d?uzsam Nurn
OMGQM AV J79) ébroxoew
'_ %MLJZ Auch d,ux beadse.,
i ofm; 54& ("L‘/\—»—Fi—grl el
a}auim Abslow,d o @uacndles | Koo d =
14 e Cyma.o()& y = 2 x & pchadt 1,1
Cb@{ C}WG.A&M ad A ow\o(’ Utan

N —

Summe
Luomnntan  &f gebeu sk e : 12 BE
Erreichte Anzahl an Bewertungseinheiten: 12
Beispiel 2 — Zeichne maoglichst viele Kreise durch den Punkt P(4, 3)
] N ST LR A PR TR T ] Vpraussetzung fiir die eig;nst.éindige'Bearbeit}mg
LT dieser offenen Aufgabe mit vielen Losungsmoglich-
,ﬁﬂ;g?ﬁﬁﬂ keiten konnte die Kenntnis zum Zeichnen des Ein-
e heitskreises sein, siehe links. Dieser hat den Mittel-
E’f{%: punkt (0,0) und u.a. die Kreispunkte (-1,0) und (1,0).
xtgf Kreise zeichnet man am besten in Parameterdarstel-
Fr5= lung.
uth=
®t2Ct o=
HMAIW EAD EXACT FAR

Eine Bearbeitungsmoglichkeit:

Der Einheitskreis geht z. B. durch den Punkt (-1, 0). Wenn wir ihn um 5 Einheiten nach rechts
und 3 Einheiten nach oben schieben konnten, hdtten wir zumindest einen Kreis durch (4, 3).
Die weitere Bearbeitung steht in den folgenden Bildern.
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T W(FET (AT [ i
v{— Zoom Ed1t w[R11]|Stylels T

SFLOTS

vrhl

ubl=sinit)

wrhd=cosih) + 5

wutd=sinct) + 3

“wtI=a-cos(t)+4 +a|a=01.25 1.5

¥gt3=a-5in(tj+—3|a= £1.25 1.5 1.75

1.7
]

vapdes
xt1lCtd=cosCt>
FAIN ERD EXACT FAF

Die Terme im Parameter-Editor

p-; ;:'.:E

£
~ L/

HMAIW EAD EXACT FAR

Die Visualisierung der Terme links

Nachdem das geschafft ist — vermutlich in experimenteller Arbeitsweise (Versuch und Irr-
tum), wéchst auch bei den SchiilerInnen der Wunsch, solche Kreisbiischel ebenfalls an ande-
ren Punkten entstehen zu lassen. Dabei kdnnen schone Bilder gestaltet werden, was man je-
doch nun besser am PC durchfiihrt — hier mit dem Programm ANIMATO.

\\w&%

4 Kreisbiischel, ein gemeinsamer Punkt

Szene aus Kreisen

Ubergang vom Kreis zur Ellipse
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Aufgabenvariationen

1™ |_Fer e e T T T e |
tTm{i: Zelel) ] via Zrnznm Trf;c,e- Regrrl'*aph I"Irast,h D:*an v?
tmax=t. 253 1ESFETLE @
t=fep=. [ 3089953389957
wmin=-11.9
EEERROE
®HEC1I=1.
i h=-5.1 FARN
Smax=5. 1 window (i
yscl=1.
HMAlN EAD ERACT FAE HilN FAD EXACT FAFR
e Kannst du dir vorstellen, wie die Sechsecke entstanden sind?
e  Wahl symmetrisch liegender Punkte, durch die Kreisbiischel gezeichnet werden sollen
e Zeichne moglichst viele Parabel durch 2 Punkte
e Zeichne den Graph zu x(t) = cos(3t), y(t) = sin(t). Experimentiere dann mit dhnlichen

Ansitzen.

Zusammenfassung 1
Mit dem Ansatz ,,Zeichne moglichst viele Graphen (Geraden, Parabeln, Kreise, sin-
Kurven usw.) lassen sich sehr ertragreiche kleine Projekte initiieren!

Zusammenfassung 2 — Kreis in Parameterdarstellung

Wenn man lange genug mit den obigen Ansdtzen experimentiert hat, kommt man vielleicht zu
dem folgenden Uberblick — andererseits kann man diesen auch zu weiteren Ubungen benut-
zen.

Der Einheitskreis in Parameterdarstellung:
x(t) = cos(t), y(t) = sin(t)

* >
Einheitskreis nach Einheitskreis nach oben

Einheitskreis vergroern bzw.

rechts oder links um b verkleinern oder unten um d ver-
verschieben: (Radius a): schieben:

x(t,b) = cos(t) + b x(t,a) = a*cos(t) x(t) = cos(t)

y(t) = sin(t) y(t,a) = a*sin(t) y(t,d) = sin(t) +d

e

Einheitskreis achsenparallel verschieben und vergroBern
bzw. verkleinern (beliebige Kreise):

x(t, a, b) =a*cos(t) + b

y(t, a, d) = a*sin(t) + d

Home-Editor), die Zeichnung dazu in Bild 2.

In Bild 1 sieht man die Eingaben als Baustein (Eingaben im

Ellipsen

x(t, a, b) =a*cos(t) + b
y(t, ¢, d) = c*sin(t) + d
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1 Fzr Fiw Fyr Ft FEr
- E Alacbral|Calc|0ther |PramI0|Clean Up
T . .

m - 2in(t)+d+ ukreisth, ., d) —_— e Die ].Emgabeldes Bausteins.
maocos(t)+ b+ xkreis(t, 3, b) Doke e Zwel Bausteinaufrufe:
mxkreisit, 2, 31+ xbict) Dohe Kreisradien = 2 bzw. 4.
Bygkreisit, 2, 22+ ygtl(t Done . _ . _
= ikr‘eisgt -4, '3; + itEEt; Dane ° .ykrels(l’4’0) B 4*5111(1.)4‘8 = 3.36588, das
mykreisth, 4, 0 + gb20L) Dons ist der y-Wert des Kreises fiir den Bogen
wykreizil, 4, O 3. 36599 der Lénge 1.
AN FERD AFFEOR FRE 21/

Eingaben im Home-Fenster

1 Fev | F% W (FEw_ FE™ i
vEZnnmEdit V"HllSt':llE':"‘.:.'-:?.E-..T ]
SFLOTE
MELLI=AEIEL=L L, £,
“ytl=gkreis(t, 2,
“whd=xkreis(t, 4,
“yt.2=gkreis(t. 4,
w 3=

tim

y

xtﬁf
ata=

HMAIN ERD AFFROR FAE HMAIN ERD AFFROR FAE

Ausgabe im Grafik-Fenster So sieht der y-Editor aus.

(D

Wir kénnen nun

e Kreise in beliebiger Lage im Koordinatensystem darstellen,

e Ellipsen darstellen, deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen sind,

e passende Bausteine definieren, die die verwendeten mathematischen Hilfsmittel zusam-

menfassen und deren Aufrufe viele Darstellungsmdglichkeiten mit Kreisen und Ellipsen
zulassen.

5.2 Families bilden - Kurvenmengen und Anderes ordnen

Im Unterricht gibt es immer wieder Anldsse, um betrachtete Objekte zu einer Menge mit glei-
chen oder dhnlichen Eigenschaften zu einer ,,Family* zusammenzufassen bzw. eine Menge
unter bestimmten gemeinsamen Aspekten zu betrachten.

Families bilden

Abb.5.2a Entwurf eines Tellers mit einer Kreis-Family | Abb.5.2b Eine Schar von Sinuskurven gedreht
im Hintergrund (Foto) (ANIMATO-Bild)
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[\ (9 (-] O LY -] el (2] 0

Abb.5.2d

Hier werden die Graphen zu Gerade, Kreis, Exponen-
tialfunktion, Sinuskurve, gebrochen-rationale Funktion
unter dem gemeinsamen Aspekt ,,Abstand Punkt —
Abb.5.2¢c Welcher Graph gehort zu welcher Funktion? | Kurve betrachtet.

(TI-Nspire-Bild)

Kardioiden-Family

So entsteht die Familie, die mittels des Pa-
rameters a Uiber den Bildschirm verteilt wird.

f1: a+cos(b*t)

2: a+sin(b*t)

3: f1(-3,1),f2(3,1),f1(-3,2),£2(3,2)

f4: £1(-3,1),12(0.5,1),f1(-3,3),£2(0.5,3)
£5: £1(0,1),12(3,1),£1(0,4),f2(3,4)

f6: £1(0,1),12(0.5,1),f1(0,5),£2(0.5,5)
7: £1(3,1),12(3,1),£1(3,6),f2(3,6)

f8: f1(3,1),12(0.5,1),f1(3,7),£2(0.5,7)
(ANIMATO-Bild)

Zufallszahlen-Families

Zufallszahlen werden zu Simulationen bendtigt. Dabei geht man in der Regel von der grund-
legenden Anweisung ,random® aus (bei manchen Programmen auch in anderer Syntax, wie
z.B. rand()), die Zufallszahlen aus dem Intervall [0,1] erzeugt. Diese kdnnen dann durch ge-
eignete Abbildungsterme in andere Bereiche transformiert werden, die durch die vorliegende
Simulationsaufgabe bestimmt werden. Die folgenden Voyage-Abbildungen zeigen einige sol-
cher Bereiche.

1 Fex | _F3 |F4 JFETT. FET N F5 &l FE- 7
- E Zoom|Edit] «|A11 5‘L'=|1E'T:"'E [ T ] Zoon|Trace [Regraph|Math (Oraw| -
FLITE_
3t 8= -prandl) =
vyt B=randl) e
vt 9=floor: 3 - rand(i + 1 a2
gt 9=f Loord 2 - randin) .; _"l:

b 1B=2 - r-andi) ¥

L I L
“yt.l8=-.5" rand() e
it =¢Toorc2- rand0 - 1) \_NVU \ || ik S o N
~y =t 1oarl £-Fan -
e |

Xt12¢td=

HMAlN FAD AUTO FAF HMAlN FAD AUTO FAF

Abb.5.2e Abb.5.2f
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1. Aa=] gt2 =t3 gt =t10 =t11 t11
- 4598 L 63IREI I . - rd2EE I
L1 - ragd. 14891)1 . 23395 o A [
a2 “LE3T 249922, O =loi=E) - -2 -1.
3 —.6141]. 7YS935|3. . ki - “LHF -1.
] - EE N =R . IRV . - o I [
05 .34 |.83646|2 . - rA355 05 o, FO3E56/ -.1105] -. a5 -1.
- HE -, 1119393333 . e - HE o. LOSE5E - 033 -. @5 -1.
7 - 2556, 834888]2. I . 5938%_ 7 o. . 5938% - 18?% N -1.
t=0. wt11Cto="1.
HAIN FAD AUTO FAR HAIN FAD AUTO FAR
Abb.5.2g Abb.5.2h

Aufgabe 1: Welche Terme, Graphen und Tabellen von Abb.5.2¢e bis 5.2h gehdren zusam-
men?

Aufgabe 2:

Auf einer Party treffen sich 5 Personen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau 2
davon im 4.Jahresquartal Geburtstag haben? - Bearbeiten sie das Problem durch Simulation
und veranschaulichen sie diese.

Losung: Die Jahresquartale konnen durch die Zufallszahlen aus M={1,2,3,4} simuliert wer-
den. Da es 5 Personen sind, bentigen wir viele 5-Tupel, die jeweils aus Elementen aus M
bestehen.

Die Elemente von M erhilt man u.a. mit dem Term floor(4*rand())+1, siche xt12 in Abb.5.2j
(mit Voyage 200).

1 Few |_Fz F4 TFE™|_ FE™ i
vﬂ Zoom(Edit| < |A1L|Style| x: T ]
L] L] L] L] n = JLHTS
“uwt12=t
" un bl i wigb 12=f laor(d - randi + 1
bl n b i B " " v’xt13=5-i+.4|i={1 2 3 4 5 6}
L] L] L] L ] L] L ] L] L] v’g%%Sft
StH;I xt13: Trennstriche zwischen
SHE: den 5-Tupeln
®*L16=
ot 18—
otld{t =
FAATN FRD AUTO FAF: MAIN RAD AOTO FAR

In Abb. 5.2i sind die Daten zu Ser-Gruppen getrennt, man hat die oberste Zeile ins Auge zu
fassen und sieht in der obersten Zeile (y = 4) in 2 Gruppen gerade 2 Schiiler, die im 4.Quartal
geboren sind. Bisher ist das in 2 von 10 5-Tupeln der Fall. Ein erster Schitzwert flir die
Wahrscheinlichkeit ist also 0.2. Nun wiren noch viele weitere Versuche durchzufiihren. Man
fasst dazu die Werte in der Tabelle fiir yt12 zu 5-Tupeln zusammen und wertet diese aus.

u
in
0
il
I
i
T ] v [ EA T

t=6.

HMAlN FAD AUTO FAF HMAlN FAD AUTO FAF

Abb.5.2k: Einstellung im Window Abb.5.21: Werte in Spalte yt12 auswerten

Ein anderer CAS-Ansatz steht in Abbildung 5.2.m
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Hierbei werden mit Hilfe des seq-Befehls 5-Tupel
erzeugt, die man leicht auf 2 Vieren untersuchen und
zdhlen kann. So hat man das Datenmaterial noch
schneller zur Hand.

1. 4.
wPCd¥randC>o+1 i ,.1,.5>,.5,1,10

HMAIN FAD AUTO FAR__ 1/30

~ Abbildung 5.2.m: Zufallszahlen 5-Tupel

Parabelberge
Es sind fiir die SchiilerInnen motivierende Aufgabenstellungen, die viel Mathematik {iben und
dariiber hinaus auch experimentelle Entwurfsarbeiten erfordern:

e Zeichne Landschaften mit deinem CAS oder

e erstelle dein personliches Logo oder

e zeichne Gesichter usw.

Abb.5.2n: Auf dem Weg zu Gebirgsgraphen

Hier lautet die Aufgabenstellung:
Aufgabe: Erstelle eine Parabel-Berglandschaft! Benutze dein CAS.

Bearbeitung: Die ersten ,,Berggraphen® kdnnten sein:
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Fz FEr v

F4
Zoom|Trace|Rear-aph |Math|Draw|-

1w _Fev | F§ ] Fex | _FE™ |F7
+ = |Zoon|Trace |Rear-aph [Math|Drau |+

/

/

!

HMAlM EAD EXACT FUMC

MAlH EAD EXACT FUHC

Abb. 5.20: Ein Graph (zu y = -x"2+5), der in etwa die
Form eines Berges hat.

Abb.5.2p : Schon besser!

Es wire allerdings noch schoner, wenn die Parabelberge auf der x-Achse stehen wiirden. Und
vielleicht kann man noch weitere Berge zeichnen.

Eine weitere Bearbeitungsmoglichkeit:

Hier wird eine Losung gezeigt, die mit dem Animations-Plotter ANIMATO erstellt wurde.
Diese Losung soll nun ausfiihrlicher dargestellt werden, weil hier ein Baustein mit Parametern
benutzt wurde. In dhnlicher Weise kann man auch z.B. mit DERIVE arbeiten.

G
":::s:\
N

1
//" s
LN

Abb.5.2q: Parabelgebirge im Koordinatensystem — dieses konnte man noch beseitigen

Der folgende Auszug ist das Protokoll des eingegebenen Programms und der Bildschirm-

daten. Rechts steht eine Erldauterung.
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fl=-a*(x-b)"2+¢

2={f1(1,2,u)>0:f1(1,2,u):undef}
3={f1(2,-3,u)>0:f1(2,-3,u):undef}

£5={f1(0.2,-8,u-2)>0:f1(0.2,-8,u-2):undef}
fo={f1(8,8,u+2)>0:f1(8,8,u+2):undef}
f7={f1(1,2,1)>0:1(1,2,1):undef}
8={f1(1,2,1)>0:1(1,2,1):undef}

Xmin= -10
Xmax= 10
ymin= -1
ymax= 10
xgrid= 1
ygrid= 1
-name=

-range0=-10,0.02,1000 1000 x-Werte
-rangel=1,0.4,10

f4={f1(0.5,4,u-0.5)>0:f1(0.5,4,u-0.5):undef}

10 u-Werte von 1 an und in 0.4-Schritten

Unter f1 steht ein Baustein
mit den drei Parametern a,
b, c. Er beschreibt Parabeln

a: Steilheit

b: Verschiebung lings
der x-Achse

c¢: Verschiebung lings
der y-Achse.

2 bedeutet: Wenn die y-
Werte f1(1,2,u) grofler als 0,
dann die Werte zeichnen,
sonst nicht. Dabei ist die
Parameterbelegung:

a=1, b=2, c=u und u nimmt
die Werte 1, 1.04, 1.08 usw.
bis 5 an (siehe links)

Mathematik ordnen

[ e
Ein alter Briefkasten in Windhuk
(Namibia)

In den Briefkasten kommt alles ungeordnet
hinein.

Spéter wird geordnet und die Post weiter
versandt.

Was sind die Ordnungsprinzipien bei der
Post?

Kann man mit diesen Prinzipien auch in
der Mathematik etwas anfangen?
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Kl6tzchen-Family, Klotzchen zusammenbauen / ordnen il
Mathematische Zusammenhénge zwischen den Eintragungen
auf der Tafel (in einem Restaurant) finden / ordnen

Die Kreisfiguren sollen nachgezeichnet werden! Ordne Ordne die hier sichtbaren mathematischen Elemente.
sie nach dem Schwierigkeitsgrad der Zeichnung fiir dich. | Bringe sie auf giemen CAS'BlquChlrm' - Parallele
Kannst du einige Figuren mit deinem CAS erzeugen? Smuskurvlen, Sinuskurven gesplggelt an 'y = X, ausge-
Teilt euch die Arbeit auf. fiilllte Kreise, Zufallspunkte (klein und grof3)

Als zu erwerbende oder zu iibende Kompetenzen und Fertigkeiten werden bei den hier
angesprochenen Fragestellungen u.a. verfolgt — auch abhiingig von der Klassenstufe:

e Argumentieren: Ordnen nach vorgegebenen oder selbstgewihlten Ordnungsprinzipien
und begriinden

e Darstellungskompetenz: Funktionen bzw. Funktionenklassen erkennen

e Erkennen von Zusammenhingen

e Darstellungskompetenz: Selbst dhnliche komplexe Bilder erzeugen und dem Mitschii-
ler vorlegen

Aufgabe
Bringen sie Ordnung in das ,,Kurvenchaos* auf den folgenden Bildern des Taschencomputers
TI-Nspire. Was sind ihre Ordnungsprinzipien?
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X @ PN R e 0

1) Das Bild wird vorgegeben. — Die SchiilerIn-
nen werden die jeweils parallellen Geraden
entdecken (Scharen S1 bis S4) und kénnen in-
nerhalb einer Schar Gleichungen aufstellen und
den Steigungswert feststellen.

2) Die SchiilerInnen kdnnen solche Bilder auch
selbst entwerfen und ihren Mitschiilern zur Be-
arbeitung vorlegen.

Ubung in der Sekundarstufe 2.
Wie lauten die Gleichungen der Graphen?

Glas-Family

e  Gléser zéhlen (geht es auch
noch anders?)
Gléser anordnen
Volumina
Platzbedarf
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Muster entdecken — Zoomen, vergroflern, verkleinern

Das Ausgangsbild:
Dreiecksseiten
werden im gleichen
Verhiltnis geteilt

Die Figur wird
8-mal gedreht.

2 S
=

Vergroflerung 2

= oy , %
D s, SN &i&\ § )\%

VergréBerung 3~

Verkleinerung — bringt nicht viel

Mit diesen, bislang wenig beachteten Moglichkeiten des Vergrofiern und Verkleinerns
von Abbildungen gelangt man zu iiberraschenden Bildern und zu neuen Fragestellungen
und Einsichten, die man vorher kaum erwartet hat.

- Handelt es sich z.B. bei VergroBerung 3 um zwei ineinanderliegenden Astroiden?
- Der Ubergang von der Ausgangsfigur zur Drehung lenkt die Betrachtung auf abbildungsge-
ometrische Mdoglichkeiten, die der Analytischen Geometrie der Schule neue Impulse geben

konnen.
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5.3 Vergleichen von Kurven, Kurvenscharen und Tabellen

Die Methode des Vergleichens von Objekten aller Art (Losungen, Kurven, Kurvenscharen,
Beweisen, Bilder usw.) wird im Mathematikunterricht i.a. zu wenig beachtet und ist dennoch

sehr fruchtbar.

Als erstes Beispiel betrachten wir zwei Kurvenscharen und erschlieen daraus einige charak-

teristische Eigenschaften.

Beispiel 1 — Zwei Kurvenscharen werden verglichen

2

Gegeben sind die beiden Kurvenscharen S1 y = sin(x) + Y und $2 y =sin(x) + L
X

7 )

. u
Abb.a: Kurvenschar S1 y = sin(x) + —
X

mit u aus [0, 3]

N\ A
/W
\\\\\\

Abb.b: Kurvenschar S2 y = sin(x) + L

mit u aus [0, 3]

RN
N\

2

1. Vergleichen Sie die beiden Scharen, ohne Rechnungen.
2. Die Scharen haben zwei gemeinsame Kurven K1 und K2 — welche sind das?
3. Geben Sie eine Formel an fiir Berechnungen von Flidcheninhalten

3.1 zwischen den beiden Kurven K1 und K2,

3.2 zwischen je einer Kurve aus S1 und S2 bei gleichem u
3.3 zwischen je einer beliebigen Kurve aus S1 und S2

Bearbeitung zu 1: Man kann z.B. die Kurven zu den u-Intervallenden betrachten.

) u
S1 y=sin(x)+—
X

2
. u

S2 y=sin(x)+—
X

y = sin(x)

y = sin(x)

e e
Il
W o

y =sin(x) + 3
X

y =sin(x) + 2
X

y =sin(x) + 1
X

y =sin(x) + 1
X

Hinweis: Ubrigens macht die Be-
rechnung von Extremwerten usw.
Probleme mit manchen CAS. Pro-
bieren sie es aus!

Wiéhlt man ein u fiir S1 (z.B. u=3),
so erhélt man die gleiche Kurve in
S2, wenn man dort den Wert

sqrt(u”2) wahlt (also z.B. sqrt(9)).

Wihlt man fiir beide Kurven den
gleichen Bereich [0,3] und die
gleiche Schrittweite h, so ergeben
sich gleiche Kurven nur fiir u=0
undu=1.
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Bearbeitung zu 2 und 3:

4

Abb.c: Hier sicht man S1 und S2 gleichzeitig und auch die | Abb.d: Die gemeinsamen Kurven sind
gemeinsamen Kurven

) 1
y = sin(x), u=0, und y = sin(x) + —, u=1
X

_FimT Fev Trsz ruvT FS T FE T ] |’F1-u|;|‘|’ Fev Trsz ruvT FS T FE T ]
= f—|Alacbra|Calc|Obher |PramI0|Clean Up = f—|Alacbra|Calc|Obher |PramI0|Clean Up
z z
. u . u u u
-51h(X)+T—[51h(X)+;] e
b2 ] lal
u u - —_— . -_—
.Ja[ - l 23 ln[lbl] TRATER
bl 1 I Jb[uz u] El 5
lJ3[51n(x)+?—51n(x)]dx ln[g L sE il 1n| m -[u—u ]
JCCsinC{x2+1 x—sintx)). x.a.h>
HHIN RO AUTD FUME_1./30 HAIN FAD_ALTO FUNE_ 4730

Die Rechnungen fiir Aufgabe 3 ergeben die Formeln in den beiden Voyage-Bildern. Auch
hier sind Fallunterscheidungen beziiglich der auftretenden Parameter angesagt.

Die Vergleichsideen von Beispiel 1 lassen sich auf andere Kurvenscharen iibertragen bzw.
weiter variieren. Insgesamt ergibt sich durch Vergleich der Scharen mit passenden Problem-
stellungen ein kleines Unterrichtsprojekt, in dem vorhandene Kenntnisse angewendet und
gelibt werden konnen, aber aufgrund der offenen Fragestellunen auch Vertiefungen moglich
sind.

1.5 15 o

i BN

u u
Abb. e, f: Weiterarbeiten — die Ableitungsgraphen y = c08(X) —— und y = cos(X) ——
X X
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Beispiel 2 — Kurven-Family

a) Rekonstruieren sie die Abbildung mit ihrem CAS.

b) Vergleichen sie die Graphen, indem sie ihre Eigenschaften in der Tabelle unter dem Bild
notieren.

c¢) Versuchen sie {2 so zu dndern,dass fl entsteht (entsprechend mit {3, f4).

fl: sin(x)+1 Text ...

2: cos(x-3.14)

f3: 2”x

f4: {(x-2)<0.01:-1/(x-2):undef}

Die Aufgaben a) und b) konnen als Ubung mit den gegebenen Funktionen aufgefasst werden,
Teil ¢) fiihrt zu einem experimentellen Arbeiten und vertieft damit a), b).

Wichtig: Mit Aufgaben dieser Art wird auch die sonst in der Regel iibliche Beschriin-
kung auf jeweils eine Funktionenklasse beseitigt — ein Ansatz, der sich an verschiedenen
Stellen des Curriculums durchfiithren lisst.
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Beispiel 3 - Die Ableitung von y = In(x) mit Computerhilfe
Dieses unterrichtserprobte Beispiel ist auch fiir einen Grundkurs gut geeignet.

Die Stundenidee:

1) Bekanntlich ist y = In(x) die Umkehrungvon y =¢”.
2) Der Graph der Ableitung von y = In(x) kann angenahert durch den Graphen des Differenzenquo-
tienten DQ von y = In(x) fir sehr kleines h dargestellt werden.

1
3) Aus dieser Darstellung erwachst die Vermutung, dass die Ableitung von y = In(x) gleich — ist.
X

1
Der Graph zu y = — scheint das zu bestatigen, denn er liegt auf DQ.
X

1
4) Der Vergleich der Tabellen zu den Graphen von y = — und DQ gibt die schon (fast) endgtiltige
X

Gewissheit.

Die Ableitung von y = In(x)

Im Unterricht kann die Entstehung der Abbildung demonstriert werden, besser ist der Entwurf
durch die SchiilerInnen. Wir zeigen nun drei CAS-Versionen.

Version mit dem Animationsprogramm ANIMATO

1) Mit der Visualisierung des Ableitungsgraphen zu y = e*x durch Differenzenquotienten
wird Bekanntes wiederholt oder die Idee neu eingefiihrt.

f7: efa fir u wird eine Folge gewahlt, die gegen 0 lauft.
f8: (f7(t+u)-f7(t))/u

fO: (F7(t-u)-f7(t))/(-u) bekanntlich ist in diesem Fall die Ableitung wie-
f10: et der die e-Funktion
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2)

f11: f7(a),a 2) Die Umkehrung zu y = e*x wird y = In(x) ge-
f12: In(a) nannt.

3)

f13: (F12(t+u)-F12(t))/u
f14: (F12(t-u)-F12(t))/(-u)
£15: (F12(t+0.00001)-F12(t))/0.00001

Visualisierung des Ableitungsgraphen zu y=In(x)
Graph und Wertetafel zeigen: Die Ableitung
scheint wohl y = 1/x zu sein — auch eine andere
Vermutung kann ausprobiert werden..

4)

f16: {a>0:1/a:undef}

Also wird y=1/x gezeichnet, Vergleich der Gra-

f19: 1/x phen von f15 und f19 und der Wertetafeln
x,t f15 f19 x,t f15 f19

-6 ? -0.16666667 0.5 1.99998 2

-5.5 ? -0.18181818 1 0.999995 1

-5 ? -0.2 15 und f19 1.5 0.66666444 0.66666667
-4 ? -0.25 2.5 0.3999992 0.4

-3.5 ? -0.28571429 3 0.33333278 0.33333333
-3 ? -0.33333333 3.5 0.28571388 0.28571429
-2.5 ? -0.4 4 0.24999969 0.25

-2 ? -0.5 4.5 0.22222198 0.22222222
-1.5 ? -0.66666667 5 0.1999998 0.2

-1 ? -1 55 0.18181802 0.18181818
-0.5 ? -2 6 0.16666653 0.16666667
0 ? ?

Damit ist der Grundkurs sicher iiberzeugt. Fiir den Leistungskurs kann es z.B. so weiterge-

hen:

5)

Geringfligige Werteabweichungen zeigen: Man sollte vielleicht doch noch (In(x))" = 1/x
rechnerisch in einem Beweis zeigen. Das kann z.B. so geschehen:

Beweisfiihrung

y=e"x, Umkehrung y=In(x)
Ansatz: eN(In(x)) = X
[e*(In(x))]" = x

e(In(x)) * [In(x)]" = 1
x*[In(x)] = 1

Also [In(x)] = 1/x

Erlauterung durch die S

Funktion und Umkehrf. verkettet (immer =x)
?

?

AuBere * innere Ableitung, Kettenregel

?

?
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Version mit Voyage 200 (Text entsprechend wie oben)
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&[ATA:

""‘:Il
2= ln(
3 UZ(K + o — a2

h
ryaed 93500 [h=,0013,x >0
“Lundef,elze
inl

HalW ERD AUTO FUHC

1 Fev 5
E Zoom|Trace Regraph [WERA S [ B .&9

HMAlN KAD AUTO FLUHC

B FET
v{— Ennm Ed1t " FIlllStgleT< T T

SFLOTE
Uz Y20k + hﬁ e

Wl | b= £.0013,% 0
undet . else

1
?,X>EI

undet,else

gl =

SyS=
ue

b (xa=

| [MAIN FAO AUTO FLUHC

1M _Fev

- f—|Zoon|Trace Regr‘aph Math|Oraw]-

HMAIN FAO AUTO FLUHC

=] 5457 . 6931[1.998 7.

Ly
I
2.5 [17.1g2 o1era]. 39997].4
. Z.71835[d. L3995 [1. 3. 20, DE6[ 1, 0986, 35328, 55550
.5 [d.daiv]. o], boedd . EEEET 3.5 |3 11912000 saotr|. saarl
2 7. oo 6o1o], $995E. 5 4. S, 5951, S063], 24997, 25
2.5 [iz.ige(.o1ezo]. 359927].4 4.5 [o0.0iv[1.Se4d]. FF57 | PrEe7
z 20, 26l 1, 098e], 33208, Saa sy S, 142, 411 a4, 199598]. 2
3.9 |53, 115(1. 008, 28067 Faar] 5.5 SN NG T T |
x=0. x=5.5
| [MAIN FAD AUTO FUKC | FRIN FAD AUTO FUKC

d
F.2391]. 8931549988, 5

Version mit DERIVE 6 (Text entsprechend wie oben)

e™x

LN (x)

Indg (%, u) := (LN (x+u) -LN (%) ) /u
VECTOR (1lndg(x,u),u,1,0.001,-0.05)
VECTOR (1lndg(x,-u),u,1,0.001,-0.05)
1/x

I Zusammenfassung: Entsprechend geht das auch mit anderen Ableitungen! Das sollte
man deutlich herausstellen!
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6. Modules (Bausteine) - modulare Kompetenzen

6.1 Das Modulkonzept

Wir haben schon in Kapitel 2 (Nachhaltigkeit) gehort, dass das Modulkonzept (oder auch
Bausteinkonzept) zu den nachhaltigen CAS-Konzepten gehdrt. Kapitel 3 gab wichtige Infor-
mationen iiber Black-Boxes in Zusammenhang mit dem Problemkreis ,,Von Hand oder mit
CAS?“. Hier folgen nun Details und Anregungen fiir den Unterricht.
Fiir eine ausfiihrliche Beschiftigung mit dem Bausteinprinzip verweise ich auf meine Verof-
fentlichungen dazu (siehe u.a. meine Homepage www.snafu.de/~mirza), insbesondere auf
o Lehmann, Eberhard: Mathematiklehren mit Computeralgebrasystem-Bausteinen,
Franzbecker-Verlag, Hildesheim 2002
o Lehmann, Eberhard: Mathematikunterricht mit Parametern in der Sekundarstufe 1,
Schroedel-Verlag, Hannover 2002
jeweils mit zahlreichen Unterrichtsbeispielen.

Das Bausteindreieck

grundlegende Informationen iiber das Bausteinprinzip

Definieren Benutzen
M verstehen und strukturieren, als Black Box
modellieren, implementieren, te- (durch Baustein-Aufrufe)
sten, dokumentieren (White Box) )
® selbstdefinierte Bausteine ° Modelhereil
e vordefinierte Bausteine ° P.roble.n?e 16sen
(vom System vorgege- e visualisieren
bene Definitionen)
e Schachtelung von Bausteinen
Das Bau-
stein- ~ v g
Dreieck
Kompe- Bausteine
tenzerwerb (Bausteinsammlung)
im Unter-
richt —und
viele Mog-
lichkeiten Analysieren
. Die White Box erweitern
fiir Klassen- Analysieren der mathematischen Substanz durch Parametervariation - experimentieren

arbeits-

aufgaben / \

mit Parameterbelegungen Visualisieren mit anderen
(Datentypen) aus dem Datentypen

direkten Umfeld des Bau- ¢ »
steins

A

Abb. Das Bausteindreieck: Definieren, Benutzen, Analysieren

Abbildung 6.1a: Das Bausteindreieck — Definieren, benutzen, analysieren

Grundlegend fiir das Arbeiten mit Modulen / Bausteinen ist das Bausteindreieck, siche Ab-
bildung 6.1a. Die Ecken des Dreiecks markieren die grundsitzlichen didaktisch-methodischen
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Moglichkeiten, ndmlich das eigene Definieren von Bausteinen (zusitzlich zu den vom System
vorgegebenen Bausteinen), das Anwenden in vielfdltigen inner- und auBermathematischen
Situationen und die Analyse von Bausteinen — in Abhdngigkeit von den gewéhlten aktuellen
Parametern.

Bausteindefinition

Module mit Parametern werden von vielen Computersystemen bereitgestellt oder konnen vom
Benutzer selbst definiert werden. Beispiele werden weiter unten gebracht. Abbildung 6.1b zeigt
an zwei Beispielen, wie man die Definition von Bausteinen durchfiihren kann.

Aufgabe: Zeichne viele Geraden durch den Aufgabe: Bestimme den kiirzesten Ab-
Punkt P(3,2). Fiir diese und viele andere Auf- | stand des Punktes P(4,3) von der Sinuskur-
gabenstellungen bendtigt man etwa schon ab ve. Fiir die Abstandsberechnung ist offen-
Klasse 8 die Punkt-Steigungsform einer Gera- | bar die bekannte Formel fiir den Abstand
deny-b=m*(x - a) bzw. y=b + m*(x - a). zweier Punkte niitzlich.

Wir definieren also Wir definieren also:

Baustein-Definition Baustein-Definition

ger(x,m,a,b):= b+m*(x-a) abstand(ax,ay,bx,by):=

sqrt((ax-bx)"2+(ay-by)"2
Baustein-Aufrufe sind z.B.
ger(1,2,3,4) , Baustein-Aufrufe sind z.B.
Ergebnis ist 4+2*(1-3), also 0 abstand(1,2,3,4)
abstand(3,4,x,sin(x))
ger(x,m,3,4),

Ergebnis ist der Term 4+m*(x-3), das sind fir m
aus R alle Geraden durch P(3,4)

N m Graph zu abstand(3,4,x,sin(x))
Graph zu ger(x.m.3.4)) (gepunktet)

k\

Abb. 6.1b: Definition zweier Bausteine und Visualisierungen (Animato)

Fiir den Voyage 200 kann man so vorgehen:

Fi T Fiv Fiw | P TE TE™ .
- E Algsbra|Cale EILher*TPr‘ngDTElean Upﬁ Abb. 6.1c:
Definition zweier Bausteine und Visualisierungen
. J[ ®a - xb)2 +{ua - ubjz + abstixa, ua, be, uk (Voyage 2()())
e
B abst(3, 4, %, 510000+ gl(x) Doke
mh+mefx=-aldgerix,m,a,b) Done
"ger(x,m, 3.4 m=0"3 -2 -1 @ 1 b
Oame
MAIN KAD EXACT FUNC 4/30
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1"™|_Fer FEw F&r

1 Fexr | F= FEx | _FGT™ HE
o ﬁ? - f—|Zoam Tr*ac.e Regr‘aph Math |0z | -

w e [Z0om | Trace Regraph Math|Oraw|-

TR FADERRET FUH:':II MAIN RAD EXACT FUNC
Visualisierung von ger(x,m,3,4) Visualisierung von abst(3,4,,x,sin(x))
Baustein-Analyse

e Die Untersuchung eines Bausteins auf seine Eigenschaften fiihrt zu einem vertief-
ten Verstindnis fiir den Arbeitsbereich des Bausteins und damit fiir seine Leis-
tungsfihigkeit.

e Zudem ist die Analyse von Bausteinen eine gute Gelegenheit zum experimentellen
Lernen!

Hat man einen Baustein mehrfach benutzt und einige seiner Anwendungsmoglichkeiten er-
kannt, besteht moglicherweise der Wunsch, in den Baustein hineinzublicken:

Was kann der Baustein so alles?

A

Baustein - o
Ein Beispiel:
Analys.e des Definition: x*2 + p*x +q > parabel(x,p,q)
Bausteins
parabel(x,p,q):
parabel(x,—2,-3), das ist parabel(x,p,4), das ist der parabel(x,5,q),
der Parabelterm Term einer Parabelschar: die Parabelschar
x"2-2x-3 x"2 +p*x +4 X2+ 5x +q
parabel(5,-2,-3) =12, parabel(x,—2,-3) =0, Fallunterscheidungen fiir
Punkt P(5,12) der Parabel Ansatz fiir die Nullstellen? p.q
parabel(5,-2,-3) = 10 solve(parabel(x,—2,-3)=0,x) parabel(x,5,q)|q={2,3,4,5}
false, = (5,10) nicht auf Parabel x;=-1,%x,=3 - y1(x), Parabelschar
zeichnen lassen

Abb. 6.1d: Analyse eines Parabel-Bausteins -Beispiele fiir Bausteinaufrufe
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Kennenlernen von Bausteinen

Bausteinen kann man sich von verschiedenen Seiten ndhern, unter anderem so:

Bottom up—Vorgehensweise
Ein Baustein entsteht aus einer Aufgabenserie mit einander dhnlichen Termen oder Figuren.
Weitere Bausteinaufrufe erweitern die Kenntnisse.

Baustein als Black-Box
Ein Baustein ist schon bekannt oder wird vorgegeben und fiir Anwendungen benutzt

Top down-Vorgehensweise
Ein vorgegebener Baustein wird analysiert durch eine Vielzahl von Aufrufen und Beobach-
tung der Wirkung.

Startpunkt
- - - DAS VERFAHREN VON HAND DURCH-
Die Handrechnung bis zur Losung (Algorithmen .| FUHREN.
verstehen und entwickeln). Von der White-Box
iiber

\ 4 v
schrittweise Umformungen mit Hilfe des CAS die Grey-Box (Zwischenbox)
(nach den bekannten Rechenregeln). >

. . zur
Dieses wird ersetzt durch
A 4 A 4

die Anwendung eines passenden CAS-Bausteins. Black-Box
» mit passenden Parametern.

Abb. 6.1e: Von der White-Box zur Black-Box

Die Abbildungen 6.1e und 6.1f zeigen Wege zur Einfiihrung und Arbeit mit Bausteinen.

(1) Ein Baustein wird schrittweise entwickelt — bis er als Black-Box ,,abgelegt” werden kann.
Aber auch der folgende Weg ist moglich:

(2) Ein Baustein, der in Form einer Black Box vorliegt, wird analysiert — eine White-Box
entsteht. Hinweis: Man beachte den Startpunkt und die Pfeilrichtungen.

Die Handrechnung bis zur Losung White-Box

(Algorithmen verstehen und entwickeln ) DAS VERFAHREN VON
HAND DURCHFUHREN

A

die mehrfache Anwendung wird erforscht Startpunkt
des CAS-Bausteins, Parametervariationen durch Black-Box
< mit passenden Parametern

Abb. 6.1f: Von der Black-Box zur White-Box — auch das geht
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Beispiel 1: Ein Abstandsbaustein

Eine Einsatzmdglichkeit eines vielfach verwendbaren Abstandsbausteins (seine Definition ist
schon in Klasse 9 erfolgreich: Abstand zweier Punkte, siche Kapitel 6.2) zeigt die Abbildung
6.1g.

Im Leistungskurs (siche auch Kapitel 6.3) bearbeitet jede der Projektgruppen die Fragestel-
lung , kiirzester Abstand des Punktes (5,3) vom Graphen* fiir einen anderen Funktionsterm.
Alle konnen den Abstandsbaustein entsprechend selbst definieren oder den schon vorliegen-
den Baustein benutzen. Die Solve-Anweisung wird allerdings bei den einzelnen Termen auf
unterschiedliche Interpretationen fithren. Die Abschlussdiskussion fithrt dann zu weiteren
Fragestellungen.

SRR (' cilheree ol it
Modulare Kompetenzen § § § § § © |etine sbstand(a,b, o, =f(a- o) (0= 9)]

: : : : : : Darne
erwerben c : : : : ©|wabstand(s,3,5.7) g
b : : : H H : : : : i N v Donel

: : : : : : : : : i : : lsolue[%(abstandts,&x,F(x)))=D,><] )
— T — — - T — o i O S N -

MAIN RAD_AUTO FUNC 1171z

. Ein Kleines Projekt: ; : ;
.. Abstand Punkt-Kurve Aoi1s _ _ _ _ _ i ... S
NS5 T T A R
: ........ f.2:2X_'_:1..:....§...§....:......:. F : ......... : ......... : ......... ; ......... ; ......... : ......... : ......... : ......... :
IS 1 NN N U O I D O A R N NN S BN B R
CfArsing) I T .
ke 1 i+ o4 IECONORRNCRORS.. . ¢

R VL0 TN NS FRE UNOE AT OSSN 1 - SO USSR U S SRR SUO S S

8: 2008(x)4,28IN(X)+2 -

Abbildung 6.1g: Ein Abstandsbaustein

- siehe Kapitel 6.3 >

Beispiel 2: Ein Zufallsbaustein

Im Bereich der Stochastik kann man u.a. den Zufallsbaustein von Abbildung 6.1h verwenden.
Mit ihm kann man diverse Zufallspunkt-Transformationen durchfiihren, eine schéne Ubung
und gut geeignet das Verstdndnis fiir die in der Stochastik hiufig verwendeten Simulationen
zu vertiefen.

Ein dazu passendes Beispiel arbeitet mit dem parametric-mode des Voyage 200.
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EC — Y s (s e wd T T (| [......
- RE
+xtd=-&-rand() - 5 = 5 = LEL R
Myl el B, le. 1. [=.d04]-2.239 o
he . 2. 4 94751, 126 _ .

ntE= N P [ P - = A Vi BRI

wt= P S P 73| '._';".. =

ez 4. (1. |5 [3.099~.9009 oy T

e 5. 1. 4. |-.5a48-.659
ut?(t)= t="2. FARIN FAD ERACT TAE:
HAlN FAD ERACT [113 MAIN RO ERACT FAE

~ Abb. 6.9: Wie gehen solche Transformationen mit der Benutzung eines Bausteins der Form a*rand() + b?

1 Few | _F= 4T FET_ FE™ S 1| _Fe™ F= Fy FE= | _FE™ |Fr
- E Zoom|Edit.| < |Al1l]Stylefs s T ] -~ f—|Zoon|Trace|Regraph|Math|Draw|-
FLOTE
axtgqnanggig " mowomom
wdaLA=ran Vorher wurde definiert: LRI
it i A1 a‘rand()+b->zuf(ab) DIl
“wbS=zuf(E, 1 w
*’HtgzﬁuF('E,'.Sj -'.-'i' - L TN N

- - = -

Et%f F“;‘:‘* Sl R T - M

ﬁfﬁ?i 5 L] g s Y
xthit 2=
RN FAD _ERALCT FAF AN FAD ERALCT FAE

~ Abb. 6.1h: Ohne Baustein — mit Baustein

Was sagen Schuler zum Bausteinprinzip?
Thomas Kolonko (Leistungskurs M, Klasse 13, Jahr 2000) meint :

»Im Allgemeinen sind Bausteine eine sehr sinnvolle Anwendung, wenn es darum geht, ein Problem
schnell und immer wieder zu lésen. Da der Baustein vom Benutzer selbst erarbeitet werden muss
und der Baustein in der Regel eine allgemeine Losung ist (Baustein mit Variablen), ist es eine gute
Ubung, um allgemeine Losungsansitze herauszufinden.

Mit einem Baustein ldsst es sich wunderbar experimentieren, d.h. mit wenigen Handgriffen kann
man verfolgen, wie sich eine Funktion oder Anderes verindern, wenn man cos(x) statt sin(x) oder
¢" einsetzt. Hier ist fiir den Benutzer eine groBe Moglichkeit gegeben, um das Verhalten von Funktio-
nen zu studieren. Auch die Moglichkeit, zwei Bausteine miteinander zu verbinden, ldsst fiir den
Benutzer eine Reihe von Moglichkeiten offen.*

Diese AuBerungen zeigen, dass sich durch die stindige Verwendung des Prinzips zahlreiche
Vorziige bei der Arbeit mit einem CAS ergeben. Diese gegeniiber einer mehr konventiellen
Arbeit mit CAS zusitzlichen modularen Kompetenzen verschaffen damit auch den
Schiilern, die das Vorgehen kennen, Vorteile gegeniiber anderen Schiilern. Das macht
sich dann z.B. auch bei einem CAS-Zentralabitur bezahlt.
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6.2 Ein CAS-Abstandsbaustein in Klasse 9 - Stundenentwurf

Voraussetzungen: Die Schiiler haben bereits mit dem Taschencomputer TI-92 gearbeitet.
Grobziele: Anwendung des Pythagoras, Einfiihrung in die CAS-Baustein-Technik.

Stundenentwurf Planung

Tatsachlicher Ablauf

(1) Einstieg:

Schiiler zeichnen mehrere Punkte an die Tafel (in
beliebiger Position). — Lehrer fragt: Wie weit ist es von
A nach B?

1)

Der Einstieg wurde auch so durchgefiihrt.

Schiiler skizzieren die Punkte in ihr Heft.

Schiiler schlagen das Messen vor. Ein anderer Schiiler
X spricht von Koordinatensystem.

(2) Tafel: Andere Abstandsberechnungen, Skizzen
Diese Phase soll dazu dienen, das Thema ,, Abstands-
berechnungen” fiir die S auf eine breitere Basis zu
stellen, also nicht gleich auf den Abstand zweier Punk-
te mit Pythagorasberechnung zu reduzieren. Lehrer
diktiert einen Text, der auf die Bedeutung von Ab-
standsberechnungen hinweist.

(2) Die S-Vorschldge werden an der Tafel festgehalten,
z. B. Punkte auf einer Kugel, Entfernung zweier Stidte,
Erde-Mond, Entfernung zweier Wohnungen. — Skizzen
erfolgten nicht.

Die S schreiben mit in ihr Heft. Lehrer diktiert:
,,Abstandsberechnungen verschiedener Art werden
hiufig bendtigt!” - Die Stunde erhélt ihr Thema: ,,Ent-
fernung zweier Punkte”

(3) An der Tafel wird der (kiirzeste) Abstand von A
nach B berechnet. Lehrer zeigt dazu eine Folie und
verteilt den Arbeitsbogen, siche unten.

(3a) Erst Zahlenlosung fiir Abstand AB, dann Formel
2°+5° =€ ,also e=+/29

(3b) Allgemein, Formel herleiten

XaXp) =-4--2=-2 (Ya-yp) =-3-+2=-5
(XpXa) =-2--4=2 (Yo-Ya)=2--3=5
Quadrieren fiir Pythagoras, also ist die Reihenfolge
egal.

abstand(AB) = \/ (x,—x,) +(,—2,)

(3) Die Idee des Arbeitsbogens wird vom L fallen
gelassen auf Grund der obigen AuBerung von X.
Die Idee von X (s.0.) wird vom Lehrer aufgegriffen:
L: ,,Wie meinst du das mit dem Koordinatensystem?”’
S: ,Kann ich das Kosy auch schief zeichnen?”

S zeichnet ein schiefes Kosy ein, x-Achse durch 2
Punkte, sieche Tafelabbildung unten.

- L lasst die Wahl des Kosy von Ss begriinden. Noch
ein zweites Kosy in anderer Farbe wird eingezeichnet
(das zeigt die Willkiirlichkeit der Wahl des Kosy).

- Dann wird mit dem ersten Kosy weitergearbeitet.

L setzt Klammern (..,..) an die Punkte B und C (stum-
mer Impuls).

- S fiithren Einheiten ein, setzen passende Werte in die
Klammern. B( ), C( ).

- S errechnen BC mit dem ihnen bekannten Pythagoras
(siche linke Spalte).

(4) Lehrerdemonstration mit dem TI-92 auf dem
View-Screen

Lehrer: Unsere Bausteindefinition! Weil so oft beno-
tigt!

JG, =%, +(v, —3,)> > abst(xa,xb, ya,yb),

Es werden Bausteinaufrufe, z.B. :
abst(-4,-3,-2,2) durchgefiihrt. Bestdtigung der Hand-
rechnung an der Tafel.

- Weitere Aufrufe mit den anderen Punkten zeigen,
wie effektiv der Baustein ist.

- Lehrer diktiert einen Text. Unterscheide zwischen
Bausteindefinition und Bausteinaufrufen.

“4)
Hier miindet der Stundenablauf in die geplante Phase
(4) ein. Diese Phase verlduft wie geplant.

Die Schiiler fithren die Definition auch an ihrem Rech-
ner durch.

S arbeiten an ihrem Rechner.

S schreiben mit. Markieren den Text (weil der wichtig
ist!).

(5) Hausarbeit aus dem Arbeitsbogen

L verteilt den Arbeitsbogen
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Hinweis:
Bei der Anwendung eines Bausteins, also den Baustein- Aufrufen ist selbstverstandlich die
Reihenfolge der Parameter wichtig. In der obigen Stunden wurde definiert

\/ (x,—x,)° +(y,—,)" > abst(xa,xb, ya,yb), also erst die x-Werte, dann die y-Werte.

Moglicherweise ist die folgende Definition glinstiger:
\/ (x,—x,)° +(y,—y,)> > absta(xa,ya,xb,yb), also erst die die Werte fiir A, dann fiir B.

Jedenfalls wurden die Schiiler auf die Bedeutung der Reihenfolge hingewiesen, was aber flir
sie ohnehin klar schien.

Erweiterung der Abstandsuntersuchungen

Die obigen Stundeninhalte lassen sich schon in Klasse 9 noch erweitern, indem z.B das Prob-
lem ,,Abstand Punkt / Gerade* betrachtet wird. Wenn man das an dieser Stelle zu anspruchs-
voll empfindet, kdnnte es auch in der Sekundarstufe 2 weitergehen, siche Kapitel 6.3..

T Tiw ], T T FE T e
£ i':'s'i'il"“-hTE- a;:]:jt?:s-r Prgm IO E-==’*| | - Herleitung der Formel und Definition

w s — bsz +(ay - bu]z 3 erbFCax, au, b, bu) des Baugteins in Klasse 9
- Bausteinaufruf:
moptfol, @, 8, 7 Abstand (1,0) Zu (8,0)
" entf3, 2,8, -5 I Abstand (3,2) zu (8,-5)
W enbfCS, 2, 0, 2o+ 1) I5(x2-2.x+2) Neue Idee Ein Punkt bleibt fest, fiir
2w+ 1+ gl Done den zweiten Punkte wird eine Punkt-
JEX 22X+ 22012 a2 menge genommen.
AN EAD EXACT FUMC 6/ B
Abb. 6.2a

1| Few | F= 4 FE* | _FG™ JF7
w = | Zoom | Trace |[Regraph|Math | zw |«

Was bedeutet das?

4 Graphische Veranschaulichung:
yl(x) =2x+1
y2(x) = Siehe Abb. 6.2¢
Punkt (3,2)
HCET. i 2. P
HIAIN FAD ERACT FUNC
Abb. 6.2b
|’F1 T Fer T Fir T Fur T FE T FE™
- E Algebra|Calc|0ther |PramI0|Clean Up
i = T Deutung der Abbildungen 6.2a bis 6.2¢
IJS-[KE—E-:{+2]+HE(K) Dore
i = =
'501'-.-'9[ dx[u?(x:l:l—lzl,x] w=1
Wil 15
mentf(3,2,1,[5) 13-4-[5
mentf(3,2,1,[5) 2.01385
HAIN EAD ERACT FUNE 10,30
Abb. 6.2¢
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Zwecks besserer Veranschaulichung solle man hier zum PC {ibergehen (Funktionenplotter,
DERIVE oder TI-Nspire).

¥ In Sek.1 Abstandsbestimmung

iiber die Wertetafel von y2(x)

~ bzw. von f4 (kiirzester Abstand
Punkt-Gerade).

f1= sqrt((a-c)*2+(b-d)"2)
=32
© f3=2x+1
LofA=11(3,2,x,2x+1)
£5=x,13,3,2 ;

3 8 7 % £ - : 2 > ; 3
R =
: ’ 1 \_\/

Abb. 6.2d: Animation der Abstandsberechnung mit Zeichnung des Graphen der Abstandsfunktion

Aufgabe: Erlduterung von Abbildung 6.2d
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6.3 Modellierung eines Abstandsproblems im Leistungskurs
mit Hilfe eines Bausteins — Projekt

Hinweis: Dieses Beispiel schliet an die Abstandsproblematik in Kapitel 6.2 an und ist auch
fiir die Betrachtungen in Kapitel 7 (Modellierung) geeignet.

Arbeitsblatt LK-MA-1, LEH, 6.1.2000

P(5.3)

-9 -8 8 10 11 3
Abb. 6.3a:
Absténde eines Punktes
von vielen Graphen

Aufgabenstellung:

Gegeben sind die Funktionen bzw. Relationen
f1(x) = sin(x),

2(x) = 2%,

f3(x) = (x + 1)/(x +4),

f4: 2*cost(t) + 9, 2*sin(t) + 6,

ihre Graphen sowie der Punkt P(5, 3).

Bestimme jeweils den Punkt auf den Graphen, der von P den kleinsten Abstand hat.
(Arbeit in 5 Gruppen mit 4 Schiiler/innen)
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Eine kiirzlich durchgefiihrte Unterrichtssequenz in einem Analysis-Leistungskurs hatte das
Thema:

Ermittle den kiirzesten Weg vom Punkt P(3,5) zum Graphen, siche obiges Arbeitsblatt
mit der Abbildung 6.3a.

Das Problem wurde als kleines Projekt angegangen - jede Gruppe befasste sich mit einem
Graphen. Insgesamt ergab sich der folgende Ablauf:

Problemstellung

Gruppeneinteilung, Themenwahl

Gruppenarbeit, alle Hilfsmittel erlaubt, insbesondere Benutzung das CAS des TI-92.

Fiir ,,schnelle” Gruppen: Entwurf einer Simulation des Problems mit dem Funktionenplotter PLOT11
Vortragen der Ergebnisse, Diskussion
Herausarbeiten der Gemeinsamkeiten und der Unterschiede Projektablauf
Konstruktion eines Bausteins fiir alle Teilprobleme
Erprobung des Bausteins

Im Folgenden werden einige der genannten Phasen, insbesondere auch die, in denen Baustei-
ne wichtig waren, genauer dargestellt.

Problemstellung
Hierzu wird auf das Arbeitsblatt, siehe vorige Seite, verwiesen.

Gruppenarbeit
Jeder Gruppe wurde einer der abgebildeten Graphen zugeordnet.

Losungen

Schon die Aufgabenstellung, der ja bei allen Gruppen die selbe Abbildung zugrunde lag, lie3
vermuten, dass hier gleiche oder dhnliche Bausteine helfen konnten. Beim Vortragen der Lo-
sungen wurde das noch deutlicher. Die Lésungen wurden teilweise als reine Zahlenlosungen
angegeben, andere Gruppen arbeiteten moglichst lange allgemein. Hier wird die Situation
nach der Bausteindefinition ndher geschildert.

Zunichst ging es flir alle Gruppen um einen Abstandsbaustein fiir zwei Punkte P(a, b) und

Q(c, d).

my, i FE W, T Erlduterungen
[fr{—|s-:=.-;§s-=.:.>*.s: F'r*ngIII|=.,=.:s-e:s=. E.=;aﬁ g

e
" dine abstandia,b,c,d =J[a S n::I2 +(b- d]z gt?;itgi:g(nadbei g)austeins

P
A . 0
LR

Oione
" abstand(3,3,5,7) 4 Test des Bausteins fiir die Punkte (5,3) und
" }:2 3 () Oore (5,7). Da die x-Werte gleich sind, muss sich
q 4 (Langeneinheiten) ergeben.
" zolve Eiahﬂa”dﬁ 2 3, Fx) =8, K] Erste Ableitung bilden und gleich Null set-

w = 1,94551 zen. SOLVE 16st die Gleichung und berech-
net den x-Wert des Kurvenpunktes, der den
T T ATTRTEE kleinsten Abstand von P hat.

Abb. 6.3b: Losung der x*2-Gruppe
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HER

Cyin

5"\.' .
ﬁ‘“ i

lJ[a—n::l +[b—dj +abstand(a, b,c, d)

Bins + fx) Oone

. EDIUE[%EahSLand(S, 3%, FO =0, :-::]

"_‘ﬂ-.-i N

1=5 or I:E.ihli}:j]E —E-sin(x) + x-(x - 10) = »
L . .=
wCabstand(S, 3, x FOxd) x)=0,x%)

MAIN FAD RFFEOG FUWE 7+ 7

Abb. 6.3c: Losungsversuch der sin(x)-Gruppe

Erlduterungen

Bausteindefinition

sin(x) wird unter dem Namen f(x)
gespeichert

Losungsversuch: Ableitung der
Abstandsfunktion Null setzen. Der
Versuch mit diesem Ansatz schei-
tert. Anderer Losungsweg: Siche
unten, Abbildung 6.3e.

HHE? s::w-.-
r ,:sf af xic T“s 5,5;;| |

J4- I::{ ST+ 6+ )
. EDIUE[E[aEELand(S, 3. F) = 6, }:]
w=10.6

o912 4e s 0 Done

. E.culue[%[abi.tandiﬁ, 3. FO)) = 8, :-::]
- Cabstand(5,3, %, f G0, 0=0,%)

MAIN FAD AFFROH FUMC 4/ 7

Abb. 6.3d: Losung der Kreis-Gruppe

Oberer Halbkreis

x1(min)

Unterer Halbkreis
(Fortsetzung in Abb. 4.2-¢)

(¥ 0la1 debralcate other [pranofc1ean UE[__]

S PP AP Done

. E.culue[%[abz.tand(ﬁ, 3%, FO0N =8, :{]
=T

-5n1ue[%[[5—x]2+|:3—5ir‘|l:}€:l:|2]=EI,::-:]
% = 6.92452 or % =4.61617 or x=2.69116

MAIN FAD AFFEDS FUHC B30

Abb. 6.3¢: Losung der Kreis-Gruppe

Unterer Halbkreis
Ableitung gleich Null setzen

Losung der Gleichung, x2(min)
Ein zweiter Versuch der sin(x)-
Gruppe. Hier ermittelt das CAS
drei Punkte-Kandidaten fiir den
minimalen Abstand.

Hinweis: Die Kreisgruppe hatte sofort erkannt, dass sie ihre Aufgabe ohne Differentialrech-
nung auf elementare Weise losen konnte. Eine solche Losung wurde von der Gruppe auch
vorgetragen. Die erhaltenen Ergebnisse wurden erst spiter durch die hier dokumentierte Bau-

steinlosung bestitigt.

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 119




Eberhard Lehmann

Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

Ergebniszusammenstellung

Funktion D(min) x(min) y(min)
minimaler Abstand
Sin(x) 3.077 6.92452 0.598
Trigonometrische Funk- (4.61617), (2.69116) diese
tion Werte kommen nicht in
Frage
2% 3.161 2.02 4.059
Exponentialfunktion
x =2cos(x) +9 3 7.4 4.8
y = 2sin(x) + 6 (10.6)
Kreis
(x+1)/(x+4) 2.332 5.0847, rechter Ast, 0.6698

Gebrochen-rationale
Funktion

(-4.76662), x-Wert fiir den
kiirzesten Abstand zum
linken Ast

Zusammenfassend konnen wir feststellen:

Prinzipiell konnen alle Abstandaufgaben der Art , kiirzester Abstand Punkt
P(a,b) zum Graphen von y = f(x) ” mit den folgenden Bausteinen bearbeitet

werden:

(1)
(2)
3)

Dabei miissen Sonderfille beachtet werden.

SQRT((a-c)"2 + (b-d)*2) — abstand(ab,c,d)
Funktionsterm — f(x)
SOLVE(d/dx(abstand(a,b,x,f(x)), x) = 0, x)

Diese Sonderfille betreffen z. B. die Lage des Punktes P(a,b) und die Art der Funktionen
bzw. Relationen. Auch ldsst sich die Losung manchmal auch elementarer finden.

Das Besondere an der geschilderten Unterrichtsreihe:
e Die Schiilergruppen erhalten sehr dhnliche Aufgaben, die sich prinzipiell alle mit dem
gleichen Ansatz bearbeiten lassen. So versteht spdter jede Gruppe den Vortrag der anderen

Gruppen.

e Abgesehen von Sonderfillen, erweist sich eine fiir alle Gruppen gemeinsame Baustein-
16sung als verbindendes Element
e Der Baustein abstand und der Term fiir f{x) konnen rationell fiir weitere anfallen Berech-
nungen (Abstdnde, Funktionswerte) benutzt werden.

Aber:

e Die unterschiedlichen Funktionsterme fiihren zu unterschiedlichen Gleichungstypen, die
sich dann leicht oder auch weniger leicht mit dem CAS l6sen lassen.

e Teilweise ergeben die Gleichungen mehrere Losungswerte, so dass weitere Uberlegungen
tiber den richtigen x-Wert nétig sind.
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6.4 Programmieren im Mathematikunterricht

Was ist ,Programmieren”?

., Unter Programmieren versteht man zum einen den Vorgang der Programmerstellung und zum anderen das
Teilgebiet der Informatik, das die Methoden und Denkweisen beim Entwickeln von Programmen umfasst.” (In-

formatik-Duden, Duden-Verlag 1993, S.549)

Computeralgebrasysteme, z. B. DERIVE 6, stellen in der Regel Elemente des imperativen
und des funktionalen Programmierens zur Verfligung. Prozedurale oder imperative Program-
miersprachen sind nach einem ablauforientierten Sprachkonzept konstruiert. Ein Programm
stellt eine Folge von Anweisungen dar. Der Programmierer muss also in zeitlichen Abldaufen
denken und seine Problemldsung aus nacheinander auszufiihrenden Schritten aufbauen. Cha-
rakteristisch sind das Variablenkonzept und Begriffe wie Unterprogramme (Prozeduren),
Wertzuweisungen, Schleifen, bedingte Verzweigungen usw.

., Programme berechnen Funktionen, die Eingabedaten in Ausgabedaten abbilden. In der funktionalen Pro-
grammierung beschreibt man daher die Beziehungen zwischen Ein- und Ausgabedaten mit Hilfe mathematischer
Ausdriicke, indem man elementare Ausdriicke fiir einfache Funktionen zugrundelegt und hieraus mit Operatio-
nen, die auf Funktionen definiert sind, komplexere Funktionen darstellt. ... Ein Programm besteht aus einer
Menge von Ausdriicken, die Funktionen definieren. Eine Berechnung ist die Anwendung einer Funktion auf

eine Liste von Werten oder Ausdriicken.” (Informatik-Duden, Duden-Verlag 1993, S. 545.)

Damit ist das funktionale Programmieren niher an den Begrifflichkeiten der Mathematik als
das imperative Programmieren.

An den Erlduterungen erkennt man, dass der Entwurf von Programmen mit bestimmten Me-
thoden und Denkweisen (Problemzerlegung, strukturiertes Programmieren, objektorientiertes
Programmieren, funktionales Programmieren usw.) erfolgt, von denen der Mathematikunter-
richt profitieren kann, die aber dort teilweise nur bedingt eigenes Thema sein konnen. Der
Vorgang der Programmerstellung soll jedoch im Mathematikunterricht nicht in den Vorder-
grund riicken.

Kennzeichen des Programmierens mathematischer Fragestellungen sind u.a.:
Analysieren von Algorithmen,

Entwerfen von Algorithmen

Konstruieren von Prozeduren und Funktionen (Bausteinen),

Konstruieren von Wiederholungsschleifen,

Beriicksichtigung spezieller Bedingungen (Fallunterscheidungen),

Finden geeigneter Parameter,

Wozu im Mathematikunterricht programmieren?
Die Programmierung erfolgt u. a.
e zur Losung spezieller Probleme, die sich nicht mit dem CAS elementar (z. B. durch Ver-
wendung vordefinierter oder selbstdefinierter Bausteine) bearbeiten lassen,
e Herstellung von Black-Boxes zum Zweck der
— Mehrfachverwendung und zur
— Forderung experimentellen Arbeitens,
e zur Analyse von Algorithmen.

Vorsicht! - Bedenken gegen das Programmieren im Mathematikunterricht
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Viele Lehrer scheuen sich vor dem Programmieren! Die Schiilerspezialisten kdnnen es besser!
Vielen, insbesondere leistungsschwachen SchiilerInnen féllt das Programmieren schwer!
Programmieren fithrt wegen mancher Misserfolge zur Demotivation von SchiilerInnen!
Programmieren verstirkt die Unterschiede in der Leistungsfahigkeit von Schiilern!
Programmieren ist zeitaufwendig und kann sich leicht verselbststindigen! — Noch eine Erwei-
terung, noch schonere Ausgaben, noch eleganteren Weg usw..

e [Es gibt im CAS geniigend andere Moglichkeiten, um Problemlosungen zu finden
oder ,,Programmierlernziele” zu erreichen!

Programmieren im CAS
Aus Sicht der Schulmathematik brachten die Computeralgebrasysteme eine Antwort auf die
oben genannten Probleme beziiglich der Akzeptanz des Programmierens.

e Sie enthalten ndmlich fertige Bausteine, in denen die Algorithmen versteckt sind, und
lassen die Definition neuer Bausteine zu. Damit ldsst sich der Umfang des Program-
mierens erheblich zuriickdridngen! Mittels der Bausteine kann es nun auf einer hohe-
ren, aber doch einfacheren Ebene stattfinden.

e Viele Problemlosungen lassen sich durch kleine funktionale Programme finden. Ele-
mente funktionalen Programmierens finden sich in CAS-Systemen, aber auch in
anderen Softwaresystemen, wie z. B. dem in dieser Arbeit mehrfach benutzten Anima-
tionsprogramm ANIMATO oder dem Raytracing-Programm POVRAY. Diese Syste-
me vereinfachen flir den Schiiler das Programmieren auch dadurch, dass sich Einga-
ben hdufig sofort grafisch visualisieren lassen. So ist eine sofortige Kontrolle der Pro-
grammierarbeit moglich.

e Mit der Verfiigbarkeit von CAS ist also die Notwendigkeit des Schreibens von Pro-
grammen im Unterricht drastisch gesunken. Das ist fiir den Mathematikunterricht eine
sehr positive Entwicklung.

Vernachlissigung algorithmischer Aspekte?

Mit der Moglichkeit, Black-Boxes zu verwenden, verliert allerdings der durch das Program-
mieren in den Vordergrund geriickte algorithmische Aspekt an Bedeutung. Es ist jedoch fiir
das Verstidndnis mathematischer Sachverhalte durch die Schiiler unumgénglich, ausgewéhlte
Algorithmen zu kennen. Hier ist in erster Linie an die mathematischen Standardalgorithmen
im Schulunterricht zu denken. Will man Algorithmen studieren, so ist man jedoch nicht unbe-
dingt auf die Realisierung in einer Programmiersprache angewiesen. Vielmehr geht das auch
durch grafische Darstellungsformen wie z. B. Flussdiagramme und Struktogramme oder
durch die Analyse von Bausteinen.

Unterrichtserfahrungen und viele Beitrdge zum Computereinsatz im Mathematikunterricht
weisen nach, dass sich mit dem Computer die Moglichkeiten experimentellen Arbeitens er-
heblich vergroBert haben. Damit verbessert sich auch die Situation beziiglich der Verwen-
dung heuristischer Methoden.

CAS-Programmierfans
Angesichts dieser Entwicklung verwundert es, dass einige Lehrer sich offensichtlich dem
Programmieren in CAS verschrieben haben. Hierfiir ist eine Programmiersprache notig, die z.
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B. vom CAS des Voyage 200 in einer Form angeboten wird, die bei ldngeren Programmen
leicht zu den lidngst von der Informatik abgelehnten ,,Spaghetti-Codes” fiihrt.

Die folgenden Programmbeispiele dienen dazu, einige Abgrenzungen zwischen Problemlo-
sungen ohne bzw. mit Programmen zu ermdglichen.

Das Schreiben von Programmen im Programmeditor des TI-92 bzw. Voyage 200
Schon bei dem folgenden kleinen Programm sind einige Programmierkenntnisse notig.

1 Fer (FaT(Ta(_ FE FEw R P N ]

- E Control |I-0MNarFind, .. [Hode ] il el Y RN it de T ]

zatzta,b, o 6 412156554643

:E1r~1|;|1d1 (5 4 2 3 6 3 2 25 4 5 4

iFor 1,1.d,

o (PARATE) , k1, b5 34 1 6 4 1 4 2 2 4 & 23

iDisp ¢ 22 36 3 2 5 1 3 5 3 4>

:Eggpggm {2 4 6 2 45 6 3 2 4 3 2

A 515 21 4 2 2 2 3 5 %
5 5 6 2 4 3 2 333 4 4
6 04 4 3 6 251 2 2 2 &

AN TAD AOTD FORT FMAIN Ral AUTO FUMC 8/%0

Abb. 6.4a Abb. 6.4b

Beispiel 1: satz(a,b,d), Erzeugung von Wiirfelzahlen

Mit diesem kleinen Programm kdnnen u.a. Wiirfelzahlen erzeugt werden, aus denen man ab-
lesen kann, wann ein vollstdndiger Satz erreicht ist (jede Wiirfelzahl muss mindestens einmal
vorkommen). Der Aufruf: satz(6, 12, 8) liefert die obige Tabelle. Eine automatische Auswer-
tung ist hier nicht programmiert.

Beispiel 2: trapez(a,b,n), Flicheninhaltsberechnung
Hier wird eine Trapezformel zur ndherungsweisen Fliacheninhaltsberechnung zwischen Graph
und x-Achse definiert. Der Anspruch ist hier schon erhoht.

Func
Local h, term1, term2, i
(b-a)/n—>h
f(a) + f(b) —» term1
X(f(a+i*h), i, 1, n—1) —> term2
h/2*(term1 + 2*term2)
EndFunc

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 123



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

Beispiel 3: drawtrap(a,b,n), Trapeze auf den TI-Bildschirm zeichnen

Hier wird die Grenze des Programmierens fiir einen normalen Mathematikkurs deutlich iiber-
schritten. Ein derartiges Programm sollte bestenfalls vom Lehrer oder von kompetenten Schii-
lern (z. B. aus Informatikkursen) hergestellt werden. Es kann dann aber von allen benutzt oder
auch als Demonstrationsprogramm eingesetzt werden.

drawtrap(a,b,n),

Prgm

Local h,i

@Festlegung des x-Achsen-Bereiches
a-(b-a)/10 — xmin

a+(b-a)/10 — xmax

@Zeichnen der Funktion

CrIDraw

Graph f(x)

(b-a)/)n > h

@Zeichnen der Trapeze

Fori, 0, n-1

Line a+i*h, 0, a+i*h, f(a+i*h)

Line a+(i+1)*h, 0, a+(i+1)*h, f(a+(i+1)*h)
Line a+i*h, f(a+i*h), a+(i+1)*h, f(a+(i+1)*h)
EndFor

EndPrgm

Beispiel 4 — Folgen mit den Elementen 0 und 1
Programmierung in DERIVE 5

Derive 5 Erlduterungen
Eingaben und Ausgaben
#1  f2(n) = Definition der Funktion f2(n): Anfangswert
Ifn=0 2(0)=0, ansonsten den Vorgénger nehmen und
0 jeweils eine Zufallszahl 0 oder 1 addieren. n ist
f2(n - 1) + FLOOR(2'-RANDOM(1)) die Wortlidnge der Bit-Folge
#2  12(7) Test: Eine Bit-Folge der Linge 7 enthdlt hier 5
#3 5 Einsen.
10 Bitfolgen (i=1..10) der Lénge 10 enthielten
#4  VECTOR(£2(10), 1, 1, 10) 5,4, 6, ... Einsen.
#5 [5,4,6,6,3,5,5,5,5, 6]
Beispiel fiir eine Bit-Folge der Liange 10. Hier
#6 VECTOR(FLOOR(2-RANDOM(1)), i, 1, 10) sind es 6 Nullen und 4 Einsen.
#7 10,0,0,1,0,1,1,0,1,0]

Beispiel 5 — Programmieren mit Funktionen — Iteration
Als Beispiel wird ein Problem aus der Marktforschung betrachtet.

Das Problem

Ein Marktforschungsinstitut wurde von einem Verlag damit beauftragt, das Kaufverhalten der Kaufer
von zwei neu aufgelegten, wochentlich erscheinenden Computerzeitschriften A und B des eigenen
Verlages zu untersuchen, um so Hilfen fiir spétere Produktions- und Vertriebsentscheidungen zu lie-
fern. A und B unterscheiden sich in der Aufmachung und in der fachlichen Orientierung (mehr Soft-
ware, mehr Hardware). Sie enthalten jedoch auch Artikel und Werbung, die dhnlichen Inhalts sind.
Konkurrenzzeitschriften gibt es noch nicht.
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Das Institut ermittelt mit Hilfe statistischer Untersuchungen, dass zwischen den beiden Zeitschriften
wochentliche Wechsel der Kiufer stattfinden, die sich durch die Ubergangstabelle S wie folgt be-
schreiben lassen:
Ubergang von Woche n zu Woche (n+1), Wechsel zwischen den Zeitschriften:

zu A B
von A 10% 90% Beispielsweise kaufen also (von Woche zu Woche)
von B 85% 15% 20% der A-Kéufer nun die Zeitschrift B.

Anfangs (in Woche 0) kauften 2000 Kunden die Zeitschrift A und 3000 Kunden die Zeitschrift B.
Wie entwickeln sich die Kéuferzahlen in Woche 1, Woche 2, ... langfristig?

Losung:

Das Problem wird gleich allgemein fiir (2,2)-Ubergangsmatrizen bearbeitet.

Typisch fiir funktionales Programmieren ist die Verwendung rekursiv definierter Funktionen.
Beispiel 5 berticksichtigt diesen Aspekt, verwendet auBerdem das Bausteinprinzip. Abbildung
6.4c stellt den Verlauf einer Markow-Kette mit unterschiedlichen Startwerten dar.

. . . - o _ | P p(12)
Wir betrachten die Markow-Kette mit der Ubergangsmatrix S p21)  p(22)

und der (n—1)-ten Verteilung V(n-1) =| x(n—1) y(n-1)

Fiir die n-te Verteilung gilt V(n) = V(n—1) * S, also

x(m) = p(I1)*x(n-1) + p21)*y(n-1)
x(m)  =p(ID)*x(n-1) + pC1H*(1—=x(n-1))

Daraus entsteht die Rekursionsformel x(n) = (p(11) — p(21))*x(n-1) + p(21).

Fiir die Herleitung kann man natiirlich auch ein CAS benutzen (hier TI-Nspire):

mafp:=[i” PIQ} BII pIQ}
21 p22 21 p22
vn:=[xn yn] [xn yn]
wn=vn matp [pII-xn+p21-yn p12-xn+p22-yn]
wi[1,1] pl1lxn+p21yn
wn[l,1]:=pII-xn+p21-yn|yn=1—xn pII-xn+p21-(1—xn)
RAD _AUTO REAL 5/99

In der ersten Zeile wird die Ubergangsmatrix matp allgemein
definiert. vn ist die n—te Verteilung der Kette. Dann liefert
wri=vn¥matp die (n+1)-te Verteilung, Deren erstes Element
wn[1,1] wird ausgewahlt und anschlieRend beachtet, dass
stets xn+yn=1. So ergibt sich schlieklich

wn[1,1]=p1 1*xn+p21*(1-xn).

Bemerkung: Dieser Term wdre noch umformbar zu
wn[1,1]=(p11-p21)*xn+p21

Fiir das obige Beispiel ergibt sich also der Term x(n) = (0.1 — 0.85))*x(n—1) + 0.85. Schon
Hier erkennt man — wie auch schon an der hergeleiteten Formel, dass die in der Aufgabe ge-
nannten Startwerte in dem Term gar keine Rolle spielen.
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In ANIMATO kann man fiir die graphische Darstellung den Baustein f1 definieren:

fl: {a=0:u:(b-c)*f1(a-1)+c} Wenn a = 0, dann Anfangswert u (u kann man mehrere Anfangswerte
durchlaufen lassen!),
sonst (b—c)*f1(a—1)+c} rechnen (gemall der obigen Formel).

f2: fl(a, 0.1, 0.85) Bei f2 wird der Baustein aufgerufen.
Das ist der obige Term x(n) = (0.1 — 0.85))*x(n-1) + 0.85
f5: (b-c)*a*u + 2.Losungsweg:

+ ¢*(1-(b—c)*a)/(1-(b-c)) 5 und {6 dienen zur Kontrolle von f1 und f2. — Hier steht ein ent-
sprechender Baustein in expliziter Darstellung.

fo: f5(a, 0.1, 0.85) f6: ruft diesen Baustein mit den gleichen Werten wie oben auf.
Dabei gelten folgende, an anderer Stelle vorgenommene Einstellun-
gen: a: Von 0 bis 20, Schrittweite 1

u: 0, 1/3,2/3, 1, Anfangswerte

I S S P T

Abb. 6.4c: Konvergenz der Markow-Kette — unabhéngig vom Startwert. Hier wurden flir die Zeitschrift 1 die
Startwerte (Anfangswerte) 100%, 67%, 33%, 0% gewihlt.

Langfristig kaufen also etwa 48% die Zeitschrift A.
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Beispiel 6 — Programmieren mit Funktionen — Iteration in DERIVE §
Wie kompakt und leistungsfihig Bausteinaufrufe sein konnen, zeigt auch die Benutzung von
»iterates”, einem vordefinierte Baustein in dem CAS-System DERIVE 5.

iterates(x"2, x, t, 3) liefert dic Funktionsterme t, t"2, t"4, t"8. In der iiblichen mathemati-
schen Schreibweise bedeutet das:
X, =t

5 fuir n=1 bis 3.

Erstellen einer Animation als Programmierprojekt

Man kann bekanntlich einen Programmablauf schrittweise als Animation entstehen lassen,
indem man den im Programm notierten Termen passende Laufbereiche, Laufzeiten und ande-
re Eigenschaften, z. B. Farben zuordnet. Uber Animationen wurde in Zusammenhang mit
Visualisierung bereits in Kapitel 4 gesprochen — siche z.B. Kapitel 4.4.2 mit der Animation
von Geradenspiegelungen.

fl: {n=1:-7:(fl(n-1)+tu*f2(n-1))/(1+uw)} // Start mit
A(-7,-4), y-Wert siche f4

2: {n=1:6:(f2(n-1)+u*f3(n-1))/(1+u)} // B(6,-4)
f3: {n=1:1:(f3(n-1)+u*fl(n-1))/(1+u)} // C(1,6)
f4: {n=1:-4:(f4(n-1)+u*f5(n-1))/(1+u)}

f5: {n=1:-4:(f5(n-1)+u*f6(n-1))/(1+u)}

f6: {n=1:6:(f6(n-1)+u*f4(n-1))/(1+u)}

{7: f1(n),f4(n),2(n),f5(n)

18: £2(n),f5(n),f3(n),f6(n)

9: f3(n),f6(n),f1(n),f4(n)

f10: f1(n),f4(n)

f11: £2(n),f5(n)

f12: £3(n),f6(n)

f13: -7,-4,6,-4,1,6,-7,-4 // das Ausgangsdreieck

Abb.6.4d: Teilverhiltnisse im Dreieck, jeder Iterationsschritt fiihrt zu einem neuen kleineren Dreieck, n lduft
von 1 bis 50, das Teilverhiltnis u ist hier gleich 0.05. Beide Bereiche kénnen schnell gedndert werden.

Hinweis:

Wenn man n von 50 bis 1, also mit der
Schrittweite -1 laufen ldsst, wird von innen
nach auBlen gezeichnet! — Dieser Ansatz
kann haufig gewéhlt werden und fiihrt dann
zu einer anderen Sichtweise.

Auf der folgenden Seite wird gezeigt, dass man das Erstellen einer derartigen Animation auch
als Programmierprojekt auffassen kann.
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Programmieren mit Funktionen/Relationen
im Animationsprogrammsystem ANIMATO

1 Das Problem,
die Idee
| 9 Benutzen 2:
lv Variation von Parametern
2 Problemanalyse, und Objekten, forschen, entde-
&» Zerlegen in Teil- cken, vermuten, dokumentie-
probleme ren, ggf. begriinden / beweisen.
P A A
e R
» 3 Prazisierungen
< 0
A G
4 Terme / Bausteine R i S ,
s finden und einge- A Inhalte und Ablaufe
1 ben, Bedingungen M analysieren und inter-
formulieren — Syn- M pretlgren,doku— .
tax und Semantik mentieren, ggf. begriin-
beachten I den / beweisen
[ E
R A
E
N
5 Bereiche und
» Optionen fest-
< legen 7 Synthese:
AbschlieBendes Gestalten (ani-
6 Testliufe durch- mieren), dynamische Abldufe
fiihren und ggf. Ver- |« entwerfen: Reihenfolge, Berei-
besserungen beschlie- che, Farben, Geschwindigkeit
Ben

Abb.6.4e: Animationen als Programmierprojekt

Abschliefend wird eine Empfehlung zur Rolle des Programmierens im Unterricht vorgelegt.
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Baustein- und Pro-
grammieraktivititen
im M-Unterricht

(in CAS)

Im Leistungskurs

In Klasse 11,
im Grundkurs

Im Klassenunterricht
7-10 (Aktivititen von
7 bis 10 ansteigend)

Benutzen (Aufrufen)
fertiger Bausteine; z. B.
seq(i”2,i,1,10)

ja

ja

ja

Selbstdefinieren und
Benutzen von Baustei-
nen (Funktionen) mit
Parametern; z. B.
m*x+n-=>
gerade(x,m,n)

ja

ja

ja

Experimentieren mit
Bausteinhilfe

ja

ja

ja

Analyse von Bausteinen
durch Parametervaria-
tionen

ja

gelegentlich bis hiufig

gelegentlich bis hiufig

Analyse von Bau-
stein-Algorithmen

héufig

gelegentlich

gelegentlich

)

,»10-Zeilen-Programme’
benutzen (Demonstrati-
on, experimentieren)

ja

ja

ja

)

,»10-Zeilen-Programme’
analysieren:
Algorithmen, Parame-
tervariation

héufig

selten

selten

)

,»10-Zeilen-Programme’
programmieren
(Programmeditor benut-
zen)

gelegentlich

nein

nein

,,Viele-Zeilen-
Programme”
benutzen

ja

selten

nein

,,Viele-Zeilen-
Programme”
analysieren

gelegentlich, auch Teil-
algorithmen betrachten

nein

nein

,,Viele-Zeilen-
Programme”
programmieren
(Programmeditor benut-
zen)

nein, bestenfalls
Schiilerspezialisten

nein

nein

Abb.6.4f: Ubersicht zum Benutzen und Konstruieren von Programmen im Mathematik-Unterricht
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Zusammenfassung

Auf das Schreiben von Programmen im CAS-Programmeditor (und erst recht in einer anderen
Programmiersprache) sollte in normalen Mathematikkursen aus folgenden Griinden weitge-
hend verzichtet werden:

e Die Phasen der Entwicklung des Computereinsatzes im Mathematikunterricht der Schule
zeigen, dass das Programmieren fiir eine weite Verbreitung des Computers im Unterricht
hinderlich war. Ein groBer Teil der Lehrenden wollte sich nicht damit befassen. Program-
mieren ist auch fiir die Lernenden schwer und zudem zeitaufwéndig. Diese Einschétzung
gilt auch heute noch.

e Das Erstellen ldngerer Programme in CAS-Systemen leidet unter den gleichen Méngeln
wie seinerzeit am PC, etwa in BASIC. Es fiihrt schnell zu uniibersichtlichen Programmen
mit den bekannten ,,Spaghetti-Codes”, die der Informatiker mit Recht ablehnt. Lingere
Programmierphasen in Computeralgebrasystemen sind daher fiir den normalen Mathema-
tikunterricht ein eher belastender Riickschritt. Diese Aussage schlieBt jedoch nicht aus,
dass gelegentlich geeignete SchiilerInnen auch Programme als Black-Boxes zur Verwen-
dung fiir ihre MitschiilerInnen bereitstellen und zuweilen {iber deren Konstruktion berich-
ten.

e Die oben genannten Griinde waren es ja (neben vielen anderen), die zur Entwicklung
leichter zu bedienender Mathematik-Software und insbesondere von Computeralgebrasys-
temen geflihrt haben.

e Programmieren im Mathematikunterricht bedarf des kompetenten Lehrers, der die Chan-
cen des Programmierens, aber auch die Gefahren iibertriebenen Programmierens richtig
einschétzen kann.

e Als Alternativen fiir umfangreiches Programmieren im CAS-Programmeditor bieten sich
an:
a) Benutzung vor- und selbstdefinierter Bausteine (siche u. a. Beispiel 6). Diese konnen
vielseitig verwendet werden, etwa zur Problemlosung, zum Experimentieren und zum
Analysieren der in ihnen verborgenen mathematischen Inhalte.
b) Funktionales Programmieren in kleinem Umfang. Hierbei kdnnen insbesondere rekur-
sive Programme verwendet werden.

Abbildung 6.4f fasst wesentliche Aspekte zusammen und gibt Unterrichtsempfehlungen fiir
den Umgang mit CAS-Bausteinen und der Programmerstellung im CAS.
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6.5 Bausteinkisten ersparen das Programmieren

Angesichts der Bedeutung der Modulkompetenz liegt die Idee nach sich eine Baustein-
Formelsammlung (Bausteinkiste) iiber die Schuljahr hinweg anzulegen. Hierfiir folgen einige

Vorschlige.

Bausteinkiste 1-A (Beispielsammlung ausgewahlter Bausteine)
Hinweis: Es handelt sich nur um eine Auswahl von Bausteinen, die in der Sekundarstufe 1
eingeflihrt werden konnen. Im Buch befinden sich weitere Anwendungen

Bausteindefinition Sys- Aufrufbeispiel , Erliuterung
Sy im System definiert, E eigene tem Die Moglichkeiten fiir Aufrufe sind iiberall
Definition Eigen. | sehr vielfdltig = siche Bausteinanalyse, Kapi-
tel 6
Factor( ... ) Sy | Factor(124), Ergebnis 272*31, Faktorisierung
(schon in Klasse 5 verwendbar)
Gerl(x,m,n) ;= m*x+n E Gerl(x,m,3), alle Geraden durch (0,3) mit Steigung
m
Ger2(x,m,a,b) := b+m(x-a) E (ein Geradenbiischel)
Ger2(x,-1,3,4), Gerade durch den Punkt (3,4) mit
der Steigung -1
Solve( ... ) Sy | Gleichungen 16sen
Solve(2x+y = 1 and x-y = 1, X)
x-Wert des Schnittpunkts zweier Geraden
Bino(a,b,n) := (a+b)"*n E Binomische Formeln
Bino(a,-b,2), Ergebnis a"2-2a*b+b"2
Paral(x,a,b,c) := a*x"2+b*x+c E Paral(x,1,0,c), alle Parabeln der Form y = x"2+c
Para2(x,a,b,c) := a*(x-b)"2+c E Para2(1,2,3,4), y-Wert an der Stelle x=1 der Para-
bel y =2*(x-3)"2+4, alsoy = 12
Pytha(a,b,c) := a"2+b"2=c"2 Pytha(3,4,5), die Gleichung 9+16 = 25, Ergebnis
true,
Priifung, ob pythagordische Zahlen
Abst(ax,ay,bx,by) := E Abst(2,3,x,x"2-1), alle Abstédnde des Punktes (2,3)
sqrt((ax-bx)"2+(ay-by)"2) zu den Parabelpunkten von y = x"2
Seq( ... ) Sy | Seq(factor(n™2+n+11,n,1,9,1)), Syntax Voyage
200, alles Primzahlen?
Sinu(t,a,b,c,d) := a*sin(b*t+c)+d E Sinu(t,1,1,0,d), gezeichnet ist das eine Parallelen-

schar zu y = sin(t), ja nach Menge fiir d

Coss(t,a,b,c) :=
(c*=a*+b*-2a*b*cos(t))

Cosinus-Satz, Anwendung
Solve(coss(30,2,3,¢),c), Berechnung von ¢

Abb. 6.5a
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Bausteinkiste 2-A (Beispielsammlung ausgewihlter Bausteine)

Hinweis: Es handelt sich nur um eine Auswahl von Bausteinen, die in der Sekundarstufe 2
eingeflihrt werden konnen. Im Buch befinden sich weitere Anwendungen. In der Sek.2 wird
man noch mehr mit Bausteinen arbeiten, auch weil die mathematischen Anspriiche komplexer
werden. Dem tragen auch die vom System her angebotenen Bausteine Rechnung.

Bausteindefinition Sys- Aufrufbeispiel , Erliuterung

S im System definiert, E eigene tem Die Moglichkeiten fiir Aufrufe sind iiberall

Definition Eigen. | sehr vielfiltig - siehe Bausteinanalyse, Kapi-
tel 6

Die Bausteinkiste 2-A erscheint unten S Erlauterungen siche unten

in Form eines Bildschirmabdrucks aus

dem CAS TI-Nspire

Abb. 6.5b

d{,ﬂfquoz(x,k):—

_filerh)=filx]

h

L . fl
Eigene Definition eines Bau-

steins fiir Differenzenquotienten

A
Done

Bausteinaufruf mit sin(x)

f?(x):=sin(x)

Done

d{,ﬁfquor(xﬁ)

sinlx+A)-sin(x] Systembaustein sum

Systembaustein /imit

Systembaustein fiir Ableitungen

RAD AUTO REAL

Abb. 6.5¢

Die folgende Abbildung gibt einen Uberblick iiber etliche Untermeniis des TI-Nspire, in de-
nen systemdefinierte Bausteine angeboten werden.
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Syskem of Equations |§IE:bI'a Derivative I List Math

Factor Integral One-Variable Statistics
00| n . .
Piecewise Function Expand Limit Two-Variable Statistics
Sum
Makrix Zeros Product StakMatrix
3 Approximate Function Minimum Regressions k
d_D Derivative ’ . )
o Cormrmon Denominator Function Maximum Random ¥
Integral Proper Fraction Arc Length Distributions 3
. Taylor Pol jial
e Mumerical Solve el ; y ynm.'nla . Tests b
Lirnik Murmerical Derivative
= Trigonomekry } e Confidence Intervals ¢
Sum Complex k Differential Equation Solver

- ) Extrack b Implicit Differentiation
Product
Function Logic ]

Abb. 6.5d: Einige vordefinierte Module im CAS TI-Nspire

Mit den Beispielen diirfte klar geworden sein, in welchem Ausmall Bausteine / Module in
CAS beriicksichtigt sind, was unter einer Bausteinkiste verstanden werden kann und wofiir sie
niitzlich ist.

Weitere Literatur zur Arbeit mit Bausteinen

[1] E. Lehmann: Wieviel White-Box und wann Black-Box - Mathematik mit Computeralgeb-
ra-Bausteinen des T1-92 - Mathematik in der Schule, Heft 3/1998, Pddagogischer Zeitschrif-
tenverlag Berlin

[2] E. Lehmann: Lineare Algebra mit dem TI1-92, Handreichung mit weitgehender Verfolgung
des Bausteinprinzips - Texas Instruments 1998

[3] E. Lehmann: Mathematik mit Bausteinen und ihren Parametern - PM, Praxis der Mathe-
matik, Heft 3/1999, Aulis-Verlag Koln

[4] E. Lehmann: Mathematikunterricht mit einem Computeralgebrasystem - Analyse des Bau-
steins Binobau(a,b,n):=(atb)"n - MNU, Der mathematische
und naturwissenschaftliche Unterricht, Heft 5, 1999, Diimmler-Verlag Kéln
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7. CAS-Projekte - Modellieren mit CAS-Hilfe

Die Kompetenzen fiir das Modellieren konnen an kleinen, besonders aber an komplexeren
Problemstellungen erworben und geiibt werden. Im zweiten Fall ist Projektarbeit gut geeignet.
Wir beginnen deshalb hier mit Betrachtungen zur CAS-Projektarbeit, dann folgen Beispiele
verschiedenen Umfangs.

7.1 Kompetenzerwerb bei Projekten — CAS-Projekte

Modellbildung bei komplexen Systemen

In den Naturwissenschaften und der Technik dienen hiufig Experimente dazu, Informationen
zur Bestétigung oder Widerlegung von Hypothesen zu gewinnen. Modelle werden dagegen
oft zur Losung von Aufgaben eingesetzt, deren Durchfithrung am Original selbst grundsitz-
lich oder mit Schiilerkenntnissen nicht moglich oder zu aufwendig ist.

Realitit

Ein komplexes System
(ein Ausschnitt aus der Realitét)

Ein Modell des
komplexen Systems
konstruieren

Modellbildung
(Auswahl von
EinflugroBen)

Modellverhalten
feststellen
(Modell anwenden)

Systemverhalten Vergleich des
Modellverhaltens
mit dem
Systemverhalten

Konstruieren eines Modells Gegebenenfalls
Korrektur des
Modells

Abb. 7.1a: Modelle konstruieren

Der Projektbegriff

Projekt (lat.) bedeutet Plan, Vorhaben oder auch Entwurf.

Der Projektbegriff ist damit so allgemein, dass er in den verschiedensten Zusammenhédngen
aullerhalb und innerhalb der Schule verwendet werden kann, wovon dann auch in Biichern,
Zeitschriften, Zeitungen usw. reichlich Gebrauch gemacht wird. In dieser Arbeit geht es um
Projektarbeit an Schulen. Bekanntlich findet auch dort Projektarbeit in sehr unterschiedlichen
Auspriagungen statt. Genannt seien z. B. Projekttage, Projektwochen, Projekte iiber ein Kurs-
semester, Projekte tiber mehrere Unterrichtsstunden hinweg — fachbezogen oder fachiibergrei-
fend.
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In der Regel geht es bei Projekten um fiir den jeweiligen Bereich komplexe Aufgaben-
stellungen, die dann im Gegensatz zu Routineaufgaben auch mit besonderen Organisa-
tionsformen und Methoden bearbeitet werden miissen.

Ein Phasenmodell fur Mathematik-Projekte

Phase 0: Projektvorbereitung

(Vorkenntnisse, organisatorischer Rahmen, vorhandene Software, ...)
Phase 1:

Offene (komplexe) Problemstellung (meistens durch den Lehrer, moglichst gebietsiibergreifend oder
fachiibergreifend)
Brainstorming

Ordnen: Zerlegung des Problems in Teilprobleme
Auswahl von Teilproblemen zwecks Bearbeitung, Prizisierungen

Festlegung der Teamstruktur, Gruppeneinteilung

Phase 2: Arbeit in den Gruppen

»Uberwa- (ggf. Lehrerhilfe)
hung® durch )
ZenunLgehrzrrc - Materialbeschaffung
als Projekt- - Benutzung von Hilfsmitteln (Computer, ...)

manager

- Kommunikation mit anderen Gruppen

- Dokumentationsarbeiten
Zwischenzusammenfassungen

- Berichte, Kritik

= neue Direktiven vom Team bzw. vom Lehrer

Phase 3: Integration der Arbeitsergebnisse

- Endberichte

- Vorlegen der Dokumentationen, Ergéinzungen, Zusammenstellung
- Beurteilung und Wertung, Kritik

- Ordnen

Phase 4: Der mathematische Ertrag (stirkere Lehrerhilfe)
= Ordnen der mathematischen Ergebnisse, Lehrplanbezug

- Einordnen in groBere Zusammenhénge

Abb. 7.1b: Ablauf eines mathematischen Projekts

In einem konkreten Projekt kann der Projektablauf auch andere Formen annehmen. Dennoch
nennt die Abbildung wichtige Aspekte fiir viele Projekte.

Die obigen Bemerkungen zeigen bereits, dass es wenig fruchtbar ist, den Projektbegrift ge-
nauer zu definieren. Wir werden uns fiir unsere schulischen Projekte vielmehr darauf be-
schrinken, besondere Intentionen von Projektarbeit zu benennen, um so eine Abgrenzung
gegeniiber dem sonstigen Unterricht vorzunehmen zu kénnen.
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Projektziele - warum Projekte im Mathematikunterricht?

Im Mathematikunterricht {iberwiegt in der Regel die relativ eng an den Inhalten des Lehrplans
ausgerichtete Arbeit. Die behandelten Themen haben meistens eine geringe Weite, problem-
orientierte, offene Ansétze sind selten. Die vorherrschende Unterrichtsform ist das Unter-
richtsgesprach. Ein mathematisches Projekt, in dem ein Team an einem komplexen Problem
(realitdtsnah oder innermathematisch) arbeitet, setzt ein entsprechendes Engagement des Leh-
rers voraus und erfordert einigen Mut desselben.

Mut

zur Abweichung von engen Lehrplanvorgaben

zu einem grofziigigeren Zeitrahmen

zu einer anderen, aufwendigeren Unterrichtsform

sich neuen Anforderungen didaktisch-methodischer Art zu stellen
einen moglicherweise ungewissen Ausgang zu erleben

zur Bewiltigung tiberraschender Situationen und Probleme

Projektunterricht kann fiir die Beteiligten besonders interessant sein. Er bringt aber auch etli-
che Schwierigkeiten mit sich — auf diese wird unten ndher eingegangen. Zunichst werden
einige Intentionen von Projektunterricht formuliert, die nicht nur auf den Mathematikunter-
richt zutreffen; sie werden diesen dabei aber besonders beriicksichtigen.

Projektunterricht ist eine besondere Arbeitsform, die ihre eigenen Ziele hat. Mit der Projekt-
arbeit werden neben dem Erwerb mathematischer Kompetenzen auch allgemeine Kompeten-
zen angestrebt, u. a.:

Teamfihigkeit entwickeln

e cinzeln und im Team Entscheidungen treffen konnen

o Kiritikfahigkeit zu eigener und fremder Arbeit entwickeln Projektziele,

e Artikulationsfihigkeit entwickeln Kompetenzen

e Notwendigkeit und Sinn von Arbeitsteilung einsehen

o selbststindig arbeiten konnen

e FErlangen von Planungskompetenz

e diverse Arbeitsmittel benutzen und zur Verfligung stehende Ressourcen richtig einschétzen
konnen

e das Gewinnen und Auswerten von Informationen tiben

e gemeinsam gewonnene Arbeitsergebnisse in das Projekt integrieren konnen

e Bewusstmachen des Lern- und Arbeitsprozesses in einer sozialen Gruppe

e Bewusstmachen der benutzten Arbeitsmethoden

e Erzeugung von Produkten zur eigenen Verwendung oder zur Benutzung durch andere Per-

sonen bzw. Lerngruppen

e Uberwindung des Auseinanderfallens von Theorie und Praxis sowie festgelegter schuli-
scher Fachergrenzen durch Beriicksichtigung ficheriibergreifender Aspekte.

Spezielle, auf den Anwendungsbereich oder die Realitit bezogene Ziele sind:

o Komplexitit realer Problemstellungen erkennen kdnnen

o die Auswirkungen unterschiedlicher Designentscheidungen einschétzen konnen.

Die obigen Zielsetzungen fiir Projekte im Mathematikunterricht werden gerade zurzeit beson-
ders unterstiitzt durch die Forderungen nach einer offenen Unterrichts- und Aufgabenkultur
im Mathematikunterricht, wie sie in den Modulen des BLK-Projekts ,,Steigerung der Effi-
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zienz des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts* (SINUS-Modellversuch) sicht-
bar wurden.

Produktorientierung

Projekte sollten produktorientiert sein, in der Regel ist nur so der Antrieb fiir die Schiiler vor-
handen, um ein ldngeres Projekt durchzustehen. Dabei geht es u. a. um die Dokumentation der
Projektarbeit und das Aufbereiten der Ergebnisse, z. B. mit Textverarbeitung und Grafik. Fiir
Mathematikprojekte (Entsprechendes gilt fiir alle Ficher) sind z. B. folgende Formen der
,Veroffentlichung® und der Présentation moglich:

(1) Aushang von Projektergebnissen auf Tafeln im Klassenraum oder an anderen geeigneten Stellen
in der Schule oder auch bei auswértigen Veranstaltungen.

(2) Zusammenfassung der Ergebnisse in einem kleinen ,,Projektbuch®, das jeder Projektteilnehmer
erhilt. Das Projektbuch kann aber auch noch zur Prisentation andernorts dienen oder gar gegen ein
kleines Entgelt (Auffrischung der Klassenkasse) abgegeben werden.

(3) Benutzung des Projektbuches in anderen Lerngruppen.

(4) Veroffentlichung einer Projektbeschreibung in der Schiilerzeitschrift, vielleicht sogar in einer
Fachzeitschrift.

(5) Die Erfahrungen zeigen, dass sich die Schiiler zur Dokumentation des Projektes in zunehmendem
Mafe der neuen Medien bedienen:

e Benutzung eines Textverarbeitungsprogramms,

e Einfiigen von CAS-Bildern,

e Scannen von Bildern,

e Herstellen von Grafiken mit Grafikprogrammen usw.

Diese Ansitze fiihren dann auch dazu, dass beispielsweise

o FErgebnisse in das Internet gestellt werden,
e Dokumentationen (und eventuell Programme) auf eine Diskette oder eine CD gebracht werden.

Die Rolle eines CAS in der Projektarbeit

Insbesondere aufgrund der Produktorientierung wird auch die Rolle eines CAS deutlich:
o In der Hilfestellung des CAS beim Zeichnen und Rechnen,

in den Phasen experimentellen Arbeitens,

beim Finden neuer Ansitze,

in den Bildern der Dokumentation,

bei der Ergebnisprisentation,

bei dem Erwerb etlicher oben genannten Kompetenzen.

Die Rolle des Lehrers bei Projektarbeit

Aus groBeren Projekten, etwa auch aus dem Informatikunterricht, ist der Begriff des Projekt-
managements bekannt. Er erweist sich als niitzlich, wenn es darum geht, die hier gegeniiber
verbreiteteren Unterrichtsformen andersartigen Aufgaben des Lehrers zu verstehen. So ergibt
sich eine erweiterte Sichtweise.
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Ein Projektmanager hat die Aufgabe, das Projekt zu fithren und zu verwalten. In der Schule
wird der Projektmanager in der Regel die unterrichtende Lehrperson sein. Unter giinstigen
Bedingungen konnen gelegentlich auch verstidndige Schiiler (mit piddagogischem Geschick)
Projektleiter sein. Der Projektmanager ist verantwortlich fiir die Organisation und Vorge-
hensweise der Projektgruppe und muss in der Lage sein, Probleme zu erkennen, sich um sie
zu kiimmern und sich mit seinen Mitarbeitern um systematische, konstruktive Losungen zu
bemiihen.

Bei mathematischen Projekten hat der Lehrer insbesondere folgende Aufgaben zu
iibernehmen:
e Auswahl des Projektthemas, jedenfalls in den meisten Féllen,
e Aufteilung in Gruppen, ggf. in Zusammenarbeit mit den Schiilern,
Leitung bei der Prézisierung von Aufgabenstellungen,
Leitung gemeinsamer Diskussionen,
Organisation von Zwischenberichten,
Bereitstellung von den Schiilern nicht bekannten mathematischen und anderen
Hilfsmitteln,
Bereitstellung von Medien,
e Hilfestellung
- durch Hinweise auf geeignete Computerprogramme und Bedienungshinweise,
- beim Finden schwieriger Ansitze,
- in mathematischen Detailfragen,
- bei der Dokumentation.

Der Lehrer als
Projektmanager

Die Rolle der Schulerlnnen

Auch die Schiilerrolle verindert sich gegeniiber der von ihnen im normalen Unterricht
erwarteten Rolle. Man darf deshalb nicht erwarten, dass die in einer Lerngruppe erst-
malige Anwendung der Projektmethode von den Schiilern sofort in der gewiinschten
Weise praktiziert werden kann. Umso wichtiger ist es, den Schiilern bei ihrem Projekt
das Besondere dieser Arbeitsform zu verdeutlichen.

In einer Befragung nach einem mathematischen Projekt in Klasse 11 iiber ,,Abbildungsgeo-
metrie mit Matrizen” schreibt ein Schiiler zu den Aspekten ,,Rolle des Schiilers” und ,,ma-
thematische Erkenntnisse”:

,,Rolle des Schiilers: Die Schiiler konnten als Individuen arbeiten und ihre Personlichkeit entwickeln.
Die Schiiler konnten frei arbeiten und hatten nicht diesen Druck des Lernens. Der Lehrer gab den
einzelnen Gruppen nur Hinweise, wie die Aufgabe besser oder iiberhaupt zu losen sei. Die Teamarbeit
spielt bei der Projektarbeit eine grofie Rolle. Die Schiiler mussten aufeinander eingehen, haben ge-
lernt, Formeln, Beweise und Behauptungen zu konstruieren, was nicht immer leicht war.

Die Projektarbeit hat viele Vorteile: Das Lernen in kleinen Gruppen fillt leichter, der Unterricht ist
lockerer und vieles mehr. Aber auch die Nachteile sind nicht zu iibersehen. Die einzelnen Teams fixie-
ren nur bestimmte Themen und dadurch muss das, was von den anderen Gruppen zusammengestellt
wurde, nachgearbeitet und erlernt werden (z. B. fiir die Klausur).

Meiner Meinung nach ist Gruppenarbeit eine gute Sache, denn durch sie fillt die Schule nicht mehr
als Last auf, sondern man geht gerne zu diesem Unterricht (sogar in der 6. Stunde). Die Gruppenar-

beit war zwar toll, aber immer geht das nicht, denn man muss auch lernen in einer grofsien Gruppe
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(Klasse) auszukommen, insbesondere fiir das Studium, da wird auch nicht in Gruppenarbeit erlernt,
sondern der Professor iibernimmt diese Aufgabe.

Da ich nur wenig Kenntnisse am Computer habe (vom Spielcomputer einige Kenntnisse), fand ich die
Arbeit mit den Computerprogrammen recht gut, und sie war nicht so trocken, wie gewohnlicher Un-
terricht. Durch sie habe ich neue Kenntnisse in Sachen Programmen bekommen. Die interessanteste
Arbeit war die Arbeit am Computer. Die Graphen und Abbildungen, die man anhand des Programms
PLOT11 erstellen konnte — das war fiir mich faszinierend.

Mathematische Erkenntnisse: Beweisfiihrungen, Erstellen von Formeln."

In der Tat schult projektartiger Unterricht in besonderem MaBle die Selbststindigkeit der Schiiler und fordert ihr
Selbstbewusstsein. Der Lehrer muss sich ohnehin mehr auf selbststdndigere und kenntnisreiche Schiiler einstel-
len, insbesondere wenn es um die Nutzung der neuen Medien geht.

Teamfahigkeit — eine Schlusselqualifikation
Teamfidhigkeit gehort heute zu den Schliisselqualifikationen vieler Berufe. Darauf muss in der
Ausbildung reagiert werden. Teamfahigkeit bedeutet
e kooperatives Arbeiten und Konfliktbewéltigung in einer Gruppe, insbesondere
- Artikulationsfdhigkeit zum Vertreten eigener Meinungen und
- Aufnahmefahigkeit fiir andere Meinungen sowie
- Kritikfahigkeit eigener und fremder Arbeit gegeniiber entwickeln,
e Notwendigkeit und Sinn von Arbeitsteilung einsehen.

7.2 Firmen-Logos entwerfen — Modellieren
mit den Graphen von Funktionstermen

Dankbare Objekte fiir den Mathematikunterricht und gut geeignet zum Modellieren sind Fir-

men-Logos, etwa von Autofirmen, die oft geeignete mathematische Objekte enthalten. Fiir

Logos bieten sich mehrere Verwendungsmoglichkeiten an, zum Beispiel:

e Vorgeben der Logo-Graphik, das Analysieren derselben, das Nachkonstruieren und ggf.
Andern der Graphik mit geeigneter Software

e Entwerfen einer eigenen Logo-Graphik unter vorgegebenen Bedingungen, etwa einem
,Auftrag® an eine Firma, die Logos anbietet (Internet!).

Die Thematik ist auch gut geeignet fiir eine fachiibergreifende Projektarbeit, wobei die
Klassenstufe von Klasse 7 bis 13 gehen kann, je nach Beriicksichtigung verschiedener Funk-
tionsklassen - bis hin zur Verwendung von Parameterdarstellungen.

Jede Firma und viele Institutionen haben ihr eigenes LOGO, das in der Regel von einem De-
signer entworfen wurde. Die folgenden Abbildungen zeigen einige Beispiele:

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 139



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte fiir den Unterricht

Schroedel®

T"EUROPE

LOGO 1 LOGO 2 LOGO 3 LOGO 4

Andeutung des fachiibergreifenden und Anwendungsaspekts

Firmen oder Werbeagenturen beauftragen iiblicherweise ausgebildete Graphiker oder eine
Designagentur mit dem Entwurf eines Firmen-Logos. So wirbt z.B. die ART-Webagentur Ber-
lin im Internet (http://www.art-x.de/firmenlogos.htm, aufgerufen am 20.10.2005) u.a. mit fol-
gendem Text fiir ihre Logo-Herstellung:

., Wir entwickeln Ihr Firmenlogo! Teilen Sie uns Ihre Wiinsche mit und wir liefern die Ideen!
Unsere studierten Berliner Graphikerinnen entwickeln iiber 4 verschiedene Designvorschlige
in jeweils 3-4 Varianten. Aus diesen ldeen entsteht dann in stdndiger Absprache mit Ihnen
das finale Logo.

Was genau bekommen Sie fiir Ihr Geld?

Im Logo-Preis enthalten sind: 3-4 Designvorschlige in jeweils 3-4 Varianten per E-Mail
o Weiterentwicklung dieser Entwiirfe zum finalen Logo
o Das finale Logo im Datei-Format JPG/JPEG fiir Internet und Word
e Eine fertige Druckdatei im Format EPS/Postscript auf CD per Post
o Die Exklusivrechte an der finalen Version Ihres Logos

o 10 % Rabatt auf Erstellung und Druck Ihrer Geschdftspapiere

Wie ist der Ablauf bis zum fertigen Logo?

1. Sie stehen in direktem telefonischen Kontakt mit unserer Graphikerin.

2. Die Graphikerin fiihrt mit Ihnen ein umfangreiches Briefing durch.

3. Die ersten Entwiirfe erhalten Sie nach ca. 3 Werktagen in verschiedenen
Farb und Stil-Varianten per E-Mail zugesandt.

4. Nach Absprache mit der Graphikerin wird aus den Entwiirfen eine von Ihnen
gewiinschte Zusammenstellung in mehreren Varianten weiterentwickelt.

5. In Absprache mit Ihnen entsteht daraus das finale Logo.

Diese Ausziige aus der Werbung zeigen einige Aspekte der professionellen Entwicklung von Firmenlogos, siche
auch http.//de.wikipedia.org/wiki/Firmenlogo.

Wir entwerfen ein Firmen-Logo

Grundlage fiir die Logo-Gestaltung ist eine Analyse des Istzustands der zu beliefernden Fir-
ma. Bei der Herstellung sollten folgende Aspekte beachtet werden:

1. Unverwechselbarkeit: Ein Logo transportiert das spezielle Firmen-Image und soll nicht
mit anderen Assoziationen besetzt sein.
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2. Verstindlichkeit: Das Logo soll auf die Tétigkeit des Unternehmens hinweisen. Das kann
durch ein graphisches Symbol und/oder die Auswahl einer passenden Schrift geschehen.

3. Einpriagsamkeit: Was einfach ist, ist auch einfach zu merken! Erfolgreiche Firmen-
Zeichen wie z. B. die von Audi, Toyota und Nike sind so einfach, dass sie fast jeder auswen-
dig nachzeichnen kann.

4. Lesbarkeit: Wird auch mit Worten gearbeitet, sollten diese bei jeder Verwendungsart gut
lesbar sein. Das Logo muss auch auf einem Fax, als Stempel oder auf einem T-Shirt gestickt
noch gut erkennbar sein und gut aussehen.

Das hier dargestellte Beispiel benutzt eine Aufgabe aus dem ,,Fachbrief Mathematik Sek.II -
Musteraufgaben fiir das Zentralabitur® (Christian Baensch, Senatsverwaltung flir Bildung,
Jugend und Sport, I D 7, 18.August 2005 — erarbeitet von einer Aufgabengruppe des Berliner
LISUM), der einige Musteraufgaben (hier fiir CAS-FEinsatz) fiir das kommende Zentralabitur
in Berlin enthélt. Von der Aufgabe wurden hier allerdings nur die Funktionsterme und der
folgende Einleitungstext tibernommen.

., Eine Firma, die vegetarische Fitness-Lebensmittel herstellt, hat bei einem Designer die Entwicklung
eines Firmenlogos bestellt. Es soll wie ein stilisiertes Blatt aussehen. Das Logo soll nicht nur ge-
druckt, sondern auch zu Werbezwecken auf Kiichenhandtiicher gestickt werden. Fiir diese maschinelle
Verarbeitung muss das Logo von Funktionsgraphen berandet sein.

Der Designer formt das Logo mithilfe der Funktionen fund g mit den Gleichungen
) =In(3 +x) —In(3 —x) und g(x) = (x—2)° + 3. Das Logo ist die Fliiche, die von den Graphen der
Funktionen fund g eingeschlossen wird. *

Anmerkung: In der Regel werden die Designfirmen keine Funktionsgleichungen, sondern andere Hilfsmittel benut-

zen (in der Schule kommen z.B. auch Graphikprogramme in Frage). Die Verwendung von Relationen ist hier ein
fruchtbarer Kompromiss im Interesse der mathematischen Zielsetzung.

Die Bearbeitung

4 3 2 A 1 4

1 / J ¢ 5 5

Abb. 7.2a: Die Funktionsgraphen zu fund g = Abb.7.2b: Abstrahieren, Phase 1

1. Sehen wir uns zunichst die Funktionsgraphen an, siche Abbildung 7.2a.

2. Das Blatt entsteht durch Abschneiden von Teilen des Funktionsgraphen. Dazu brauchen wir
die Schnittpunkte der Graphen. Ein CAS liefert uns die Werte xs; =~ 0,6295 und x5, = 2,8389.
AuBerdem konnte man das Logo in das Rechteck (0,0), (3,0), (3,4), (0,4), (0,0) legen. Das fiihrt
dann zu Abbildung 7.2b.

3. Die Flache zwischen den Kurven sollte man ausmalen; und das Koordinatensystem wird auch
nicht mehr bendtigt. Abbildung 7.2¢ entsteht.
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3 A

: ' :
Abb. 7.2c: Abstrahieren, Phase 2 Abb.7.2d: Weitere Moglichkeiten

4. Die Blattform ldsst sich auf verschiedene Weise variieren. In Abbildung 7.2d sind noch die
Graphen von h(x) = (x — 2)’ + 3+u mit u aus [-1, 1], Schrittweite 0.2 eingezeichnet. Damit wird
die Logo-Form verkleinert bzw. vergrofert. Der Aufiraggeber kann nun sein finales Logo aus
mehreren Vorschldgen auswihlen. - Als Erweiterung der Aufgabenstellung konnen auch leicht
andere Funktionsklassen benutzt werden.

AbschlieBend zur Idee des Logos einige Anregungen fiir mathematische Logos:

Uhren-Meier
seit 1850

Abb.7.2e: Logo einer Uhrmachers Abb.7.2f: Logo eines Blumenladens Abb.7.2.g: Logo fiir das Sinus-Projekt

Badminton
Ihr Logo
bei D-L / \
Berliner Briickenbau BBB
Abb.7.2h: Designer-Logo Abb.7.2i: Logo fiir Briickenbau-Firma  Abb.7.2j: Fiir Badminton-Center

Bei einem Projekt mit der hier geschilderten Projektidee erwirbt der Schiiler diverse ma-

thematische, aber durch die praxisbezogene Themenstellung auch auflermathematische
Kompetenzen.
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7.3 Eine mathematische Exkursion im Garten

Computeralgebrasysteme erweitern die Moglichkeiten von Visualisierungen auch dadurch,
dass sie verschiedene Koordinatensysteme zulassen und damit den Vorrat an verwendbaren
Relationen erheblich vergrofern. Dazu gehdren in erster Linie Parameterdarstellungen — siche
u.a. Kapitel 9.4.1. Die einfachsten Beispiele hierfiir sind schon in der Sekundarstufe 1 ange-
siedelt:

Parameterdarstellung von Geraden (Klasse 8), Umkehrfunktionen (Klasse 9), Einheitskreis
(Klasse 10) — siehe z.B. in den Schulbiichern ,,Neue Wege* (Schroedel-Verlag, 2000, hier fiir
die Klassen 8-10)). In Klasse 10 und in der Sekundarstufe 2 kdnnen weitere Relationen darge-
stellt werden. Im Folgenden wird auch gezeigt, wie man das Entstehen von Parameterkurven
aus den x(t)- und y(t)-Termen durch Animationen visualisieren kann und damit ein vertieftes
Versténdnis bei den Schiilern erreichen kann.

Mit den auch bei den Schiilern weit verbreiteten Digitalkameras erschlieBt sich dem Mathe-
matikunterricht auf einfache Weise eine neue Welt an Unterrichtsmdglichkeiten — siche auch
Kapitel 8:
e Suchen — Finden —FotoGraphieren
Modellieren — Realisieren — Animieren
Verallgemeinern - Forschen — Entdecken
Dokumentieren — Zusammenfassen
Présentieren -Verdffentlichen

Das Modellierungsprojekt ,,Exkursionen im Garten* ist ein Beispiel dafiir.

Abb.7.3a: Besondere Bliiten — Suchen — Finden - Fotografieren

Ein erstes Bliitenmodell lésst sich vielleicht schon im gleichen Garten finden! Es handelt sich
um die beliebten Windmiihlen, die in vielen Gérten stehen. Diese stellen mit ihrer abstrakte-
ren Darstellung bereits eine erste Modellierung der Bliiten dar und weisen auf mathematische
Modellierungen am Computer hin.

¥ % 1 &
W ¥
3 X N A w1

Abb.7.3b: Modell 1, noch im Garten Abb.7.3c: Modell 2, jetzt als Computeranimation
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Zur mathematischen Modellierung erweisen sich Parameterdarstellungen mit Winkelfunktio-
nen besonders geeignet. Die bendtigten Terme kann man in experimenteller Arbeit finden,
Variationsmoglichkeiten haben die SchiilerInnen eventuell schon bei den Lissajous-Figuren
kennen gelernt.

_rF T T TF T T FET 1 Fer | F= FE | F&™ B
vI—EDDm Edit.| «[A1l StuleT<:>= T ] vEEnnm Trace Regr‘aph Math|Oraw]- ﬁp

FLOTE
vachd cos(S- L) + cosit)

+yt.d
wha=

Lt 5= Lx_J
wrbE= 5 whAlt) + 2
vUtE=. 5 utditl + .2

utr=

yth{td=

HMAlN FAD AUTO FAF HMAlN FAD AUTO FAF

2
sinCS-t) - =ingt)
2

Abb.7.3d Realisierung zweier Bliitenblitter (Voyage 200)

4} Bliite-1.tns - TI-Nspire CAS. i =] |
fle Edt View Insert Took Help

U=E @|"') (o] | ¥ B @ x‘?ageLaynut'|[nsert' & = [ of
,,,,, i) @E@B 131

i :

y1(1): 5m(5!)2—5in(()

() Problem 1

)(2(!):
2l
0<1<6.28 rstep=0.13

Abb.7.2¢ Realisierung eines Bliitenblattes (mit TI-Nspire)

Die Animation der Bliitenbldtterentstehung fiihrt zu vertieftem Verstidndnis der Terme.

= f=|z0an TV‘ECETREQV‘EF'“TMF;{P'I D:‘E;N]? Al ZF-:-EJN r*aceTRegr*aphTMFas{h D:*Ea'w]? At
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MAlN EAD AUTO FHE MAlN EAD AUTO

Abb.7.3f,g: Realisierung zweier Bliitenblitter (Voyage 200)

Das schrittweise Entstehen der Bliitenblitter aus den einzelnen Termen ldsst sich mit ANI-
MATO noch weit besser visualisieren, indem man die Funktionen x(t), y(t) und die Parame-
terdarstellung zu [x(t), y(t)] auf ein Bild zeichnen ldsst. Man betrachte hierzu die Abbildungen
7.3h bis j.
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Abb. 7.3h

Die beiden Abbildungen 7.3h sind Zwischenausgaben des Animationsvorgangs. Man sieht in
der linken Abbildung den Graphen von x(t). Ein y-Wert (hier an der Stelle x = 1.2) wird mar-
kiert und als x-Wert x(1.2) des Graphen (x(t), y(t)) libernommen. AnschlieBend (Abb. rechts)
wird y(t) gezeichnet. Man sieht y(1.2) und trigt diesen Wert als y-Wert zu dem schon gefun-
denen x-Wert ein. Damit ist ein Punkt des Graphen (x(t), y(t)) gewonnen. In der gleichen
Weise kann mit allen Werten verfahren werden, so dass schlielich die Abbildung 7.31 ent-

steht.
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Abb.7.3i

L ¥ L

Abb. 7.3j: Die Bliitenblitter entstehen als Animation Dazu wurden acht Schritte angesetzt.
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Die eingegebenen Terme waren

f1: (cos(5a)+cos(a))/2 Die fl-Werte werden die neuen x-Werte,

2: (sin(5a)-sin(a))/2 die f2-Werte werden die neuen y-Werte (statt t wird hier a geschrieben, um im
Folgenden auf diesen Parameter zuriickgreifen zu kdnnen.

3: 1.2,0,1.2,f1(1.2) Strecke PQ mit P(1.2,0), Q(1.2, f1(1.2)

4: 0,0,f1(1.2),0 Strecke

5:1.2,0,1.2,£2(1.2) Strecke

f6: £1(1.2),0,f1(1.2),2(1.2) Strecke

7: £1(1.2),12(1.2) Punkt

f8: f1(t),f2(t) Der gesamte Graph.

Die einzelnen Objekte entstehen als Animation in acht Schritten in fiir die einzelnen Schritte
getrennt festlegbarem Tempo. - In entsprechender Weise lassen sich alle Kurven in Parame-
terdarstellung animieren. Die wesentlichen Anderungen sind lediglich andere Terme bei fl
und 2.

Anmerkungen zur unterrichtlichen Umsetzung der Animation
Beim Ablauf der Animation — man kann den Vorgang zwischendurch beliebig anhalten —
kann die Interpretation durch die Schiiler etwa so erfolgen:

a) Der erste Graph wird gezeichnet. Da die y-Werte die neuen x-Werte werden sollen, erkennt
man, dass diese Werte zwischen -1 und 1 liegen. Es gilt also fiir die Parameterkurve:
D =[-1, 1]. Entsprechend sieht man an Hand der zweiten Kurve, dass W = [-1, 1].

b) Nun kann man sich einzelne x(t)- und y(t)-Werte herausgreifen und die zugehdrigen Punk-
te der neuen Kurve einzeichnen, so wie es die Animation vorfiihrt. Dazu kann man einen Ar-
beitsbogen mit den beiden Ausgangsgraphen benutzen.

c) Erst dann setzt man die Animation fort und ldsst die Bliitenkurve vollstindig entstehen.
Selbstverstindlich gibt es bei dem vorhandenen Material mehrere Mdglichkeiten der unter-
richtlichen Umsetzung.

Experimentieren - auf dem Weg zu einem ,,Bliiten-Baustein*

Die Schiiler stellen nun selbst die nahe liegende Frage, wie man die Anzahl der Bliitenbldtter
steuern kann. Offenbar ist es bei der obigen Losung das Argument 5t, allgemein b*t. Und die
GrofBe der Blétter scheint abhdngig zu sein von den Koeffizienten a vor den Klammern. Die
Lage der Bliite ist bestimmt durch die Parameter c. - Ein allgemeiner Ansatz ist also offenbar
x(t,a b, ,c )=a (cos(b t)+cos(t))+c, 2: a*(cos(b*t)+cos(t))+c

y(t,a,,b,,c )=a (sin(b t)+sin(t))+c, 3: a*(sin(b*t)-sin(t))+c

:+: 3
AND SR
A
&

[0S
N
&

Abb.7.3j: ,,Bliitenmeer 1* (5 Bliitenblétter, b = 4) Abb.7.3k: ,,Bliitenmeer 2 (8 Bliitenblétter, b = 7)
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f2: a*(cos(b*t)+cos(t))/2+c x(t) allgemein

3: a*(sin(b*t)-sin(t))/2+c y(t) allgemein

f4: £2(1,5,0),13(1,5,0) Bliiten wie oben als Test

f5: £2(0.6,5,2),13(0.6,5,-0.5)

6: £2(0.5,7,u),£3(0.5,7,v) Bliitenmeer 1 mit u aus -5 bis +5, Schrittweite 1
und v aus -3 bis +3, Schrittweite 1

Unterrichtsziel

Das beherrschende Unterrichtsziel ist hier die aus der Verallgemeinerung folgende Definition
eines CAS-Bausteins (hier mit 3 Parametern a,b,c und der Laufvariablen t) und dessen Ver-
wendung durch unterschiedliche Zuweisungen von Parameterwerten, die dann u. a. zu den
oben dargestellten ,,Bliitenmeeren* fiihren.

Zusammenfassung

Der Garten erweist sich hier als Fundgrube fiir andere mathematische Objekte, die dann zum
Modellieren einladen. Gut geeignet filir einen solchen Ansatz sind auch Kunstobjekte oder
Objekte in der Architektur. In jedem Fall ist diese Art der Modellierung gerade fiir die nicht
so leistungsstarken Schiiler einfacher, als wenn komplexe Anwendungsprobleme aus anderen
Bereichen vorliegen — und ein Bezug zur Lebenswelt ist ja auch hier vorhanden. Vorteilhaft
ist, dass der Weg zu einem Modell hier jeweils nur kurz ist, mit in der Regel schnellen Er-
folgserlebnissen.

Die Projektergebnisse konnen auch in anderen Zusammenhéngen genutzt werden!
Muster mit Bliiten kommen in der Realitdt u.a. vor auf Tischdecken, Tapeten, Kacheln usw.,
siche die folgende Bildergalerie.

Kacheln Kacheln Tischdecke

Kacheln Tapete Kirchenfenster

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 147



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte fiir den Unterricht

7.4 CAS-Projekt — der Trapez-Baustein Trap(a,b,h)

Computeralgebrasysteme bieten neue Moglichkeiten fiir den Mathematikunterricht und gera-
de auch fiir Projektarbeit.

Bei der Bearbeitung mathematischer Probleme mit Hilfe des Computers werden zunehmend
(wie in der Informatik schon ldnger) Bausteine verwendet. Hierfiir haben in letzter Zeit die
Computeralgebrasysteme (CAS) einen fiir den Unterricht entscheidenden Beitrag geleistet.
Dabei kann es sich um vom System her vorgegebene Bausteine oder vom Benutzer selbst
definierte Bausteine handeln.

Abb. 7.4a: Stiihle mit Trapezfldchen

Es soll nun gezeigt werden, wie sich ein Projekt entwickeln kann, wenn man den Baustein
Trap(a,b,h) := ;b h zur Verfiigung hat.

Abb.7.4b

Der Flacheninhalt eines (nicht notwendig gleichschenkligen) Trapezes berechnet sich bekannt-
a+b
h.

lich nach der Formel A =

Da diese Formel fiir diverse Aufgabenstellungen bendtigt wird und auch aus anderen unter-
richtsmethodischen Griinden (siche unten) erscheint es sinnvoll, einen fiir diesbeziigliche
Fragestellungen geeigneten Baustein einzufiihren. Da der Flacheninhalt von den drei Parame-
tern a,b,h abhéngig ist, wird definiert:

Trap(a,b.h) == by,
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Dieser Baustein kann nun aufgerufen werden, beispielsweise mit Trap(2,4,3). Damit wird die
Trapezflache fiir a=2 LE, b=4 LE und h=3 LE berechnet; Ergebnis: 9 FE.

Der Projektansatz besteht nun darin, den Baustein durch verschiedene Aufrufe zu ana-
lysieren und ggf. passende Veranschaulichungen zu entwickeln.

Der Lehrer hat sich mit den dem Baustein steckenden Moglichkeiten vertraut gemacht hat.
Die folgende Abhandlung zeigt einige Moglichkeiten, die dann auch gleichzeitig fiir die Be-
arbeitung durch einzelne Schiilergruppen geeignet sind. In dem vorliegenden Fall ergibt
sich ein kurzes ,,Trapezprojekt“, das in ersten den Ansitzen nicht unwesentlich vom
Lehrer gesteuert wird, dann jedoch den SchiilerInnen viel Freiraum lisst.

Grobplanung des Projektablaufs
Dauer des Projekts: Bis zu 10 Stunden

Stunde 1: Einflihrungsstunde Vorstellung des Bausteins, erste gemeinsame
Ansitze fiir die Bausteinanalyse. Formulierung
der Gruppenthemen, Gruppenbildung

Stunden 2, 3: Gruppenarbeit Erforschung des Bausteins entsprechend den
Auftrdagen, Veranschaulichungen, erste Doku-
mentationsarbeiten

Stunde 4: Gruppenarbeit Dokumentation in Textform, Plakatherstellung

Stunde 5: Gruppenarbeit Aufgabenkonstruktion

Stunde 6,7: Plenum Vorstellen der Ergebnisse

Stunde 8: Alle gemeinsam unter Leitung eines | Zusammenstellung eines Aufgabenheftes, Team

Schiilers aus allen Gruppen

Stunde 9: Plenum Gemeinsame Entwicklung einer Uberblicksdar-
stellung, siche Abbildung, der mathematische
Gehalt

Am Anfang der zweiten Stunde werden folgende Projektgruppen gebildet - in diesem Fall
vom Lehrer so festgelegt:

Projektgruppe 1

In Trapezbaustein soll ein Parameter variabel bleiben, wihrend die beiden anderen mit geeig-
neten Zahlen zu belegen sind. Analysiere die inhaltliche Bedeutung entsprechender Aufrufe
und suche nach Veranschaulichungsmoglichkeiten zur Darstellung der Sachverhalte. Ggf.
kann auch der dir bekannte Funktionenplotter benutzt werden.

Projektgruppe 2
Unter den Begriff ,,Trapez* fallen als Sonderfdlle auch einige andere Figuren. Untersuche,
wie sich aus dem Trapezbaustein Flicheninhaltsformeln fiir solche Figuren ergeben.
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Projektgruppe 3

Diese Gruppe soll Aufgaben erarbeiten, die mit Hilfe des Bausteins und dem Befehl SOLVE
bearbeitet werden konnen. Die Aufgaben konnen aus Schulbiichern entnommen und entspre-
chend umgestellt werden.

Einige Ansiitze fiir die Projektgruppen 1 bis 3
Hinweis: Fiir die Veranschaulichungen betrachten wir gleichschenklige Trapeze.

Trap(2,4,h) liefert uns Trapezflichen in Abhéngigkeit von der Hohe h. Zeichne solche Trape-
ze!

b=4

=3 5 \ f
A i

il A
LW [ verschicdene
LW 0

0.5

-1.0

Abb.7.4c: Trapeze mit den Seitenldngen 2 und 4 und beliebiger Hohe

Trap(a,4,3) liefert uns Trapezflichen in Abhédngigkeit von der Grundseite a, Zeichnung der Tra-
peze!

Die Zeichnung 7.4d stellt weitere Fragen, wie z.B.

e Wie verdndert sich a?

e Was geschieht fiir b=07?

e Wie wiirde die Zeichnung fiir feste a=2 und h=3, aber flir variables b aussehen?

Trap(2,4,x) — y1(x) (in der Syntax des TI-92 der Firma Texas Instruments)
liefert uns einen Graphen, der uns Trapezflichen in Abhingigkeit der Hohe x zeigt.

Trap(x,y,3)
bringt eine 3-dimensionale Darstellung (die Ebene z = 1.5x+1.5y)

Trap(a,a,a)
ergibt die Fliche eines Quadrates mit der Seitenlinge a

Trap(g,0,h)
Flachenformel fiir ein Dreieck mit der Grundseite g und der Hohe h
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E
b=4
1a
A
B
h=3
e
a=2
i
a verdndert sich gezeichnet mit ANIMATO
Ii 12 I3 I4 15 IE I? IB
-1

Abb.7.4d: Viele Trapeze mit b=4, h=3

Fiir den Taschencomputer TI-92 lassen sich die obigen Aufrufe durch die folgenden Eingaben
erzeugen:

T T FE T R |’F1 T rsz T2 T & T FE~ ]’ 1 TF? T ‘l
Jrba e |PramI0fisass g ] - E Zoon|Trace |ReGraph|MathDraw| - éf

L——h + trapia, b, k) Dore
— trap(2,4,x)=3x
" trap(Z, 4,30 a
®traplZ, 4, h) I-h
B trap(l, 4, =)+ Jlix) Daoke
®trap(a, a, a) 2| | Beachte: Keine
" trapla, O, k) g;h negativlen F}éichen
und Seitenlangen!
HAIN EAD AUTO T HAIN EAD AUTO FUNC

Abb.7.4e: Protokoll der Arbeit mit dem Taschencomputer
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Mit trap(x,y,3) ist
z= 1.5x+1.5y eine Ebene

gezeichnet mit
,.Derive for Windows*

Abb. 7.4f: Bausteinaufruf mit zwei Variablen

Aufgaben mit Anwendung von ,,Solve* auf den Baustein ,, Trap“

Aufgabe 1:

Gegeben ist ein Trapez mit dem Flidcheninhalt A= 18 FE und den Seitenlingen a=12 LE und b=
1 LE. Wie grof} ist die Hohe des Trapezes?

Losung:

Solve(18=Trap(12,1,h),h) ergibt den Wert h=36/13

Aufgabe 2:

Gegeben ist ein Trapez T1 mit a=4, b=9 und h=3. Nenne weitere Trapeze mit der Hohe h=3,

die den gleichen Flidcheninhalt haben.

Losung:

Solve(trap(4,9,3) = trap(a,b,3),a) fithrt zur Losung - b+13 = a. Fiir ganzzahlige Losungen
kann b offenbar die Werte 1,2.3,...12 annehmen. Entsprechend ergibt sich a = 12,11,10,...1.

Aufgabe 3:
Was bedeutet der Aufruf Solve(18=Trap(a,a,,h),h) ?

|’F1 ']’ Fer T Faw ']’ Fir ]’ FE T F& 1 Fev 1 F= Fi FEw ‘[_FE™ [F7
- E Alasbra|Calc|0ther|PramI0|Clear a—z...] i E Zoon|Trace [ReGraph|Math|Draw|-

" irapla, a, a) a<
= trapia, O, b 2h
Bzpluyell8=trap(lZ,1,h). k) h=36-13

Bzpluell8=1trapfa,a, h),h) h=%
L] % * Q20K Done
| AR RAD ALTO FUNL_9/30 HAIN FAD_ADTO FUHL

Abb.7.4g: Arbeitsprotokoll zu Aufgabe 3

Der Graph zu y = 18 zeigt die Hohe in Abhdngigkeit von den (gleichlangen) parallelen Seiten
X

bei gegebenem Flicheninhalt des Trapezes.

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 152



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

a+b

Die obigen Beispiele zeigen, dass der Baustein Trap(a,b,h) := h eine ithm eigene Mathema-

tik-Welt enthélt, die wir in einem Projekt erforschen konnen. Versuchen wir eine Strukturierung
der vielen Baustein-Aufrufe. Wir erhalten einen Ausschnitt (iiber Flicheninhalte) aus der ,,Ma-
thematik am Trapez®, der uns gleichzeitig Vorschlige fiir eine Einteilung in Schiilergruppen lie-
fert.

Parametereinsetzungen Parametereinsetzungen
Trap(a,b,h):= ath h
\ Formeln ableiten
Zahlenrechnungen Trapezmengen Termumformungen
| |
| \ | T
Trap@ed.3). | [TrapQh). | sorve(is=wap(12, 1), Hlachenimhal
eme fest? TraPezﬂachen Trapezhohe ist gesucht, ines Recht.
Trapezfliche abhan"glg von die Seiten und der Fli- e kes ec
der Hohe h cheninhalt sind gegeben eeks
Trap(a,4,3) Trap(g,0,h),
Trapez’ﬂ;icl;en Fldcheninhalt
abhingig von A.bllfm' eines Dreiecks
der Grundseite gigiker-
a ten gra-
phisch
dastel-
Trap(2,b,3), len
Trapezflachen

abhéngig von
der Grundseite
b

Abb.7.4h: Mathematik am Trapez bei Benutzung des Bausteins Trap(a,b,h)

Von der White-Box zur Black-Box, siehe auch Kapitel 6

Das Beispiel ist auch gut geeignet, um den Schiilern die Konstruktion einer Black-Box niher
zu bringen: Offenbar ist in derartigen Bausteinen viel von der Mathematik versteckt, fiir die
man im normalen Unterricht entsprechend viel Zeit aufwendet. Diese Welt erschlief3t sich uns
durch Bausteinaufrufe. Bevor wir dazu fahig sind, muss es jedoch erst einmal zur Definition
des Bausteins kommen. Das bedeutet flir Trap(a,b,h) z.B. den folgenden Ablauf:

(1) Eine konkrete Fragestellung, die auf die Herleitung der Flacheninhaltsformel
A=2 ;b h fiir das Trapez fiihrt.

(2) Einige Aufgaben zur Benutzung der Formel mit Handrechnung festigen ihren Gebrauch --
noch befinden wir uns in der White-Box der Trapezformel.

a+bh

(3) Definition des Bausteins: Trap(a,b,h) :=

(4) Der Baustein ist nun (und auch fiir spéter) zur Bearbeitung weiterer Aufgaben freigegeben
- der Baustein ist zur Black-Box geworden.

Black-Box: Wir wissen, was man in die Black-Box hineinstecken muss, d.h. wie man sie
sinnvoll aufruft, um passende Ergebnisse zu erhalten. Wir brauchen aber keine Details, wie
die Ergebnisse ermittelt werden - oder diirfen die Details vergessen.
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Fiir die Unterrichtspraxis ist klar, dass der Einfiihrung einer solchen Black-Box das mathema-
tische Verstidndnis fiir ihre Arbeitsweise in der Regel vorangehen muss. Das mathematische
Verstindnis fiir eine Black-Box wird in einer ,,White-Box* zusammengestellt.

7.5 Unterrichtseinheit - Maschinenuberwachung modellieren

Es soll gezeigt werden, dass Markow-Ketten mit mehr als zwei Zustianden interessante Unter-
suchungsobjekte sind. Gegeniiber fritheren Unterrichtsvorschldgen und Veroffentlichungen
hierzu konnen nun zusitzlich Computeralgebrasysteme (CAS) eingesetzt werden, was zu
neuen unterrichtlichen Moglichkeiten fiihrt.

In dem Beitrag sollen besonders folgende Aspekte beriicksichtigt werden:
e Modellbildungsvorgang

e gebietsiibergreifende Losungsansitze

e Praxisrelevanz

e der Einsatz von Computeralgebrasystemen

Problem: Maschineniiberwachung

Eine Instandsetzungsabteilung kontrolliert den Maschinenpark von vier Maschinen gleichen Typs zu
aquidistanten Zeitpunkten. In einer Periode zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten kann die
Instandsetzungsabteilung bis zu zwei Maschinen wieder betriebsfahig machen. Die reparierten Ma-
schinen werden zum nachstmdoglichen Kontrollzeitpunkt wieder in Betrieb genommen. Der Ausfall
einer Maschine erfolgt unabhangig vom Ausfall der anderen und auch unabhangig vom Zeitpunkt der
zuletzt vorgenommenen Reparatur. Fir jede Maschine sei p = 0.1 die Wahrscheinlichkeit dafur, dass
sie wahrend einer Periode ausfallt. Zu Beginn seien 3 Maschinen betriebsfahig.

Mit welchen Wahrscheinlichkeiten sind langfristig gesehen 0,1,2,3,4 Maschinen betriebsfahig?

Die folgende Darstellung ist so aufbereitet, dass ein méglicher Modellbildungsvorgang deut-
lich wird.

Modellbildung

Schritt 1: Aufbau der Ub”ergangsmatrix, Festlegung der Zustdnde, Veranschaulichung
Schritt 2: Elemente der Ubergangsmatrix, Veranschaulichung
Schritt 3: Langfristige Entwicklung des Systems, mehrstufige Ubergangswahrscheinlichkeiten

Schritt 4: Der Einsatz eines CAS, der Baustein Ubergangsmatrix => ma(p,q)
Schritt 5al: Bildung der Potenzen von ma(p,q)
Schritt 5a2: Interpretation der Ergebnisse aus Schritt Sal

Schritt 5b1: Stationdre Verteilung, Fixvektor, Losung eines LGS
Schritt 5b2: Interpretation der Ergebnisse aus Schritt Sb1l

Schritt 6: Weitere Modellrechnungen und deren Interpretation
Schritt 7: Funktionale Abhéngigkeiten

Schritt 8: Simulation der Maschineniiberwachung

Modellbildung, Schritt 1

Festlegung der Zusténde, Aufbau der Ubergangsmatrix, Veranschaulichung

Fiir das System lassen sich Zustinde festlegen, zwischen denen das System hin- und her pen-
delt. Im vorliegenden Fall sind die Anzahlen betriebsfihiger Maschinen geeignet. Die Daten
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fiir den Wechsel zwischen den einzelnen Zustinden lassen sich in so genannten Ubergangs-
matrizen zusammenfassen.

1) Wir gehen davon aus, dass 5 Zustinde vorhanden sind:

Z0 keine Maschine betriebsfahig Z1 eine Maschine betriebsfihig
Z2 zweil Maschinen betriebsfahig 73 drei Maschinen betriebsfahig
74 vier Maschinen betriebsfahig.

Damit hat die Ubergangsmatrix die Form

von\nach 20 Z1 Z2 73 74
20

Z1

Z2

73 #

74

# Ubergang von Z3 nach Z2

Abb.7.5a: Struktur der Ubergangsmatrix

Da zu Anfang 3 Maschinen betriebsfihig sein sollen, kann man die Anfangsverteilung als
Wahrscheinlichkeitsvektor in der Form (0 0 1 0 0 ) schreiben.
70 Z1 72 73 74

In der Regel ist es niitzlich, sich die Vorgénge zu veranschaulichen, um so Modellvorstellun-
gen leichter entwickeln zu konnen. In Anlehnung an die Idee der Baumdiagramme kann das
hier z.B. folgendermafien geschehen:

Kontrollzeitpunkte

0 1 2 3 4 5
70 70 70 70 70 70
Z1 Z1 Z1 Z1 Z1 Z1

zz\ 72 72 72 72 72~
Z3 Z3 Z3 Z3 Z3 Z3
74 74 74 74 \ 74 74

Abb.7.5b : Einer von vielen moglichen Wegen durch das Kontrollsystem,
die Zustandskette (72, 73,71,73,74,72, ...

Modellbildung, Schritt 2

Die Elemente der Ubergangsmatrix, Veranschaulichung

Es ist jeweils zu beachten, dass eine gewisse Anzahl von Maschinen ausfallen kann und dass
je nach Vorhandensein defekter Maschinen bis zu zwei davon repariert werden kdnnen.
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a) Die Berechnung wird zunichst am Beispiel des Ubergangs Z3 nach Z4 gezeigt.

Wenn drei Maschinen betriebsféhig sind, darf fiir die nachfolgende Periode keine Maschine
ausfallen, um Z4 zu erreichen!. AuBlerdem macht ja die Instandsetzungsabteilung die vorher
defekte (eine) Maschine wieder betriebsfihig (laut Voraussetzung). Also ist die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit P(Z3 nach Z4) = q’.

b) Fiir Z3 nach 72 gilt: P(Z3 nach Z2) = 3*p*q , denn es muss Folgendes geschehen sein:

Eine Maschine repariert ~ zwei ausgefallen  eine nicht ausgefallen.  Wahrscheinlichkeit

zB. M1 M2,M3 M4 pP*P*q
oder M2,M4 M3 pP*P*q
oder M3,M4 M2 p*pP*q

¢) Wenn anfangs alle Maschinen defekt sind (Zustand Z0), dann kann keine mehr ausfallen,
aber zwei konnen repariert werden. Also ist P(Z0 nach Z2) = 1.

Entsprechende Uberlegungen sind fiir alle 25 Ubergangswahrscheinlichkeiten anzustellen,
wobei sich zahlreiche Werte sehr schnell ergeben. So ergibt sich insgesamt die Ubergangs-
matrix (mit q = 1-p):

70 71 72 73 74
0 0 1 0 0
0 0 p q 0
7210 0 p"2 2pq  q2| =M.

0 p"3 3p”t2q 3pq™2 q”3
p"4 4p”3q 6p”~2q”*2 4pq”3 qn4

Die Ubergangsmatrix weist interessante RegelmiBigkeiten auf! Die Summe der Elemente
jeder Zeile muB3 gleich 1 sein. Anwendung der binomischen Formeln! Zur Veranschaulichung
kann man einen Ubergangsgraphen verwenden:

Z0

V 3
4 (%?Z:::>z4 4pq 71
q

3pq’ q

73 72

Abb. 7.5¢: Ubergangsgraph (nur in Teilen)

In den Ubergangsgraphen kann man alle Pfade mit ihren Wahrscheinlichkeiten eintragen; in Abb.7.5¢c wurden
aus Griinden der Ubersicht nur die Pfade von Z4 aus zu den anderen Zusténden eingezeichnet.

Modellbildung, Schritt 3

Wie entwickelt sich das System langfristig?

Von einem Kontrollzeitpunkt zum nichsten Kontrollzeitpunkt gilt immer wieder die gleiche
Ubergangsmatrix M — allerdings ist das eine gewagte Modellannahme! Abbildung 7.4d zeigt,
dass zahlreiche 2-stufige Ubergéinge moglich sind, nimlich von
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Z0 ber (20,21,22,23,24) zu (20,21,22,23,24) 25 Ubergange
Z1 ... 25 Ubergéange
Z2 ... 25 Ubergéange
Z3 ... 25 Ubergéange
Z4 iiber (20,21,22,23,24) zu (20,21,22,23,24) 25 Ubergénge

das sind insgesamt 5° = 125 Ubergénge.

Kontrollzeitpunkt 1 i+1 1+2
70 Z0 Z0
Z1 Z1 Z1
72 72 72
73 73 73

24 Z4 74

/

Abb. 7.5d : Wege von Z3 nach Z2 mit einem Zwischen-Kontrollpunkt

In der Abbildung wird der 2-stufige Ubergang von Z3 nach Z2 dargestellt. Er kann jeden der
5 Zusténde als Zwischenzustand annehmen. Verfolgen wir die einzelnen Wege von Z3 nach
72, so haben wir folgende Wahrscheinlichkeiten zu bilden:

P(Z3 nach Z0) * P(ZO nach Z2) = | 0 * 1
P(Z3 nach Z1) * P(Z1 nach Z2) = | p’ * P
P(Z3 nach Z2) * P(Z2 nach Z2) = |3p°q | * P’
P(Z3 nach Z3) * P(Z3 nach Z2) = |3pq” | * 3p’q
P(Z3 nach Z4) * P(Z4 nach Z2) = |q’ * 6 p” q]

Addition aller Ergebnisse: 3.Zeile von M ,,mal* 2.Spalte von M (Skalarprodukt)

Durch Addition aller Ergebnisse erhilt man die zweistufige Ubergangswahrscheinlichkeit
P(Z3 nach Z2, 2 Stufen) =0 + p* + 3 p*q+ 9 p’ ¢’ + 6 p* q’. In der Sprache der linearen Al-
gebra: Wir haben das Skalarprodukt gebildet aus dem Vektor in der 3.Zeile von M mit dem
Vektor in der 2.Spalte von M. Bildet man auf diese Weise alle moglichen 25 Skalarprodukt
(,,Zeile * Spalte” rechnen), so erhélt man die vollstindige zweistufige Ubergangsmatrix als
Produkt der Ubergangsmatrix S mit sich selbst:

Zweistufige Ubergangsmatrix S(2 Stufen) = S*S = S*.

Auf diese Weise kommen Matrizenpotenzen ins Spiel, was nichts Neues ist, wenn man von
den oben formulierten Unterrichtsvoraussetzungen (Markow-Ketten mit 2 Zustéinden sind
bekannt) ausgeht.

Der Einsatz eines Tools - Computeralgebrasystem (CAS)

Fiir die weitere Bearbeitung wird als Hilfsmittel das CAS des Taschencomputers TI-92 be-
nutzt. Fiir die Maschineniiberwachung ergibt sich die Ubergangsmatrix von Abbildung 1. Sie
wird hier in den TI-92 eingegeben als ein Baustein (Modul) unter dem Namen ma(p,q).
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Modellbildung, Schritt 4 - der Baustein ma(p,q)

1 Fer Fzr Fy- FE F& y
F" ETngebr*a Calc Dther*TF'r*ngDTElear* a-z..
" malE . )

[ 0 1 [l O
oo F o ]
o o pe Z-peg q-
B pd Ipfg  Ioprad oo
F* 4S9 6 pC 9% 4-p-gqd gqf
l
kAl KAl AUTO FUMC /%0

Abb. 7.5¢: Die Ubergangsmatrix S wird als Baustein ma(p,q) im TI-92 (oder Voyage 200) abgelegt.

|’F1 T Fov Trsz r-n-T Ft T F& |’F1 T Fov Trsz r-n-T Ft T F&
- E Algebra|Calc|Other|PramI0C]l ear a—z...] - E Algebra|Calc|Other|PramlI0|Clear a-z..
"lo p% 3p% g 3I-pqf g°]*zeiled [r* 4pda 6p<a? 4pg® g
[6 % 3p%g 3pg? g7] ["nat.l..9
e} 1 o} o}
"[i p p2 3-p2.4 5-p2-42]+spalte2
2 2 302 6.02.47] o o .1 R -
S S S & & o1 TR -1 |
lzeileS-spalteET £] oy 27 243 .r29
[p* (3 a+11+9-p3 g%+ 652 47] L0081 L0036 L0486 L2916 L6561
|Ir~1in ERD_AUTD FUNC B/20 |Ir~1in ERD_AUTD FUNC =720
Abb.7.5f: Abb.7.5g:

Kontrolle der obigen Handrechnung, Bildung des Ska-

> Ein Bausteinaufruf, die Ub trix fui
larprodukts Zeile3*spalte2(transponiert) T saustenattiy , Qe Lhergangsmatrix ut

p=0.1undg=0.9

Modellbildung, Schritt 5 - Bildung der Potenzen der Ubergangsmatrix

FT—T_i Fev Fiv T T T 7T T FE |’F1 T Fiv T Far T Fi T FE T F&
- E Algebra|Calc|0ther|PramI0Clear a—=.. - E Algebra|Calc[0ther|PramI0|Clear a-=..
5L Y 1) ey U 1= R ) N T ST 1= [ OUEl . OUSE L OFEE 2715 - BoB L]
mimat. 1, .95 Wimat.1,.900%
. . 1 1= .5 . .1 1= .21
. « QEES L H253 23T .7 « DEES 253 . 26T TS|
LHOEE2l COEE096 044326 JZEIVIE LBk 4131 J0E30% (044326 L 2B1V3IE  LETVOVEL
LHEEEFE COEZEEY L4236 L ZPV3IEDS LG T3 OE2287 04236 L2PTIES LEVVIL4Y
OOEEeE L O02654 (040706 LEV4166 .6 IG5 LOO2634 040708 L274186  LeEZ241 |
FIRIN FAD_AUTH FUNL G780 |mﬂ FAD AUTO FUHL_ 4750
Abb. 7.5h: Abb.7.51:
Zweistufige Ubergangsmatrix Zweistufige Ubergangsmatrix mit Spalte 5

Die Matrizen S°, S*, ... S’ werden hier nicht abgedruckt. Thre Elemente zeigen zunehmende
Tendenzen, die hier fir S'° formuliert werden:
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Ei T Fer T Fow ]’ Fav T FE T FB Fzv |_ Fuv &

- E Alacsbra|Calc|0ther|PramI0|Clear a-z.. W I:ali: ther PFngD Clear a—=z..
=1 =TN 510 ~Yu T SN O L 10 Pl 0] R ) ) =] S ST N LTET FILEC T B N0 SR Y 2 5 btﬁzq'.l_
mmac.1, .50 10 " mal. 1 ,.9))

LADE0ES L QEZ2F2E  JO41266 (ZVSZSE 6 62 (O02726 (41266 (2FS206 (630554
LEDEDES L EEZ2F2E  JO41Z266  LZVSZDE W6 168 (002726 (041266 LZ2V5256 680584
CEDEDES S EEZF2E  JO412E6  (ZVSZ20E LG JIES L EOZFZ2e (041268 L(2TS25E  (E20EE4
CEDEDES L QEZ2F2E  JO41Z2E6  (2ZVSZDE L6 68 (O02726 (41266 (2FVS206 (630654
CEDEDES L EEZF2E  JO41Z2E6 L 2VSZDE L6 168 (002726 (041266 (275256 680654 ]

FAIN RAD_AUTO FUNC E/Z0 TRAIN FAD_AUTO FUML E/=0

Abb.7.55: Abb.7.5k:

Zehnstufige Ubergangsmatrix S' Zehnstufige Ubergangsmatrix S'’ mit Spalte 5

Modellbildung, Schritt 5a - Interpretation von Ergebnissen
Bei der zehnstufigen Ubergangsmatrix - das Wartungssystem lduft also jetzt 10 Kontrollpunk-
te lang - fillt unter Beachtung der hier ausgegebenen 6 Nachkommastellen Einiges auf!

a) Alle Elemente einer Spalte sind gleich.

b) Die Zeilen der Matrix stimmen iiberein.

c) Alle Elemente liegen im Intervall [0,1].

d) Die Summe der Elemente jeder Zeile ist stets gleich 1.

Die Eigenschaften c) und d) sind die bekannten Eigenschaften von stochastischen Matrizen.
Es gilt der leicht nachrechenbare Satz:

Das Produkt zweier stochastischer Matrizen (also auch das Produkt einer stochastischen Mat-
rix mit sich selbst) ist wieder eine stochastische Matrix.

e) Bei den folgenden Potenzen andern sich die Werte (bei 6 Nachkommastellen!)
nicht mehr. Es gilt anscheinend S'' ~ S™ *S, allgemeiner S™' ~ S" *S.

Wir nehmen eine Zeile von S'° und rechnen mit dem TI-92:

[0.000068, 0.002726, 0.041266, 0.275256, 0.680684] — g, dann g * ma(0.1,0.9). Wir erhal-
ten tatsdchlich wieder den Vektor g.

So kann man vermuten, dass sich das System einer festen Matrix G immer mehr nihert.
Entsprechend den Uberlegungen bei zweistufigen Matrizen konnten wir dann schreiben

limS" = G . Das heif3t auch:

n—oo

‘ Anscheinend gibt es eine Grenzmatrix G, fiir die gilt G*S=G.

Bezeichnen wir die (untereinander gleichen) Zeilenvektoren von G mit g, so gilt damit auch:

‘ Es gibt einen Zeilenvektor g (Grenzverteilung) mit der Eigenschaft g*S = g.
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Die Anfangsverteilung )
Ubrigens haben wir bei den Uberlegungen bislang an keiner Stelle den Anfangsvektor

(0 0 1 0 0) beriicksichtigt!

Bilden wir (0 0 1 0 0) * G so ergibt sich die 3.Zeile von G. Nimmt man als Anfangsvektor
zB.(0 0 0 1 0),soliefert (0 0 0 1 0)* G die 4.Zeile von G. Da aber alle Zeilen von G

gleich sind, kann festgehalten werden.

‘ Das ganze System ist offenbar unabhingig vom Anfangsvektor.

Modellbildung, Schritt 5b
Ein zweiter Losungsweg: Stationire Verteilung — Fixvektor — Losung eines LGS

Diese Uberlegungen erdffnen nun eine weitere Moglichkeit fiir die Untersuchung des lang-
fristigen Systemverhaltens. Der Vektor g spielt offenbar die Rolle eines Fixvektors. Wenn ein
Vektor f mit der Eigenschaft f*S = f tatsachlich existiert, dann kann man ihn aus einem linea-

ren Gleichungsystem errechnen:

f*S=f
0 0 1 0 0
0 0 p q 0
[a,b,c,d,e] * | 0 0 ph2 2pq q”2 | =[ab,c,d,e]
0 p"3 3p”"2q 3pq™2 q"3
p"4 4p"3q 6p"2q*2 4pq”3 qn4

mit der Bedingunga+b+c+d+e=1.

Hinweis: Im Unterrichsablauf wird meistens diese Zusatzbedingung vergessen. Dann ist das
LGS zunichst nicht eindeutig 16sbar und man kommt im Nachhinein auf diese Bedingung. -
Im Unterricht wird man das LGS zuerst auch mit den Zahlenwerten p = 0.1, q = 0.9 bearbei-

ten.

Wir kénnen nun unter Beachtung der Matrixtypen z.B. folgendermaf3en rechnen:
f(1,5) * S(5,5) = f(1,5) mit f=[a,b,c,d,e] und atb+tctd+e=1

fis)* (Se5) - Ess)) = Oas),
wobei Es 5) eine (5,5)-Einheitsmatrix und O(; 5)eine (1,5)-Nullmatrix ist.
Nehmen wir nun noch die zusétzliche Gleichunga +b+c+d+e=1 in die Matrixgleichung

auf, so erhalten wir ausfiihrlich geschrieben:

#)

-1 0 1 0 0 1
0 -1 p q 0 1
[a,b,c,d,e]*| O 0 pr2-1 2pq q"2 1|=[a,b,c.,d,e,1]
0 p"3 3p™2q 3pg”2-1 q”3 1
p*4 4p”~3q 6p"2q”2 4pq”3 q™4-1 1
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Fiir die Berechnung von a,b,c,d,e mit den Wahrscheinlichkeiten p = 0.1 und q = 0.9 hilft uns
der T1-92:

L P LEEE #i
|T~r | a-:'gs-a:?*-s:\ll. 3 ,.T,t-' e oIl ]
10000 Abb 7.5
o1 o o0 Wir definieren mit
Ll identitarSy + 255 oo 1 o @ identity(5) eine Einheits-
@m0 10 matrix mit 5 Zeilen und
Ao e @ 1 5 Spalten und nennen sie e55.
o
[l
HAIN FAD_AUTO FUHC 5/11
IT ::s fn Tiiia: :.T,tf; g ::*:E R Abb.7.5m
|_E| El oA 1 Der Befehl newMat(5, ])
= El: stellt eine Nullmatrix aus 5
Zeilen und einer Spalte be-
o reit, die wir mit n51 abkiir-
B efat(S, 11+ 151 0] zen. Der Sinn der
o] Aktion wird unten deutlich.
a Mit dem Fill-Befehl erhalt
. = diese Matrix statt der 0-en
JIEoE R Blis) lauter 1-en.
HAIN FAD_AUTO FUHC 7/il
- — ]
|’Ir ET T i ’T SERE *TF'r*ngIIIT . ] Abb.7.5n

Nun wird die schon friiher

e CRE 9:' *E i a a ; definierte Ubergangsmatrix

5 5 mit den Werten p=0.1 und q
& & -1 -3 & = (0.9 bereitsgestellt und unter
0] o] L1 .18 .21 dem Namen S abge-
o LA01 @27 L2437 729 speichert. , ,
LOD01 L OE36 L0486 L2916 L6561 Anschlieflend wird von S die
o5 Einheitsmatrix subtra-hiert.
— Die neue Matrix heift T.
HAIN FAD AUTO FUMC 4,11
iy, e i
- {—T a-:'gs-a:r*.i:\ll. pig hT g *TF'r*ngIIIT .5:--::.. ]
= Pt Abb.7.50
2 1 o o Ausgabe von T.
0] -1 .1 .9 0}
Q 3] -.99 18 L1 Mit augment(t,n51) wird an
i Aol v - 757 779 die Matrix T der oben defi-

nierte Spaltenvektor n51 mit

LO081 L0036 L0486 L2916 -, 3439 seinen fiinf Einsen angefiig.

B gygmentlt, nS1) + u

HMAlN ERD AUTO FUMC 4/11
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Abb.7.5p

iy, Fe LEEEOT T
Er {—ls-: =.-;:sr=-=.:r*.s:|;. 3 c]:.;t?:s-r

UL L, Fral P = U

[ -1 0] 1 0] @
@ -1 .1 2 @
o 0] .92 .18 .31
@ Mook 27 T.rar L7229
[ O] L00E3e L0488 L2916

—. 3439

- T
= .al.l-:lr-'uer'ut.l. U,

F'r*F-;lgm 1 D]:Z: i :5:1:E G ]

Die neue Matrix heif3t U.
1 Zur Herstellung der iiblichen
1 Form der erweiterten Koeffi-
1 zientenmatrix des linearen
Gleichungs-systems wird nun
1 noch U transponiert und an U
1 die rechte Seite des LGS
angefligt.

HMAIM ERD AUTO FUMC /11

iy, Fe LEEEOT T
['; {—T L -a:?*.s:T;. pif ]:.;i-?:i-i‘

FE £
Framl D]:Z: Lredadt Bl

" augmentlu’ [0 0 0 0 0 1] J+las

] 1
[y

1 .1

—
—

Abb.7.5q

Die erweiterte Koeffizien-
tenmatrix ist fertig, sie er-halt
hier den Namen LGS und
kann nun mit dem TI1-92-
Baustein rref(matrix) bear-
beitet werden.

HMAIM ERD AUTO FUMC /11

1 Fer Fiv T_ FHT FE F&
[Fv ETFllgehr“a Calc Dther*TF‘r*ngDTClear* a—z...
[1 1 1 1

1 ...................................................................
_ ; Abb.7.5r
1. ©. 0. 0. O, .C0g000es rref(lgs) Ist das Glei-
L. 1. B B 0. LJBEEVZG chungssystem mit Hilfe des
. 0. o, 1. o. @. .@41266 GaulB3-Verfahrens. Die L6-
rrefilas] @, 0. [0, 1. 0. .27525& sung kann abgelesen werden.
8. 0. @, 0. 1 _£80654 Uns siche dg: Es ist der lange
erwartete Fixvektor.
[ &, 0. 0. 0. O, 0 |
FRIN KAD ALTO FUMC 11,50

Interpretation der Ergebnisse aus Schritt 5b

Die mit rref(lgs) ermittelte Losung ergibt sich aus der errechneten Matrix, wenn man diese
wieder ausfiihrlich als Gleichungssystem schreibt. z.B. lautet die erste Zeile iibersetzt:

la + 0b +0c + 0d + 0e = 0.000060, also a = 0.000060.

Die letzte Zeile ist eine allgemeingiiltige Aussage fiir a,b,c,d,e, aber alle Gleichungen miissen
ja gleichzeitig erfiillt sein, so dass sich insgesamt eine eindeutige Losung ergibt.
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Modellbildung Schritt 6: Weitere Modellrechnungen und deren Interpretationen
Ein CAS bietet nun auch die Moglichkeit, das Gleichungssystem allgemein zu bearbeiten.
Allgemein formuliert lautet das der Abbildung 14 entsprechende lineare Gleichungssystem:

1 Fzw Fzw Fyw FE Fa
- E ngebr‘al[ﬁalclﬂther‘ F‘r*ngDlClear‘ a—z...]
-1 [ a a
a -1 a P
1 P pd-1 Tpdip-11 b
B -p+1 -2-p(p-1)1 3-pT-G-pZ+3.
Qo (e - 1)° (p- 117
logsCpa
FAIN [TTITTR] FUMC 20/ 30

1 Fiw Few | FH™ FE F&
- Elﬁ1gebr*a|Calc|Dther*|P‘r*ngD|Elear‘ a—Z... ]
]
=3
4pi(p-1)
1(p-1) &pZ(p-1)7
6pZe3p-1 4p(p-1)7
g pt-4.p3+e.p%-4.p

o
0]
0]
o
o

|HHIH ERD ALUTO FUHC Z0/20

Abb.7.5s: Das allgemeine LGS, in Zeile 6 stehen noch iiberall 1-en. Das LGS wird als Baustein mit dem Namen

,lgs(p)* gespeichert.

Nun koénnen durch unterschiedliche Wahl von p (Ausfallwahrscheinlichkeit jeder Maschine)
diverse Modellrechnungen durchgefiihrt werden, wie oben bereits fiir p = 0.1 geschehen.
Hier zeigt sich erneut einer der groen Vorteile von CAS. So ergibt sich z.B. fiir p = 0.05:

viﬂ Hl gFé-E-r*a |Cragfc, Inﬂ‘ér F'r*ngm 10 |I: 1 E-ar'F“E -7 ] viﬂ Hl gFé-E-r*a |Cragfc, Inﬂ‘ér F'r*ngm 10 |I: 1 E-ar'F“E -7

e 1gsl . 0500 [1 1 1 1 1 1]
(1. @, @. 0. O, . CE0E5T (1. @, ©. 0. O, . CO005ET
0. 1. ©. 0. o, .oo0411 o, 1. o, 0. 0. LOREF2E
0. oo, 1. 0. 0. LO12354 m rreftlgs) 0. oo, 1. 0. 0. L2dl2es
0. o, o, 1. 0. L16483% 0. o, o, 1. 0. L275258
0. oo, g, o1 D222 0. oo, g, o1 « BEEEE4
[0, @, @, @, 0. @ [0, @, @, @, 0. @

|Ir~1iu KD AUTO FUNC 1730 |Ir~1iu KD AUTO FUNC 11730

Abb.7.5t: Werte fiir p=0.05

Abb.7.5u: Werte fiir p=0.1

Interpretation: Wenn es also gelingt, die Ausfallwahrscheinlichkeit um die Hilfte zu senken,
so erhoht sich z.B. die Wahrscheinlichkeit fiir das Funktionieren aller vier Maschinen von

0.68 auf 0.82.

Damit ist die langfristige Systementwicklung mit sich gegenseitig bestitigenden Ergeb-
nissen auf zwei sehr unterschiedliche Arten untersucht worden:

e Uber die Folge der Matrizenpotenzen der Ubergangsmatrix S

e und iiber ein lineares Gleichungssystem mit 5 Variablen und 6 Gleichungen.

Zusammenfassung

Die Modellierung des Maschineniiberwachungssystems zeigt sehr schon, wie dabei ma-
thematische Uberlegungen, Visualisierungen, Handrechnung und CAS-Rechnung inein-

andergreifen und sich gegenseitig stiitzen.
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8. Mathematik mit und auf Bildern
8.1 Grundlagen

Bei den Bildern kann es sich handeln um
e Digitalfotos,
e Buchabbildungen, Bilder in Zeitungen, , Kunstbilder usw., die ggf. eingescannt werden,
e selbst Erstelltes und Vieles mehr.

Die Inhalte konnen sein
e rein mathematischer Art,
e mathematische Inhalte auf diversen Hintergriinden (auch mit fachiibergreifenden Aspekten,
z.B. mit Kunst, Architektur)

Warum ist die Idee ,Mathematik auf Bildern* fiir den Unterricht so attraktiv?
Die ,,Arbeitsfliche Bild* ist

e leicht erstellbar,
fiir die jeweilige Unterrichtssituation (mathematischer Inhalt) frei auswahlbar,
oft dsthetisch und anregend,
kann vom Schiiler selbst stammen — eigene Vorlagen sind bekanntlich motivierend,
variabel im Unterricht einsetzbar und unterstiitzt offene Unterrichtsformen
auf unaufdringliche Weise hilfreich bei der Entwicklung der allgemeinen und fachlichen
Kompetenzen

Einige Beispiele (weitere finden sich im Buch verteilt) zeigen die Vielfalt der Moglichkeiten.

Mathematisce Formen auf einem Halstuch

: Léiﬂil‘e Rechnerkost ;

' -ea + 930D - 'ee;e-; |
'()" + 30"7’3 TQOJ"

 faQe + @000 - D€

Kunst, Formen und Rauminhalte Rechnen, knobeln, selbst entwerfen
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Das obige Abakusbild kann beispielsweise zu einer intensiven Beschéftigung mit dem Aba-
kus fiihren — den Rechenmoglichkeiten, der Verwendung im Alltag in anderen Kulturen, &hn-
lichen Rechenmaschinen usw.. Bei den oben gezeigten anderen Bildern sind einige mathema-
tische Inhalte durch die Bildunterschriften angedeutet.

Die Méglichkeiten der Arbeit mit Bildern sind vielfiltig. Einen Uberblick bietet Abbildung
8.1a.

Bilder mit Mathematik

Bildquelle — am besten
hiilerl lie- . -
:‘I:rrtl Schlerinnen gelie Das Bild bzgl. der darin ent-
hal Math ik ly- . - -
Siae:::en athematik analy Mit bzw. auf dem Bild arbei-
Digitalfoto ten
Kunstbild
Buchbild ﬁ :ﬁ?lizl;ﬁn Koordinatensystem einfiihren
Computerbild M ordnen Objekte rekonstruieren
Von Hand gezeichnetes Bild . Objekte hinzufiigen
. ; Ggf. Hilfen holen, z.B. aus Inter- :
Sonstige Bilder Inhalt ausweiten
net, Schulbuch Bildfol; ichen®
Bilder auf CD sammeln M einordnen in den sonstigen ridiolie,,wegziehen
Lehrgang

Abb. 8.1a

In Kapitel 8.7 finden sie Aufgabenstellungen, mit denen man Unterrichtssequenzen mit Ma-
thematik an Bildern einleiten kann. Weitere Aufgaben ergeben sich aus der obigen Abbildung
8.1a. Bild 8.1b kann gut in einer Unterrichtseinheit iiber die Welt der Parabeln verwendet
werden. Im rechten Bild wird iibrigens eine weitere Moglichkeit des Computereinsatzes deut-
lich: Man kann Bilder auf einfache Weise verzerren und die mathematischen Verdnderungen
studieren.

Abb. 8.1b: Parabelsche, rec tserzt
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8.2 Mathematische Objekte entdecken und markieren

Einige Programme bieten die Moglichkeit, Hintergrundbilder in die Arbeitsfliche zu setzen.
Das ist beispielsweise der Fall bei den Programmen PowerPoint, DERIVE 6 oder ANIMATO.
Damit ergeben sich neuartige Arbeitsmoglichkeiten, die viel Eigentdtigkeit und damit auch
selbstindiges Arbeiten bedeuten. Besonders interessant ist hierbei der Aspekt des ,,intellegen-
ten Ubens* und eines motivierenden Anwendens bekannter Funktionsterme. Der Ansatz ist
aber auch gut geeignet, um neue Funktionsgraphen auf experimentelle Weise zu finden.

Das erste Beispiel ist flir Schiilerinnen der Grundschule oder der Sekundarstufe 1 geeignet.

Beispiel 1: Lade das Hintergrundbild ,,Kirche auf Mallorca* auf Deine Arbeitsfldche. Identi-
fiziere auf dem Bilder geometrische Formen und markiere diese mit den Moglichkeiten von
PowerPoint.

Bild 8.2a: Kirche Bild 8.2b: Entdeckung geometrischer Formen (Klasse 6,7)

Das PPT-Programm stellt bekanntlich hierfiir etliche geometrische Objekte bereit, die man
auf die Bildfliche legen kann, beispielsweise:

QO/-A

Diese Aufgabenstellung ist fiir die Schiilerinnen motivierend, nicht schwer und dennoch
fruchtbar. - So werden bei der Bearbeitung bekannte Objekte gefunden, aber auch neue ma-
thematische Objekte auf dem Bild und im Programm entdeckt und deren Verwendung er-
probt. Analytische Uberlegungen sind hier noch nicht nétig. Die Verwendung von Farben
fiilhrt zu weiteren, vielleicht auch kiinstlerischen Aspekten.

Mathematische Objekte entdecken, analysieren und nachkonstruieren

In den Sekundarstufen konnen dann weitere geometrische Uberlegungen hinzukommen und z.
B. mit einem dynamischen Geometriesystem realisiert werden. Nimmt man nun noch analyti-
sche Betrachtungen dazu, so bendtigen wir einen Funktionenplotter, z.B. ANIMATO oder die
Grafik eines CAS. Dann lautet eine der Fragen:

e Durch welche Gleichungen lassen sich die Objekte erzeugen?

Hierzu folgt unten noch der Auszug aus einer Abituraufgabe.

8.3 Modellieren von Funktionen (Relationen) durch
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Rekonstruktion auf einem mathematischen Hintergrundbild

Eine weitere Anwendung von Hintergrundbildern ergibt sich aus der Idee des Nachkonstruie-
rens vorgegebener mathematischer Abbildungen, Die erzeugenden Terme werden aber nicht
vorgegeben! Hierdurch kdnnen z. B. fertige Abbildungen ,,zum Leben erweckt™ werden.

Beispiel 2: Die folgende Abbildung zeigt ein Hintergrundbild, das aus mehreren Graphen von
Funktionen bzw. Relationen besteht. Deine Aufgabe ist es, diese Graphen nachzu-
konstruieren. Verwende hierzu Punkte, die auf den Graphen des Bildes laufen.

H
2
3
4 o o
5
B

Bild 8.3a: Das Hintergrundbild Bild 8.3b: Zwei der Graphen sind bereits rekonstruiert

Bild 8.3b zeigt die erfolgreichen Nachkonstruktionen der Geraden g: y = 2x+1 und der Sinus-
kurve. In entsprechender Weise gelingt die Uberzeichnung der anderen Graphen, wobei sich
das vorgegebene Koordinatensystem als niitzlich erweist.

Term Erlauterung

f1: 4,3 Punkt

2: 2x+1 Gerade

3: 27x+1 Exponentialfunktion

f4: sin(x) Sinusfunktion

5: 1/x Hyperbel

8: 2cos(x)-4, 2sin(x)+2 Kreis in Parameter-
darstellung

Ziele

e Diese Aufgabe konnte beispielsweise in Klasse 11 eingesetzt werden, wenn der Schiiler
seine Funktionserfahrungen aus vergangenen Jahren in motivierender Weise wiederholt
oder an einem der Graphen auch ausweitet. Fiir andere Jahrginge kann man sich andere
Graphen denken, etwa zum Nachzeichnen von Geradenscharen, Nachzeichnen von Funkti-
onsgraph und Ableitungsgraphen usw. Insofern kann der Schwierigkeitsgrad der Aufga-
benstellung an die jeweilige Situation angepasst werden.

e Durch Animation der einzelnen Graphen kann die Rekonstruktion attraktiv gestaltet wer-
den.

e Attraktiv fiir die Schiiler ist auch das eigene Erstellen von Hintergrundbildern und die Wei-
tergabe des Bildes an Mitschiiler (Schiiler stellen Aufgaben). Hierbei kann der Konstruk-
teur seine Kreativitdt ausspielen.
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8.4 Die Reichstagskuppel in Berlin — Mathematik, Architektur

Der Querschnitt durch die Kuppel liefert eine begrenzende Kurve. Es soll ein passender Term
dafiir gefunden werden.

b ] Bild 8.3a: Schrittweise Anniiherung an die Peripherie
der Kuppel mit Hilfe der Gleichungen

/ ) B inp mame ' fl: x2

y . =7 S T | R2:f1+6.6

- [ ' P e, | B3:0.1f1+6.6

P “t f4: 0.046f1+6.6
5: 0.06f1+6.6

_| N Ausgehend von f1 werden von Hand bessere Nihe-
5 =™ | rungen gesucht.

Bild 8.4a

e =~V
B11d 8.4b: 9 ausgewahlte Punkte Bild 8.4c : Die errechnete Parabel

Ausgewihlte Punkte auf der Peripherie der Kuppel (auf dem Hintergrundbild in ANIMATO
mit dem Cursor ablesen):

f1: 0.00,6.66 f2:-3.02,6.29 f3:-7.02,4.33 f4:-9.94,1.53 £5:-10.65,0.44

6: 3.02,6.19 {7:6.99,4.14 {8:8.93,2.43 19: 10.42,0.49

Die quadratische Regression mit dem CAS des Taschencomputers hat erbracht (siehe Bilder
8.3d,e: f10: -0.0555x"2-0.0110x+6.7991

] 1 F2 Fz F4 F& Fa™ Fr i Few Fzw Fywr FE Far
|v ElF"lDt SEtuF'-lEel 1 Header*llialc.luti 1 |Stat.| - E Al TR Up
DATAH I | E— N
|v:1 [ 3 cd [=ts] 2 2w +E —:::E§5532

1 =9 =1 2] [a] =-. 011036

Z -3.02 |6.29 C Sh. rAIEE

3 L2 4,33 Rz =. 996477

4 -3.94 11.53

5 1o, 65 .44

& .02 |5.19

7oolE.79 [4.14 L CEnter=0K_ D |

= ShowStat

Eﬁ:ll;'cj- EI = RRD RAFFROR FIHC HMAIN FAD AFFROH FUWC 0/=0
Bild 8.4d: Eingabe der Koordinaten von 9 Punkten Bild 8.4e: Die errechnete quadratische Regression
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Im Unterricht

Weg 1 — Die Bilder 8.3a,b,c kdnnen im Unterricht wieder als Animation gezeigt, aufgebaut

und demonstriert werden:
1) Das Hintergrundbild erscheint,

2) Nacheinander werden die neun Punkte gezeichnet (die Schiiler kommentieren),

3) Die Kurve erscheint (die Schiiler kommentieren)

Weg 2 - Die Schiiler arbeiten eigenstdndig auf dem Hintergrundbild. Die Aufgabenstellung
konnte lauten: Bestimme eine Kurve, die die Peripherie der Kuppel modelliert.

8.5 Eine Klausuraufgabe zur Mathematik auf Bildern

Die Aufgabe wurde im Leistungskurs-Abitur 2001 gestellt (hier wird nur Teil a behandelt).
Sie geht von einem Bild aus, verwendet Parameterdarstellungen und ist fiir den Einsatz von
CAS konzipiert. Dabei wird das Bausteinprinzip verwendet.

Abb.1: Kirchenorﬁnt

Foto aus Mallorca

Um den Koordinatenmittelpunkt liegt ein Einheitskreis.

Beachten Sie:

In der folgenden Aufgabe
wird die Architektur in
dem nebenstehenden Bild
etwas ndher analysiert.
Grundlage fiir die zah-
lenméBige Erfassung ist
ein rechtwinkliges (x,y)-
Koordinatensystem, des-
sen Ursprung (0,0) in
dem Mittelpunkt des
inneren Kreises der Ro-
sette liegt. Dieser sei ein
Einheitskreis.

al)  Wie lauten die Gleichungen der sechs beriihrenden Kreise in Parameterdarstellung?
Hinweis: Vorsicht mit den Mittelpunkten der Kreise links und rechts!

a2)  Geben Sie einen (X, y) -CAS-Baustein [...=> xkreis(*,*,*), ...~ ykreis(#.#,#) ] an,
durch dessen Aufruf sich alle Kreise aus Abb.1, aber auch noch beliebig viele weitere

Kreise erzeugen lassen.

a3)  Wie wiirde ein entsprechender Baustein in kartesischen Koordinaten lauten?
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Aufgabenteil , Losungsskizzen, Erwartungen

al) x =cos(t), y = sin(t) E-Kreis
X = cos(t), y = sin(t)+2 oben
x = cos(t), y = sin(t)-2 unten

x =cos(t)-sqrt(3)  y=sin(t)+1 links
x = cos(t)-sqrt(3), y=sin(t)-1

x = cos(t)+sqrt(3), y = sin(t)-1 rechts
x = cos(t)+sqrt(3), y=sin(t)+1

Auf Verschiebung sqrt(3) kommen
172+x"2=2"2

a2) Bausteine mit Erkldrung
X = r*cos(t) + a = xkreis(t,r,a)
y= r*sin(t) + b — ykreis(t,r,b)

a3) y =Db +- sqrt( r2-(x-a)"2 ), also
b + sqrt( r*2-(x-a)*2 ) = halbku(x,r,a,b)
b —sqrt( 1"2-(x-a)*2 ) -> halbku(x,r,a,b)
Bausteine mit Erkldrung

Eine Aufgabenvariation

Die sechs Kreise von Aufgabe a sollen nun abbildungsgeometrisch erzeugt werden. — Geben
sie eine geeignete Matrix an, mit der man, ausgehend von dem oberen Kreis mit dem Mittel-
punkt (0,2), die anderen Kreise erzeugen kann. Formulieren sie eine TI-92-Losung fiir die
Erzeugung der Kreise. Nennen sie dabei auch die von ihnen in den Fenstern eingestellten

Werte.

Losung

1 Fev | _F= Y FEw|_ FE™ S
vEZnnm Edit]| ~ A1l [Style|s :-:.>.5..T ]
SFLOTS
wtd=cos(t) + a
gtd==init)+ b
~wtS=cos(L)
“ytS=sin(t) + 2
“whb=oos(o) bty — sin(c)-gtSit)
“u%%zﬁi nLe)- xS0y + cos{c)-gtoit)
W

gt.¥=
whig=

it 0=
xEPCE D=

HMAIN ERD AFFROR FAE

Die Drehmatrix wird mit den Kreistermen multipliziert.

[‘Fi T Fer TrsvT r-wT FE T FE™ T]
- E Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

= =intl, 5 L 523594

mzindl. 5 0.
s

"I he 1.0472

-%m 1.0472

Bld 2d 3-d 4-d 5-d 6-drEc
£1.0472 2.0944  F,14159  4.13373 S

AN FERD AFFEOR FRE _18/%0
Der Drehwinkel ist jeweils d = pi/3. Bezogen auf
den ersten Kreis um (0,2), also d, 2d, 3d usw

HMAIN ERD AFFROR FAE

d%/ Der Ausgangskreis um (0,2)
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8.6 Einige attraktive Bilder zum Analysieren und Bearbeiten

Steinmuster Lissabon

Tischdecke in einem Hotel Leuchtstdbe (Francois Morellet)
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8.7 Weitere Bilder-Aufgaben fur den Unterricht

Die unten angebotenen Aufgabenstellungen sind geeignet, um Unterrichtsstunden mit Bildern
zu gestalten. Sie sind zum Teil sehr offen formuliert und kdnnen damit auch zu ldngeren Un-
terrichtsphasen fiihren oder bei passender mathematischer Gelegenheit wieder aufgegriffen
werden. Jedenfalls ist es fiir die SchiilerInnen sehr motivierend, wenn ihre eigenen Bilder im
Unterricht benutzt werden.

Vorschlige fiir Aufgabenstellungen

Erstelle ein Digitalfoto mit moglichst vielen mathematischen Objekten. Du sollst dein
Foto in der nidchsten Stunde vorfiihren und erldutern.

Erstelle drei Fotos aus deiner Umwelt mit viel mathematischem Inhalt. Welches ist
davon dein Lieblingsfoto? Erldutere dieses Foto genauer.

Fiir die ndchste Mathematikstunde brauchen wir Digitalfotos aus unserer Umwelt zum
Thema , Kreise®.

Auf dem Arbeitsbogen siehst du zwei Fotos. Erldutere ihren mathematischen Inhalt.

Fotosafari: Kirchen mit Mathematik
Fotosafari: Moderne Architektur und Mathematik
(auch fiir facheriibergreifende Betrachtungen geeignet)

Auf dem Arbeitsbogen siehst du zwei Fotos. Scanne diese ein und zeichne mathemati-
sche Objekte nach mit Hilfe von Power-Point. Wie konnte das mit deinem CAS ge-
hen?

Waihle dir eins der angebotenen vier Fotos aus und rekonstruiere moglichst viele ma-
thematische Objekte.

Lege in das vorgegebene Bild ein passendes Koordinatensystem. Begriinde deine
Wahl. Wie konnten die Gleichungen der in dem Bild vorhandenen mathematischen
Objekte lauten?

Deine letzten Urlaubsfotos: Suche ein Foto mit viel mathematischem Inhalt.

Rekonstruiere einige der auf dem Hintergrundbild sichtbaren mathematischen Objekte
mit Hilfe deines CAS.

Wir wollen eine Mathematik-CD erstellen mit Digitalfotos, die viel mathematischen
Inhalt enthalten. Jeder darf drei Fotos (gespeichert auf einem Stick oder einer CD,
Format .jpg) abgeben. Dirk wird sie auf einer CD zusammenfassen. Jeder erhélt eine
Kopie. — Diese CD wird unseren Mathematikunterricht der ndchsten Zeit begleiten!
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9. Das CAS macht es maoglich

9.1 Neue Sichtweisen auf Lehrplaninhalte

Fiir einen Vortrag zum Zentralabitur wurde von mir die folgende Abbildung entworfen, aus
der einige Aspekte gut zum augenblicklichen Thema passen.

Gleichzeitige Be-
handlung verschie-
dener Funktionen,

z.B. Abstandsbaustein

Zeit sparen fiir uber Ba-
sics hinausgehende
(motivierende) Aufgabe-

stellungen

Interessante Modellie-
rungen durchfihren

!

Gleichartige Ab-
laufe zusammen-
fassen z.B. bei

\

Mathematik an
Bildern

Aus dem Bannkreis

des Mathematik-

Zentralabiturs be-
freien!

Differen- . i
zenquotient, Ablei- Anderungen im Un-
tungen terricht
Zeit gewonnen fur
Vergleiche durch- ,Randgebiete* —
fuhren auch diese kdnnen
Basics uben!

Hausarbeiten: Malig, aber regelmafig!
Den Computer nutzen!

A

S entwerfen selbst Auf-
gaben, z.B.durch Aufga-
benvariationen

Abb. 9.1a: Ungewohnte Sichtweisen auf Lehrplaninhalte

Mit der Abbildung wird die These untermauert, dass man auch unter Blick auf die zentralen
Priifungen mit den SchiilerInnen interessante und schone Mathematik treiben kann. Und der
Computer, insbesondere die CAS bieten hierfiir zahlreiche neue Moglichkeiten. Uber einige
dieser Aspekte wird in diesem Kapitel berichtet, andere fanden sich bereits in fritheren Kapi-
teln. Da ist zundchst die fundamentale Idee, Sachverhalte die in den Lehrplénen bisher ge-
trennt auftreten, nun mit Hilfe eines CAS zusammenzubringen.

9.2 Gleichartige Ablaufe zusammenfassen

In Kapitel 6 finden wir Betrachtungen zum Differenzenquotienten. Das dort geschilderte Vor-
gehen ldsst ich in entsprechenderweise auf die géngigen Funktionen bzw. Relationen iibertra-
gen. Hat man ein geeignetes PC-Programm zur Verfligung, dann kann man gleich verschiede-
ne schulrelevante Funktionen betrachten und so den sonst tiblichen Ablauf (erst eine Funktio-
nenklasse, einige Wochen spiter die nichste, ... ) durch eine (fast) gleichzeitige Bearbeitung

ersetzen. Dabei konnten z.B. die Abbildungen der nichsten Seite entstehen. - So sind z.B. die
Eingaben fiir Abbildung 9.2a:
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2: sin(a)

3: (f2(t+u)-f2(t))/u, Differenzenquotient
,»von rechts® fiir positives u.

£7: (f6(t+u)-f6(t))u

f4: (F2(t-u)-F2(t))/(-u)

£8: (f6(t-u)-f6(1))/(-u)

Dabei lauft u tiberall von 2 bis 0.01 mit 10 Werten (Schrittweite -0.199..)

Anderungen sind dann nur bei der Funktion bei f2 nétig, z.B. steht dann dort f2: 2”a.

1 Zuy = sin(x) 2 Zuy=2x
7 ////'/ /
/)]
/) // //////
7
/ 17707/
r///////r/
7
//// // /
/7 Yy
'y /]
/ y //
/| oy ///
/) 101/
sy Vs
/ /// ////
///)
/ /11 /
Yy s
/)
W)
/
)4 oy
/ /
i
// yys
1777/ /
V' / /7 //
/ yyys
/’/ /
. .
/ / 7///%/////
// /S
1777
/ /.
/ sy s
— A
4 Zuy=x"2
‘ :
— v i
5 Zuy=x"3 6 Zuy=In(x)

Abb.9.2a: Veranschaulichung von Ableitungsgraphen: Differenzenquotienten-Funktion zu einigen Standardfunk-

tionen
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7 y=409-x)

1
10 y=+(9-x%)3

Abb. 9.2b

Natiirlich lasst sich die Idee des Zusammenfassens gleichartiger Abliufe auch alge-

braisch realisieren. Hierzu ein Voyage 200 und ein TI-Nspire-Bild.

I’Fi T Fer Trzv]’ ruv]’ FE T FE™ T]
- E Algebra|Calc|0ther [PramI0|Clean Up

mzeglla+b) .n.1,5,1)
z 3 4 >
a+h [a+b1" [a+b]™ [a+b)1’ [a+l
" expahd[seq[[a +b1" R, 1,5, 1]]
fa+b a‘+Zab+b? a’+3 a2t b+3 b
" expahd[seq[[a +b1" R, 1,5, 1]]
£ at+d-adb+e-adbiedabiebt B

expandisegt{ath>*n.n.1.5.1>>

MAIN EAD AUTO FAE 15430

Hier geht es um Terme der binomischen
Formeln und damit auch um das Pascal 'sche
Dreieck.

Wieder wurden gleichartige Abliufe zu-
sammengefasst.

Abb. 9.2d
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| D1

Fiir f(x) wird zunéchst die Sinus-
funktion genommen.

Der Differenzenquotient wird all-
gemein definiert.

Zwei Test der Funktionsfahigkeit
des Moduls dq mit h=0.001 und
dann allgemein. .

Done Eine neue Funktion wird definiert.
Wieder liefert lim(dq) die Ablei-
tung.

1000, (sin{x+.001)-sin(x)]

cos(x)

Das Vorgehen kann man fiir viele
Funktionen wiederholen.

Wieder wurden gleichartige Ab-
liufe zZusammengefasst.

RAD AUTC REAL Abb. 9.2¢

Diese besonderen Fihigkeiten von CAS sollten im Unterricht ausgenutzt werden

e zur Abkehr isolierter Betrachtungen an verschiedenen Lehrplanstellen, die den
Uberblick iiber das Ganze verstellen

e zugunsten einer kompakteren Darstellung dhnlicher Sachverhalte

e zum Erzeugen von Transparenz mathematischer Sachverhalte und damit auch

e zur zeitlichen Entlastung der Lehrplaninhalte.

Wie wir gesehen haben, ldsst sich dieser Ansatz grafisch und algebraisch verfolgen.
Weitere Beispiele einer derartigen CAS-Verwendung konnten sein:

Integrale bei verschiedenen Funktionen,

Zusammenstellung von Volumenformeln von Kdrpern in der Sekundarstufe 1,
gemeinsame Betrachtung von Losungsverfahren bei LGS mit zwei Variablen,
Vergleiche der Funktionen y = sin(x) und y = cos(x),

Flacheninhaltsberechnungen fiir Flichen zwischen x-Achse und verschiedenen Gra-
phen,

Nullstellenuntersuchungen in verschiedenen Funktionsklassen und ein Vergleich,

e Aufgabenstellungen, die verschiedene Funktionstypen beinhalten.

e Matrizenpotenzen verschiedener spezieller Matrizen,

e gleichzeitige Betrachtung der Wirkung verschiedener Abbildungsmatrizen im R”.
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9.3 Mit dem CAS experimentieren lassen— wie geht das?

Experimentieren — warum?
Experimentieren
o crfordert Kreativitit und fordert Kreativitét
o fordert die Eigenaktivitat und das eigenstindige Arbeiten
e erzeugt mit den héufig iiberraschenden Ergebnissen zahlreiche Fragen
e zwingt zu weiteren Aktionen: Entdecken, vermuten, verstehen, begriinden — vielleicht
auch beweisen
e fiihrt zu spannenden Présentationen
e kann man auf viele Arten, hier wird es mit dem Hilfsmittel CAS betrachtet

Experimentieren — einige Tipps
e Hiufig fiihren Anderungen an den Parametern eines Terms oder einer Aufgabenstel-
lung zu Entdeckungen,
e je mehr Parameter vorhanden sind, desto uniibersichtlicher und komplexer, aber auch
spannender wird die Entdeckungsreise,
e gezieltes Experimentieren erfordert Planung.

Experimentieren - und dann?

Experimentieren
Entdecken

Vermuten

Verstehen

Begriinden

Beweisen

Vorgehensweise und
Ergebnisse préisen-
tieren

Abb. 9.3a

9.3.1 Experimente mit Geraden

Wir wihlen als erstes Beispiel eine sehr offene Fragestellung. Die Aufgabe geht lediglich von
der Kenntnis aus, wie man eine Gerade mit dem CAS-Werkzeug TI-Nspire zeichnen kann

(g zeichnen, Gleichung bestimmen lassen). Danach konnen die Schiiler selbst weitere Gera-
den zeichnen und erkennen, dass die Gleichung dieser und weiterer Geraden stets in der Form
y = m*x+b angegeben wird. Auch die Bedeutung von m und b kdnnen sie selbstindig er-
schlieBen. — Voraussetzung: Die SchiilerInnen sind schon etwas mit so offenen Fragen ver-
traut. Die CAS-Kenntnisse sind noch gering, vielleicht wird das CAS sogar erst hier einge-
fithrt.
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Aufgabe:

Wir haben gelernt, wie man mit dem TI-Nspire eine Gerade zeichnet (siche unten unter Ab-
bildung a). — Experimentiere nun mit vielen weiteren Geraden und versuche diese irgendwie
zu ordnen, z.B. nach gemeinsamen Eigenschaften.

£
[
o
%
L.
E]

a) Die SchiilerInnen zeichnen weitere Ge-
raden mit ,,line* und lassen deren Glei-
chungen mit ,,Coordinates and Equati-
on‘“‘ermitteln.

95+ x+5,47
y=0.42"x+5.45

v=0.43x+4.49

b) Sie werden in den Gleichungen die Be-
dingungen fiir Parallelitét entdecken oder
den Achsenabschnitt erkennen.

o B c¢) Die Begriindungen folgen.
e OEEET d) Danach kann auch eine allgemeine Her-
leitung flir die Geradenform

y =m*x + b erfolgen.

Abb. 9.3.1a

Aufgabe:
Experimentiere mit dem Zeichenblatt des Voyage 200, bis du eine Senkrechte zur Geraden g:
y = 4x-3 gefunden hast.

C

9.3.2 Gut geeignet fur Entdeckungen - die Matrix A, {a Zj

X

: x'
Mit (x" y)=(x y)*A bzw. ( 'J = AT * (
y

y
zeugt man lineare Abbildungen. Ausfiihrlich:

J, wobei AT die Transponierte von A ist, er-

x'=a*x + b*y
y'=c*x +d*y

Fiir den Voyage 200 kann man zum Beispiel die Abbildungsmatrix A als Baustein definieren:

[[ab][c,d]] = linabb(a,b,c,d)

Nachdem an einem Beispiel einmal erkannt ist, dass A auf eine Ausgangsfigur verdndernd wirkt, bietet
sich ein weites Experimentierfeld an, indem fiir die Parameter a, b, c, d diverse Werte eingesetzt wer-
den.
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Das kann durchaus mit Prinzip erfolgen, denn sicherlich wird man sich zundchst den bekannten
Abbildungen wie Spiegelung an y = x, an der x-Achse, y-Achse oder Drehung um 90°, Punkt-
spiegelung an (0,0) usw. zuwenden.

Die SchiilerInnen merken dabei schnell, dass die Elemente der jeweiligen (2,2)- Matrix in der
Regel gewisse Symmetrien aufweisen. Die besonders interessierenden Abbildungen sind:

e Spiegelung an der x-Achse, bzw. der y-Achse
e Spiegelung an den Geraden y =x und y = -x
e Punktspiegelung an (0, 0); Drehung um 90°

e Zentrische Streckung

e Streckung in x-Richtung und y-Richtung

e Spiegelung an einer Geraden y = mx+n

e Punktspiegelung an S(xg,ys)

e Scherung in Richtung der x- bzw. y-Achse

e Drehung um (0,0) um einen beliebigen Winkel t.
e Drehstreckungen (komplexe Zahlen)

Abbildung eines Kreises mit einer Drehmatrix (

cos(u) — sin(u)j

sin(u) cos(u)

fl: cos(t)

RETITRES SERNTNS e 7 : : | 2 sin(yt1

: : - : : “| f3: f1,£2  // Der Ausgangskreis, Urbild
f4: cos(u) // Matrizenelemente

f5: -sin(u)

f6: sin(u)

f7: cos(u)

{8: fA*f1+£5*£2, f6*f1+f7*{2 // die Drehung

u von 0 bis 6.28, 16 Drehungen

Bild a

Zahlreiche Experimente
Es liegt auf der Hand, dass in diesem Zusammenhang zahlreiche Experimente durchgefiihrt
werden konnen, etwa durch Variation

der Anzahl der Drehungen,

der Art der Ausgangsfigur,

des Laufbereichs fiir u usw.

kleine Anderungen an der Drehmatrix, z.B. statt cos(u) nun 0.9cos(u) schreiben.

Dabei gibt das jeweilige Bild Auskunft iiber die Richtigkeit der Erwartungen. Eine Dokumen-
tation der Arbeit sichert die Ergebnisse.
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2 1 1
g 1 ﬂé

Bild b Bild ¢
Bei f4 steht jetzt 0.1*cos(u). Auch bei f7 steht jert 0.1*cos(u). .
Erldutere die Abweichungen von Bild a Erldutere die Abweichungen von Bild a, b

9.3.3 Magische Quadrate — Forschen, Entdecken, Beweisen

Unterrichtsvoraussetzungen:
Im Internet finden wir bei Eingabe des Suchbegriffs ,,magische Quadrate” mehrere interes-
sante Formeln, mit denen man magische Quadrate erzeugen kann. Diese Formeln konnen auf
vielfiltige Weise benutzt werden, um Mathematik auf verschiedenen Niveaustufen zu betrei-
ben. — Hier wird eine Formel zur Erzeugung von (3,3)-Quadraten herausgegriffen und unter
folgenden Aspekten bearbeitet:

e Darstellung des magischen Quadrates mit Hilfe von Parametern
e Definition eines passenden Bausteins
e Arbeit mit dem CAS

— Experimentelles Arbeiten

— Aufgabenlosen

— Algebraische und graphische Deutungen

Die bendtigten Vorkenntnisse sind gering und entsprechen denen aus Klasse 7. Bei der Arbeit
mit dem Baustein konnen dann Fragen unterschiedlichen Schwierigkeitsgrads entstehen.

Aufgabe 1:
Gib das magische Quadrat mag3(i,h,k) entsprechend der Vorgabe in den Abbildungen 9.3.3a
und 9.3.3b in dein CAS ein.

i |P1ot Setup|cell Heaner|calc]Ubil [stat ] 1. APPS driicken
a MEM ™ 2. Data/Matrix/Editor > New (ENTER)
Tupe: Mattix+ 3. Data = Matrix (ENTER)
Folder: maind 4. Variable mag (siche Abb. 3.1)
varisble: 5 Row 3 und Col 3 (ENTER)
Col dimension: [A ] 6. Nach ENTER erscheint eine Tabelle. Dort
CErter=if % (EST=CANCELD werden die Elemente des Magischen Quadrates
eingegeben.
7. Zum Home-Editor
MAIN ERD AUTO FUMC
Abb. 9.3.3a
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i T R R FE L
|~r{— 5-:=.-;gs-=.:.>“.5:]’;. 35:]:.;?,?:5-5* F‘r‘ngDla,:.:i-e:i*. i |

= [T Hier wurde die eingegebene Matrix namens
2-k-i 2-k-—h h+i-k mag im Editor aufgerufen.
h+2-i-2k k “h-2-i+4-k
ch-i+3-k h i
Z2-k-i 2k-h h+i-k Man holt sich die Matrix in die Eingabezeile
Blh+2-i-2-k k Th-Z2-1+4-k| und definiert den Baustein mag3(i,h ,k)
“h-1+3%-k h i
mag3Ci h .kl
HMald KAl AUTO FUHC z/ 2
Abb. 9.3.3b
Aufgabe 2

a) Uberpriife die Funktionstiichtigkeit deines Bausteins durch die Aufrufe magi(1,2,5) und
mag3(i,k,5).

1 Fev Fiv | Fuw FE FE™
- E Alasbra|Calc|0ther |PramlIdClean Up .
g oo -2 Erfolgreiche Uberpriifung!
" mag3il, 2,5 -5 5 15 Was fallt alles so auf?
1z 1 2 |
B rmag3ii, ki, o)
10 -h I@-i h+i-5
Zh+i-10 5 “2eh-i 420 Die magische Summe ist gleich 15.
h-i+13 i h
| FAIN RAD_AUTO FUNE /=0

b) Liegen wirklich magische Quadrate vor?

Aufgabe 3
Zeige, dass die magische Summe gleich 15 (aus 3*5) ist. — Hinweis: Die magische Summe
entsteht als Summe aller Elemente jeder Zeile, jeder Spalte und der beiden Diagonalen.

Aufgabe 4

Nun geht es ans Forschen und Entdecken. Dabei wird sich der Baustein mag3(i,h,k) als
ideales Hilfsmittel erweisen. Noch ein paar Tipps, falls du noch nie auf diese Weise geforscht
hast. - Viel Spal3, es gibt viel zu entdecken. Auch im Internet steht so Einiges!

Tipps und Tricks zum Experimentieren am Beispiel des magischen Quadrats

2k —1 2k—h  h+i-k
mag3(i,h,k) = h+2i—-2k k —h-2i+4k
—h—-i+3k h i

(1) Far die Parameter i, h und k kann man andere Zahlen, aber auch andere Variable einsetzen. Damit hat man
den Baustein ,aufgerufen” (Bausteinaufruf).

(2) Beim Einsetzen sollte man aber immer nur die Werte flir einen Parameter &ndern, sonst erkennt man die
Auswirkungen der Anderungen nicht mehr.

(3) Die jeweiligen Ergebnisse sollte man genauestens studieren: Auffalligkeiten und RegelmaRigkeiten? Auch das
Bilden von Summen ist haufig nutzlich.

(4) Man kann oft auch graphische Veranschaulichungen, z.B. im Koordinatensystem erstellen. Dazu ist es niitz-
lich, einen Parameter durch x zu ersetzen und (beim TI-92) Ergebnisse in y1(x) usw. zu speichern.

(5) Es ist auch moglich, zwei Bausteinaufrufe miteinander zu verkniipfen, z.B.
mag3(1,2,5) + mag3(2,1,5).

(6) Wenn du eine Entdeckung beweisen willst, musst du versuchen, allgemein zu arbeiten. Du musst dich also in
der Regel von speziellen Zahlen trennen.
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Arbeitsblatt 1: Check the Square — verstehen, nachmachen

Beim Umgang mit magischen Quadraten wird man haufig nachpriifen miissen, ob es sich wirklich um ein
magisches Quadrat handelt. Dazu ist das Bilden von Zeilen-, Spalten- und Diagonalsummen nétig. Mit Hilfe
der Matrizenrechnung geht das auch mit einem CAS ganz leicht.

Zur Information:

Matrizen sind rechteckige Schemata aus Zahlen, Variablen oder gar aus Funktionstermen. Magische Quadra-
te sind also besondere Matrizen, ndmlich quadratische Matrizen. Matrizen kann man — sofern sie paarweise
dafiir geeignet sind — miteinander addieren oder multiplizieren. Dabei gelten dann einige Rechenregeln.

Du lernst jetzt an einem fiir uns geeigneten Beispiel die Rechnung zur Multiplikation
zweier Matrizen kennen.

8 9 -2

-5 5 15

12 1 2
1#8+1*#(-5)+1*12 [*9+1*5+1%*1 1*(-2)+1*15+1%2
= 15 15 15

Die Matrix I=[1 1 1] wurde mit der Matrix des magischen Quadrats multipliziert. Dazu wird jeweils die
eine Zeile der Matrix I genommen und jeweils mit einer Spalte der anderen Matrix verkniipft (man spricht
von Skalarprodukt ,,Zeile * Spalte”). Die Rechnung ergibt die drei Spaltensummen. Alle Summen sind gleich
15, also gleich der magischen Summe.

Am TI-92 sehen Eingabe, Rechnung und Ergebnis so aus:

Fir Fir For Abkiirzung der schon gespeicherten Mat-
v {— Rlgebrallalc Elther F'r*ngEl Clean Up rix mit dem Namen ,mat1”
§ 9 8 91 Bilden der Spaltensummen
I - -
33 15(+nat] 331 Bilden der Zeilensummen. Jede Zeile der
Matrix mat1 wird mit der Spalte [1 1 1] "
1212 lz 1 E ,multipliziert”. [1 1 1] " ist eine andere
1 [1 i 1] ‘mat.] [ 3 13 5] Schreibweise fiir die Spaltenmatrix )

1] 1
' 15 :
Hinweis: Mit den Diagonalensummen
15 geht das nicht so einfach.

ipatl[1 1 1]

MilN [ QTH FURE 11/30

/

Hinweis: Das T findet man beim TI-92 mit der Tastenfolge ,,2" catalog (blattern) T~
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Arbeitsblatt 2: Graphische Darstellung von magischen Quadraten

Fzr

1 F3ir Fyr
- E Alasbra|Calc|0ther|Pr

FE FEv
anll{Clean Up

B MaQi, ¥, 3 [

B magdix, xa. kD

2ok -
Ix=-2'k k

k-2 ®

10— 10— =
I-xw—10 5
15-2-= =

2ok -

2w =3 ]

20=-3-x
oy
2ow—=k
4. k=3
®

.3‘3 k. k. k>
il

M KERD AUTO

FUMC 16730

Aufgabe 1: Der Aufruf mag3(x, x, 5) erzeugt
Terme in x , die man gut in einem Koordina-
tensystem darstellen kann, siche Abb.1. Pro-
biere statt der Summenzahl 15 (es gilt
3*5=15) noch andere Summenzahlen.
Welche Idee steckt hinter dem Aufruf
mag3(x, x, k)?

Abb.2: Graphische Darstellung

Aufgabe 2:

In diesem Sinn kannst du weiter experimentieren und entdecken. Notiere deine Ergebnisse in tibersichtlicher

Form.

4

der Bausteinaufrufe mag3(x, X, {7)
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Zusammenfassung - Mathematik an magischen Quadraten

Die obigen Forschungsarbeiten mit Hilfe des Bausteins

2k —1 2k—-h  h+i-k
M = mag3(i,h,k) :=| h+2i—-2k k —h-2i+4k
-h—-i+3k h i

haben gezeigt, dass in den magischen Quadraten viel Mathematik verborgen ist.

Man kann leicht nachweisen, dass die Summe der Elemente jeder Zeile bzw. der jeder
Spalte und die Summe der Diagonalelemente von M immer gleich ist, hier ist die magi-
sche Summe s = 3k, also das Dreifache des mittleren Elements. Zur Rechnung kann die
Zeilenmatrix [1 1 1] bzw. die Spaltenmatrix [1 1 1] T benutzen.

Alle Matrizen der Form Zahl*mag3(i, h, k), z.B. 4*mag3(i, h, k), sind wieder magische
Quadrate.
Hinweis: Bei 4*mag3(i, h, k) wird jedes Element von mag3(i, h, k) mit 4 multipliziert.

Man kann sogar beweisen: Wenn A und B (zueinander passende) magische Quadrate sind,
dann sind auch die ,,Linearkombinationen” r;*A + r,*B (mit r;, r, €3) magische Quadrate.

Fiir die Parameter i, h und k in mag3(i, h, k) kann man Einsetzungen vornehmen, die zu
zahlreichen neuen Erkenntnissen filhren. Verwendet man auch die Einsetzung ,x”, so
konnen auch graphische Darstellungen mit bemerkenswerten Eigenschaften erzeugt wer-
den (parallele Geraden, Geraden gehen durch einen Punkt usw.).

Aus der Literatur oder dem Internet kann man sich andere Formeln fiir magische Quadrate
(auch groBer als 3*3) besorgen. Viele der oben genannten Eigenschaften lassen sich dann
sofort iibertragen.

Die Formeln fiir magische Quadrate kann man sich z. B. aus (umfangreichen) linearen
Gleichungssystemen besorgen, indem man filir alle Zeilensummen, Spaltensummen und
Diagonalsummen eine Gleichung notiert, z. B. fiir

a b c a+tb+c = s (magische Summe) usw.
d e f
g h 1

Das Gleichungssystem — in diesem Fall 8 Gleichungen mit 9 Variablen — kann dann mit
Hilfe eines CAS gelost werden.

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 184



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

9.3.4 Weitere Entdeckungsreisen

Mit dem ersten Beispiel geht die Reise kurz in die Welt der Primzahlen, bei Reise 2 begeben
wir uns auf einen U-Bahnhof in Lissabon.

Primzahl?

Aufgabe: Ist T(n) ein Primzahlerzeuger? T(n)=n"2 + n + 41, dabei ist n eine natiirliche Zahl.
Experimente:

a) Hier kann der Schiiler mit verschiedenen n-Werten experimentieren. Ist T(n) eine Prim-
zahl?

b) Der Rechner kann das mit factor(T(n)) feststellen.

c¢) Endlich konnte der Schiiler auf den Ansatz seq(factor(n”2+n+41),n,1,50,1) kommen und
die Werte dazu betrachten. - Fiir n=41 und n=42 liegt keine Primzahl vor. Wann noch?

Nun kann in anderen Intervall viel geforscht werden.

VECTOR(FACTOR (n* +n + 41),1n,1,200), in der Syntax von DERIVE 6

L43,47,53, 61,71, 83,97, 113, 131, 151, 173, 197, 223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547,
593, 641, 691, 743, 797, 853,911, 971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601, 41-41
,41-43, 1847, 1933, 4347, 2111, 2203, 2297, 2393, 47-53, 2591, 2693, 2797, 2903, 3011, 3121,
53-61, 3347, 3463, 3581, 3701, 3823, 3947, 4073, 4201, 61-71, 4463, 4597, 4733, 4871, 5011, 5153,
5297, 5443, 5591, 5741, 71-83, 6047, 6203, 6361, 6521, 41-163, 41-167, 7013, 43-167, 7351, 7523,
43-179, 7873, 83-97, 8231, 47-179, 8597, 8783, 8971, 9161, 47-199, 9547, 9743, 9941, 10141, 10343,
53-199, 10753,97-113, 11171, 11383, 11597, 11813, 53-227, 12251, 12473, 12697, 12923, 13151,
13381, 13613, 61-227, 14083, 14321, 14561, 113-131, 41-:367, 41-373, 15541, 15791, 61:263, 43-379,
16553, 16811, 43-:397, 17333, 17597, 17863, 18131, 18401, 71-263, 18947, 47-409, 19501, 131-151,
20063, 20347, 47-439, 20921, 21211, 21503, 71-307, 22093, 22391, 22691, 22993, 23297, 23603,
23911, 53-457, 24533, 24847, 25163, 83-:307, 25801, 151-173, 53-499, 41-653, 41-661, 27431, 27763,
28097, 28433, 28771, 43-677, 29453, 83:359, 43-701, 30491, 30841, 31193, 31547, 61-523, 32261,
32621, 32983, 33347, 33713, 173:197, 47-733, 97-359, 61-577, 35573, 35951, 47-773, 36713, 37097,
37483, 37871, 38261, 38653, 39047, 39443, 39841, 40241] -

Aufgabe:
Zu welchem n gehort 47*773?

Kacheln — Konstruieren durch schrittweises Experimentieren

Aufgabe:
Das folgende Bild (Kacheln in einem U-Bahnhof von Lissabon) kann in vielfacher Hinsicht
zum Thema ,,Entdecken — experimentieren verwendet werden.

Analysiere das Geradenmuster
Erldutere den Autbau der Kreisfiguren
Zeichne mit deinem CAS eine der Kreisfiguren nach

Bestimme die Kreisgleichungen und tiberpriife sie durch Zeichnung der Kreise auf
dem Bild
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Abb. 9.3.3a Abb. 9.3.3b: In experimenteller Arbeit wurden schon
zwei Kreise gefunden. Ausgangskreis war der Einheits-

kreis x(t)=cos(t), y(t)=sin(t)

f1: u+0*x das (gelbe) Koordinatensystem

2: u,x

3: cos(t),sin(t) der Einheitskreis

f4: 1.1cos(t)+6.4,1.1sin(t)+1.58 der rechte Kreis, mit Blick auf den Einheitskreis und
durch Experimentieren entstanden

5: 1.1cos(t)-4.6,1.1sin(t)-3.3 Kreis links unten

Besonders das letzte Beispiel macht bewusst:
e FEins der besten Experimentierfelder ist das Nachkonstruieren (auch nur in Teilen) ei-
ner Vorlage.
e Das anspruchsvollste Experimentierfeld ist vermutlich die Animation eines (mathema-
tischen) Sachverhalts— siehe hierzu das Kapitel 4, besonders 4.2.

In dhnlicher Weise wie oben durchgefiihrt kann man es fiir jeden passenden Hintergrund ma-
chen oder auch einfach nur eine Papier-Bildvorlage auf dem Bildschirm nachstellen. Zu dieser
Methode finden sie noch Niheres im Kapitel 8. Mathematik auf Hintergrundbildern

9.4 Randthemen des Lehrplans gewinnen an Bedeutung

Viele Lehrpldne nennen Randthemen oder zusdtzliche Themen, von denen die erfahrenen
LehrerInnen wissen, dass sie zuweilen fiir den Unterricht mehr bringen als die {iblichen Stan-
dardthemen, weil sie
e ncue und oft interessante mathematische und aulermathematisch Felder erschlieen,
e sich hiufig mit Standardthemen vernetzen lassen,
e weil sie den SchiilerInnen einen umfassenderen Blick auf die Mathematik ermogli-
chen.

Im Grunde weisen solche Themen auch aus, wie fragwiirdig manche Curricula sind, insbe-
sondere die in diesen Jahren in Kraft tretenden Kerncurricula (Stand 2007), die so manche
schon existierenden Unterrichtsmodule wieder gestrichen haben und sich meistens in {iber-
triecbenem Malle auf die allgemeinen und fachlichen Kompetenzen stiitzen ohne gleichzeitig
auch neue fachliche Inhalte zu beriicksichtigen. Gerade der zunehmende Einsatz von CAS
im Unterricht lisst hoffen, dass diese falschen Entwicklungen wieder korrigiert werden.
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Musterbeispiele fiir wichtige, aber vernachléssigte fachliche Themen sind

e die vollig unterschitzten neuen Moglichkeiten von Parameterdarstellungen
[x(t), y(t)], die durch CAS-Einsatz heute sehr wirkungsvoll und leicht nutzbar sind
sowie

e die diversen Anwendungen von Matrizen, etwa in Form von Abbildungsmatrizen
(Computergrafik) oder mehrstufigen Prozessen in der Wirtschaft oder Biologie. Matri-
zen sind fiir die Lineare Algebra dhnlich wichtig wie Funktionen in der Analysis. Sie
konnten den durch immer wiederkehrende Aufgaben iiber Punkte, Geraden, Ebenen
gekennzeichneten konservativen Kurs ,,Analytische Geometrie und Lineare Algebra“
wesentlich befruchten. Vorschlidge hierzu liegen in vielen Verdffentlichungen vor.

Die beiden hier genannten Themen werden unten unter Beriicksichtigung von CAS-Einsatz
detaillierter ausgefiihrt. Andere — hier nicht weiter betrachtete — Themen sind u.a.
Splines, Regression, Iteration und Rekursion, endliche Mathematik, ...

9.4.1 Parameterdarstellungen [x(t), y(t)]

Aus einer Vortragsankundigung

Unterricht mit Parameterdarstellungen [x(t), y(t)]
- Beispiele aus beiden Sekundarstufen -
Dr. Eberhard Lehmann
In der Regel erfolgt die erste Begegnung mit Parameterdarstellungen (PD) recht spét in der vektoriellen Analyti-
schen Geometrie (Geradengleichung). Neue Schulbiicher fiihren jedoch schon in der Sekundarstufe 1 in PD ein
und haben dadurch friihzeitig noch ein andersartiges Koordinatensystem zur Verfiigung. Dieses kann z.B. auf
einfache Weise zur Umkehrung von Grafen benutzt werden. Auch der Einheitskreis lésst sich besonders gut mit
der Darstellung
x(t)=cos(t), y(t)=sin(t) zeichnen (Trigonometrie, Klasse 10).

Durch Aufgabenvariationen ergeben sich daraus neue Experimentierfelder, die den Einsatz von Computeralgeb-
ra-Systemen nahe legen, denn diese bieten zahlreiche Mdglichkeiten, Grafen mit Parameterdarstellung zu bear-
beiten. Damit erschliet sich in der Sekundarstufe 2 ein weites Feld von Parameterkurven (Zykloiden, Astroiden,
Uusw.).

Literatur: www.snafu.de/~mirza mit mehreren Beitrédgen zu PD insbesondere zu dem obigen Vortrag, siche

Vortrdge - 2005
< Parameterdarstellungen x(t), v(t) in den Sekundarstufen 1 und 2 , MNU-Kongress, Bln 2005 >

Dieses Thema wird in fast allen Lehrplanen striflich vernachléssigt. Dabei sprechen zahlrei-

che Griinde fiir eine Aufnahme von Parameterdarstellungen.

o Die einseitige Ausrichtung auf Funktionen der Form y = f(x) wird aufgebrochen.

o Die SchiilerInnen lernen ein anderes wichtiges Koordinatensystem kennen

x=x(t), y = y().

o Dabei kann alles, was mit y = f(x) gemacht wird, auch in Parameterdarstellung gemacht
werden: x =t, y = f(t) — und schon hat man’s.

o Bei Umkehrfunktionen lernen die Schiiler ,,vertausche x und y*. Gerade das geht in Pa-
rameterdarstellung sehr gut: Aus dem Graphen [x(t), y(t)] wird einfach [y(t), x(t]. Damit
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kann der Umkehrgraph — ohne den umgeformten Term zu kennen — sofort gezeichnet
werden.

o Parameterdarstellungen sind sehr vielseitig verwendbar.

o Sie erschlielen fiir die SchiilerInnen eine vollig neue Mathe-Welt mit vielen, insbeson-
dere auch graphischen und #sthetischen Uberraschungen.

o Es gibt diverse Anwendungsprobleme.

o Die obigen Mdglichkeiten sind in der Schulbuchliteratur und in Fachzeitschriften gut
dokumentiert. Beispielsweise gibt es in der Schulbuchreihe ,,Neue Wege* (Schroedel-
Verlag) ab Klasse 8 immer wieder auch Texte und Aufgabenstellungen zu Parameter-
darstellungen und damit zu der anderen Kurvenwelt.

Und

o Jedes CAS kann leicht und gut mit Parameterdarstellungen umgehen!

Das Vortragsprogramm zeigt etliche der daraus erwachsenden Mdéglichkeiten:

1. Ein Blick in den neuen Lehrplan fur die Sekundarstufe 2

2. Ein neues Schulbuch (KI. 5-10), das viele der heutigen Forderungen an den Mathematik-Unterricht
Erflllt

3. Aber schon in Klasse 7 kann es eine erste Begegnung mit Kardioiden geben!
4. Eine tragende Fortsetzung ergibt sich beim Thema ,Umkehrfunktionen®
5. Eine Unterrichtsstunde in Klasse 10 oder 11 zur Einfiihrung von Parameterdarstellungen

6. Eine Veranschaulichung der Entstehung von Parameterkurven (x(t), y(t)),
z.B. einer Astroide aus den beiden Ausgangskurven x(t) und y(t).

7. Abituraufgabe - Zykloiden am Fahrrad

8. Das Sonderheft des Leistungskurses Mathematik (Lehmann, 2000) mit Schilerbeitragen zu Para-
meterkurven und Polarkoordinaten

9. Mit Parameterkurven experimentieren

10. Kardioiden-Animation
Ein Vortragsprogramm

Im Folgenden werden einige wichtige Parameterdarstellungs-Stationen auf dem Weg durch
die Schulmathematik aufgezeigt. Das erfolgt an Hand unterrichtsrelevanter Aufgabenstellun-
gen.
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> Station A: Schon in Klasse 7 kann es eine erste Begegnung mit Kardioiden geben!

)
n'."l," 2

S
Gt

h
i

Klasse 7: Kreis-
punkte P(o) mit
P20 ) verbinden.

Eine spannende
Hausarbeit — Zeich-
nen von Hand!

Die Schiiler entde-

: cken eine Kardioi-
de.

Spéter, z.B. in Klasse 10 oder hoher:
x(t) = 2a*cos(t)-a*cos(2t); y(t) = 2a*sin(t)-a*sin(2t)
Kardioide in Parameterdarstellung

Abb. 9.4.1a

- Station B: Parameterdarstellung einfiihren

Natiirlich gibt es zur Einflihrung viele Wege, auch abhéngig von der Klassenstufe.

Problemstellung (etwa in Klasse 8 beim Thema ,,Geraden moglich oder schon vorher)
Wie kann man ein Koordinatensystem mit dem CAS nachzeichnen — gemeint sind die achsenparallelen Gitterli-

nien?

Fzr Fz

1 — Fu T FEw T Fav |F7 T
- E Zoon|Trace [Regraph|Math (Oraw| - ﬁp

| [MAIN FAO ALT| FAF

1 Fer | _F3 Y [ FET|_ FET N
- E Zoom|Edit] «|A11 5‘L'=|1E'T:"'E [ T ]

- - - . -
et 1 5=t

gt 15=4

“wtlé=4

gt lE=t

w1 7=t

“yt.1¥=gitterli

“xt.18=gitterli

=yt 18=t

HMAIN FAO AUTO FAF

_ Dabei ist gitterli = {-10,-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

1 Fzv
- E Zoom ]

tstep=1.
®min=-12.
xmax=12.
#scl=1,.
umin=-3.
umax=g.
yscl=1.

| [MAIN FAO AUTO FAF

Der hier gewihlte Bearbeitungsweg geht aus den
Bildschirmabdrucken hervor. Erst werden die Paralle-
len zur x-Achse gezeichnet, erstmal eine, dann viele.
Dann werden x und y vertauscht, ggf. auf Tipp des
Lehrers. Auf diese Weise konnen die SchiilerInnen
erstmals die Parameterdarstellung kennen lernen.
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->Station C: Geradengleichung in Parameterdarstellung
(aus ,Neue Wege*, Klasse 8, Ausgabe Berlin, Seite 111, Aufgabe 2)

Ein Schiff erscheint auf dem Radarschirm im Punkt (0, 4). Es fahrt auf einem geradlinigen Kurs. Nach einer
Stunde ist es 20 Seemeilen weiter Ostlich und 15 Seemeilen weiter nérdlich. Die Fahrt des Schiffe kann man mit

zwei Gleichungen beschreiben:
x(t) = 20t, y(t) = 4+15t.

a) Man kann iiberpriifen, ob die Gleichungen stimmen. Setze dazu in die Gleichungen fiir t einmal 0 und einmal
1 ein. Was stellst Du fest?

YO -

: T o Parametergleichung:

: : : : : - ox(m=20t :
it b by =4 18t ] HXEG L

t=3

ST
() = 49
£ =02 LLLLEEE PR A A
y(© =4
Rl 0 10 20 3 40 5L El 7l ar 0 oo 110 120 140 160 1E0 170
: : t:;1 ! : t:3 : : : : !
x(t) =20*1 =20 x(t) = 20*3 = 60 > x(t)

10

Abb. 9.4.1b: ]:)arste:llung des Sa:chverhalts mit ANIMATO

b) Wo wird sich das Schiff in 4 Stunden befinden?

c) Ubertrage das Koordinatenkreuz in dein Heft und trage den Kurs des Schiffes ein. Gib den Kurs auch mithilfe
einer Geradengleichung der Form y = mx + b an. Vergleiche m und b mit den Daten in den Parametergleichun-
gen flir x(t) und y(t).

Fi ]’ rzvj % T iy FEx | FRT |F7
] = E Zoon(Trace [Rear-aphMath|Draw |~

SFLOTZE
wtlg=gitterll

g S|

xhlg=

o =
Yt 20=20-1

wutZb=4 + 15 ¢
®t2l=

wt21Ctd=

MAIN EA| MM FAD RUTO FAE L]
D AUTD FHE AR

FRD AUTO Fiifi

Abb.9.4.1c: Darstellung mit dem Voyage 200

Rechnung zu Teil ¢: y =4+ 15t =4+151=§X+4
20 4
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Station D: zeichnung der Umkehrfunktion zu y = x> —1

Eine nachhaltige Fortsetzung oder erstmalige Einfiihrung der Parameterdarstellungergibt sich beim Thema ,,Um-
kehrfunktionen®. Hierzu ein Voyage-Bild: Parameter-Editor mit Parabel [[X(t) =t,y(t) = t* — 1} und Ver-

tauschung. Die im Unterricht stets gelehrte Vertauschung ,,vertausche x und y* kann hier sofort durchgefiihrt
werden. Die sonst {ibliche Auflésung von x = g(y) nach y — die ja oft auch nicht gelingt — ist unnétig. Man kann
den Umkehrgraph trotzdem zeichnen.

IL {—lEcu:-mlEdltl AT AA N |

ut4=51nté. 1y-=tlit)+ cos(5. 10 -gtlit)

ERD ERACT

FRE

Auf diese Weise kann zu jedem
Graphen der Umkehrgraph ge-
zeichnet werden, ohne dessen Glei-
chung zu kennen!

)
=

r {—TEDDN TFEEETEEQFE:wI

HMAlN ERD ERACT FAE

Abb. 9.4.1d

Station E: Maglichkeiten in Klasse 10
(Abbildung aus ,Neue Wege“, Klasse 10, , Seite 179, Schroedel-Verlag, 2004)

Danach werden auf den Seiten 179-
192 zahlreiche Kurven entwickelt und
die Gleichungen angewendet. Einen
kleinen Eindruck von den Moglich-
keiten geben die unten folgenden
Voyage-Bilder.

6.5 Kurven in Parameterdarstellung mit
trigonometrischen Funktionen

. Parameterdarstellungen von Kurven haben wir bereits bei den linearen und
quadratischen Funktionen kennen gelernt. Mithilfe der tngonometmchen Funktio-
nen lassen sich nun viele andere interessante Kurven erzeu-
gen, die sowohl in der Natur yorkommen als auch in physi-
kalischen oder: technischen Anwendungen eine Rolle spielen.
Mit den bisher erworbenen Kenntnissen in der Geometrie
und vor allem der Trigonometrie ldsst: sich das Zustande-
kommen von Kreisen, Ellipsen, szfalen und anderer Para-
meterkurven verstehen und mit dem gmﬁschen Taschenrech-
ner veranschaul lchen

Was dich erwartet

Abb. 9.4.1¢

Ankniipfungspunkt in Klasse 10 ist der Einheitskreis, der ja bei der Einfilhrung der Winkelfunktionen eine wich-
tige Rolle spielt. Dabei wird im Unterricht hdufig die Gelegenheit verpasst, zu erarbeiten, dass sich jeder Punkt
auf dem Einheitskreis die Koordinaten x(t) = cos(t) und y(t) = sin(t) hat, siche Abbildung.
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Bl =ic ===

Es ist nun sofort naheliegend nach
anderen Kreisen zu fragen, etwa nach
einer ,,Schief3scheibe® und mit dem
CAS diverse weitere Variationen
vorzunehmen. Dazu benutzt man
letztlich Terme der Form

x(t,a,b) = a*cos(t)+b
y(t,a,b) = a*sin(t)+b

und erprobt zum Beispiel
x(t, 2,1), y(2t,2,2).

Dabei erschliefit sich eine neue
Kurvenwelt von grofier Vielfalt.

Abb. 9.4.1f
x2( J=
Wz
0<1<6.28 tstep=0.13
I‘fi Tra T 3 'l’ iy 1 o
- E Zogm Trace[Regraph|Math|Draw| - E Foon ]
deydline, tmir
wxh22=2- ti+1 tmax=r.
«zL22=2 . 2?252) ti+ 2 tstep=, 39269905169573
xh23=4 cos(t) - 3 min=-11,9
vyt ZI=T - sin(t) - 2 wmax=11.9
“xh2d=cosit) - 3 wscl=l,
wabZd=sin(t) -2 gmln:SSi 1
wxb23=3-cos(2- 11+ 7 322’1(;1

S R
t_ =

Es
b2 (t)=2¥sin{3IXtI—2
AN RAD AITO 3

RAD AUTO } FAR

HAIN EAD AUTO FhE

Station F: Komplexes in der Sekundarstufe 2

In der Sekundarstufe 2 kann man dann diese Ansétze fortsetzen und

~Abb. 9.4.1¢g

e Die Gleichungen noch mehr hinterfragen (Herleitungen)

Aus der Astroidenwelt

Komplexere Anwendungen bearbeiten lassen

Auch Polarkoordinaten behandeln (das ist tibrigens auch schon in Klasse 7 moglich)
Vergleiche anstellen zwischen den Koordinatensystemen (Vorteile, Nachteile)

Nach den Kurventermen in verschiedenen Koordinatensystemen fragen (Herleitungen)
Die Kurven zumindest teilweise systematisch ordnen
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Astroiden

fl: x,0,0,sqrt(5*2-x*2) // Leiter anlehnen
2: x,0,0,-sqrt(5"2-x"2)

8: Scos(t)"3,5sin(t)*3 // Astroide

Was leisten die Terme?

Zum Abschluss wird hier noch eine von mir gestellte Klausuraufgabe abgedruckt.

Station G: Zykloiden am Fahrrad

Wichtiger Hinweis: TI-Eingaben und TI-Ausgaben sind mit Erlduterung tibersichtlich zu dokumentieren

Gegeben ist der Zykloiden-Baustein
ast — besin(t) — zykx(t,a,b)
a —becos(t) — zyky(t,a,b)

Speichern Sie den Bausteinaufruf
zykx(t,1,2)

zyky(t,1,2)

im Graphik-Editor unter x1(t) und y1(t).

Aufgabe a) Skizzieren Sie den Graphen
von x1(t), y1(t) fiir t Werte aus dem
Intervall I = [0, 41t], maf3stabsgetreu auf
kariertes Papier. Benutzen Sie ZoomSqr.
Beachten Sie dabei charakteristische
Punkte.
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Aufgabe b) Bestimmen Sie die t-Werte des Punktes, der im Intervall I = [0, 4], zweimal durchlaufen wird. Ge-
ben Sie auch den x- und y-Wert des Punktes an.

Aufgabe ¢) Erldutern Sie Zusammenhinge zwischen den Rollbewegungen des abgebildeten Fahrrad-Vorderrads
fiir verschiedene Lagen von Punkten (nicht nur auf dem Reifen) und geeigneten Bausteinaufrufen. Fertigen Sie
Skizzen an. Beachten Sie auch Sonderfille. — Hinweis: Vorgesehene Arbeitszeit etwa 30 Minuten.

Aufgabe d) Bestimmen Sie die Ableitung dy/ dx (allgemein) mit dem Taschencomputer TI-92 (Weg notieren)
und danach ausfiihrlich durch Handrechnung. Was ergibt sich fiir a = b?

Aufgabe e) Bekanntlich kann man mit (t, y1(t)) die Funktion y1(t) im gleichen Koordiantensystem darstellen wie
die Parameterdarstellung (x1(t), y1(t)) ? Fiihren Sie die Darstellung durch, und skizzieren Sie den Graphen von
y1(t) andersfarbig in das Koordinatensystem von Aufgabe a.

Aufgabe f) Berechnen Sie den Flidcheninhalt der Flache zwischen den Graphen von (x1(t), y1(t)) und y1(t) fiir t
aus [0, 1] (fragliche Flache schraffieren!).

Bewertungsvorschlag

Hinweis: Die Schiiler kennen die Arbeit mit Bausteinen und ihren Parametern. Der Computer wird bei dieser
Aufgabe fast durchgéngig verwendet - fiir Rechnungen und Zeichnungen. Bei d) ist auch eine Handrechnung
vorgesehen.

Erwartete Teilleistungen, Erléduterungen Anforderungsbereiche mit Bewertungseinheiten,
ungeféhre Bearbeitungszeit
AB1 AB2 AB3 Zeit, etwa
Baustein eingeben, Eingabe der Parameterdar-stellung, 8 0 0 207

Erzeugung der Zeichnung in passendem TI-Fenster, U-
bernahme der Zeichnung auf Papier unter Beachtung
charakteristischer Werte (leicht, aber zeitaufwendig)

a) Losungen sindt=4.38769 und t =8.17868 0 0 4 10
x(t) = 2pi, y(t) = 1.638

Hinweis: Vermutlich denken die Schiiler zyky(2pi,1,2) lie-

fert den richtigen Wert. Auf den Ansatz Solve(zykx(t,1,2 )=

2 7t,t) muss man erstmal kommen. Daher AB 3.

c) 0 9 0 30
e  Fiir a=b "gewohnliche" Zykloide, Punkt auf dem Rei-
fen, Skizze
e b<a Zykloide oberhalb x-Achse, Punkt im Innern Skizze
b>a "verschlungene" Zykloide, Punkt auflerhalb, Skizze
Sonderfille, z.B. b—>0, b=0 (Punkt im
Mittelpunkt des Kreises), Skizze
Fallunterscheidungen, Vernetzung mit Fahrrad-Anwendung,

vorgesehene Zeit angegeben, um den erwarteten Umfang der 0 3 0

Bearbeitung zu kenn-zeichnen

d) dy/dx = (dy/dt) / (dx/dt), Ansatz partielle Ableitung, 3 0 0 15’
am TI mit Dokumentation,
Handrechnung ausfiihrlich 3 0 0

e) Neuen Graphen m.H. von TI finden und in Abbildung 4 0 0 10’
hineinskizzieren

f) Ansatz finden, komplexe Eingaben am TI, Integ- 0 6 0

ral((y1(t)*x1'(t) - y1(t)) dt von 0 bis 7, Ergebnis ist gleich
2 1t. Komplexe CAS-Eingaben unter Verwendung passender
Bausteinaufrufe

Summe 38 BE (100%) 18 18 4
2%  47% 11%
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Weitere Losungen, Erliuterungen

Aufgabe b) Bestimmen Sie die t Werte des Punktes, der im Intervall I = [0, 47],
zweimal durchlaufen wird. Geben Sie auch den x- und y-Wert des Punktes an.

Ldsung zu a) Losung zu b)
1 ™_Fer Fy4 H i 1~ Fzr [3ckd Fy=- FE FE-
~ f—|Zcon[Trace|Regraph [Math [DFaw| - i - {—lFIlgebr*a Calc Dther‘lF"r‘ngDlCleah Upm
s L -b-=initi s zakx(l, 5. b} Oore
g —b-cos(t)+ zakalt , 3. b Oorne
y(t) m gk 2o, 1, 2) 2-n
mrgkalZ-m, 1,22 -1
monluelzakx(t, 1., 20=2 m, L)

\ W A X(t b =5, 17868 or b =6.28319 or t=4.38760
. . = rykulS. 17868, 1, 20 1. 63805
2pi 4pi moryleadd IEFED . 1, 20 1. 63205

AN FEAD AUTO [113 HAlW EAD AUTO FHE FAE0

Ldsung zu b) Situation erkennen! Bausteineingabe, deren Test. Gleichungsansatz, 3 Losungen, Die richtigen
Ldsungen herausfinden, y-Werte berechnen

Aufgabe d) Bestimmen Sie die Ableitung dy/ dx (allgemein) mit dem TI-92 (Weg notieren) und danach aus-
fiihrlich durch Handrechnung. Was ergibt sich fiir a = b?

|’F1 T Fev Trsv*l’ Fuw T FE T FE¥ T ]
vE AlagebralCalc|Other |PramI0Clean Up

'%(zuku(t,a,b)) bosingt)

'%izukx(t,a,b)) a—-b-cosit)
€

. dt[:z‘:lk‘:l':t-: 3, b:') “b-sinctd
%Ezukx(t,a,bj} b-cos(tl- a

AN FAL_AUTO FAFE_ 10750

Aufgabe e) Bekanntlich kann man mit (t, yl1(t)) die Funktion y1(t) im gleichen Koordinatensystem darstellen
wie die Parameterdarstellung (x1(t), y1(t)) ? Fiihren Sie die Darstellung durch, und skizzieren Sie den Graphen
von yl(t) andersfarbig in das Koordinatensystem von Aufgabe a.

7

7

HMAlN ERD AUTO FRE HMAlN

ERD AUTO FRE

Aufgabe f) Berechnen Sie den Flacheninhalte der Flache zwischen den Graphen von (x1(t), y1(t)) und y1(t) fuir t
aus [0, 7] (fragliche Fliche schraffieren!).
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1 Fzwr Fzw Fyw F& Far 1 Fzwr Fzw Fyw F& Far
|~r Elﬁlgebr‘altalclﬂther‘ Pr‘ngDlElean []= |~r Elﬁlgebr‘altalclﬂther‘ Pr‘ngDlElean []=
_\5.
o [[zukact, 1,20 —Efzukect, 1, 20|t T
B -I“z kuit, 1, 104t n
Z-sin(t)-cos(t)— 4-sintl+ 34 e
= [a[zekuct s 1 20 Fhzuct, 1, 2]t = [ p[tzukact. 120+ 1) Folzukact, 1, 2
I-m 4 -1
-nggkgct,i,imt n -Jgizgkgct,i,nnjdt 2o
|MH ERD ALTO FAR 170 FAIN ERD ALTO FAR  19/x0

Beide Kurven wurden um 1 angehoben. Die Differenz bleibt 2.

[O01@)- 21 @) = y1(e)dt
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Erginzungen
Eine Animation der Zykloiden-Entstehung

b i i i i F i

2}

1.5

Programm Zykloiden-Demo Erlauterung

f1: a*t - b*sin(t) =x(t,a,b) Zykloidenbaustein

f2: a - b*cos(t) =y(t,a,b)

3: £1(1,2),f2(1,2) 1%t - 2*sin(t), 1-2*cos(t), die Zykloide

4: 1,0 so lauft t, wenn f3 erzeugt wird
5:1,0,1(1,2),£2(1,2) Verbindungsstrecken (t,0) zu den Zykloidenpunkten
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9.4.2 Matrizen mit CAS

9.4.2.1 Lineare Algebra und Analytische Geometrie — ein
Kurskonzept mit Matrizen und Computereinsatz

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist das Buch

** [Lehmann, E.: Lineare Algebra mit Matrizen und Vektoren, Metzler-Verlag, 1990 — als Kopie er-

hdltlich beim Autor mirza@snafu.de].

Das folgende Inhaltsverzeichnis (Spalte 1) wird in Spalte 2 mit einigen Angaben zum Compu-
tereinsatz, insbesondere mit CAS, versehen. Die Angaben ermdglichen eine erste Orientie-
rung.

Inhaltsverzeichnis, nach ** | Computereinsatz / Software

Man beachte die durchgehende Ver- | CAS und ANIMATO (fiir Abbildungsgeometrie im
wendung von Matrizen und die di- | pA 2)

versen Anwendungsbeispiele aus der
Linearen Algebra

1. Tabellen - Matrizen Die Eingabe von Matrizen erfolgt in der Regel bei einem CAS

(z.B. Voyage 200) iiber einen Tabelleneditor.

2 Skalarprodukt,
Matrizenmultiplikation

In diesem Kapitel sind es in erster Linie die diversen Algorith-
men, die nach einem CAS rufen. Wie in der linken Spalte nach-

2.1 Materialverflechtung,
Marktforschung

2.2 Einige besondere
Matrizen

2.3 Matrizen in der
Abbildungsgeometrie

2.4 Materialverflechtung,
Modellerweiterung

2.5 Gesetze fiir das
Rechnen mit Matrizen

lesbar, werden Matrizen in etlichen wirtschaftlichen Anwendun-
gen verwendet. Sie lassen sich aber auch z. B. in der Kryptologie
zum Verschliisseln verwenden oder sind wertvoll bei der Arbeit
mit magischen Quadraten. Die verschiedentlich angesprochenen
Modellierungsprozesse sind ein Bindeglied zwischen der Ma-
thematik der Matrizen und Anwendungen..

Die Verwendung eines CAS ermdoglicht eine Reduzierung des
héndischen Rechnens. Damit ergibt sich die zusétzliche Mog-
lichkeit des experimentellen Arbeitens durch Parametervariation.
Anwendungen fiihren oft auf besondere Matrizenformen (z. B.
Drehstreckmatrizen, stochastische Matrizen, Bandmatrizen, ...),
die sich mit dem CAS gut erforschen lassen. — Fiir abbildungsge-
ometrische Fragestellungen gibt es zusitzlich zum CAS spezielle
Programme, z. B. ANIMATO. Mit dem CAS lassen sich Matri-
zengesetze etwa fiir (3,3)-Matrizen leicht nachrechnen. Alle
grundlegenden Matrizenverkniipfungen (und noch viele weitere
dazu) sind im CAS implementiert.

3 Analytische Geometrie

3.1 Matrizen - Vektoren -
Geraden - Ebenen -
Linearkombinationen

3.2 Skalarprodukte, Abstands-
und Winkelberechnungen

Fiir die gdngigen Objekte der Analytischen Geometrie lassen sich
im CAS Bausteine definieren, mit denen dann rationell gearbeitet
werden kann. Damit lassen sich die Schnittaufgaben zwischen
Geraden, Ebenen usw. auf ein Minimum reduzieren. Andere Ob-
jekte konnen auch in einem Ray-Tracing-Programm (zum Bei-
spiel POVRAY) oder auch in DERIVE betrachtet werden: Kegel,
Zylinder, usw. Die Verwendung des Ray-Tracing-Programms,
fiihrt in den Programmierbereich, in dem wieder Bausteine fiir
diverse Objekte zum Einsatz kommen. Der Entwurf foto-
realistischer Szenen macht die Anwendung fiir die Schiilerlnnen
noch spannender.
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4. Lineare Bei linearen Gleichungssystemen empfiehlt sich Computereinsatz
Gleichungssysteme in besonderem MafRe, da er das ldstige und fehleranfillige Hand-

4.1 Probleme, die auf LGS rechnen vermeiden hilft. Beim CAS sind es u. a. Befehle wie Sol-
fithren ve(...) und Rref(), die die Gleichungslehre stark verdndern. Andere

4.2 Eliminationsverfahren
nach Gauf3
4.3 Rang einer Matrix,
Losungskriterien fiir LGS
4.4 Anwendungen linearer
Gleichungssysteme,
u. a. aus der
Analytischen Geometrie
4.5 Homogene und
inhomogene LGS
4.6 Probleme bei der Losung
von LGS

Maoglichkeiten zur Benutzung eines CAS finden sich bei der
schrittweisen Ermittlung der Loésungen, siche

[Lehmann, E: Lineare Algebra mit dem TI-92,

Texas Instruments 1999].

In der Schule wird der Gauss-Algorithmus benutzt, ggf. in ver-
schiedenen Varianten. Von Interesse sind dabei auch schlecht-
konditionierte Gleichungssysteme und sehr umfangreiche LGS
(Anwendung u. a. in der Tomographie)

5. Vektorrdume

5.1 Magische Quadrate,
Vektorrdume

5.2 Lineare Abhéngigkeit

5.3 Zeilenrang und
Spaltenrang einer Matrix

5.4 Basis, Dimension, Basis-
transformation

Ein besonders motivierendes Vektorraum-Modell sind magische
Quadrate. Ein CAS dient zum Forschen, Entdecken, Formulieren
von Vermutungen und deren Begriindung. Dabei erweisen sich
wieder CAS-Bausteine mit Parametern als sehr niitzlich. Die Ar-
beit mit Bausteinen und ihren Parametern ist hier besonders
einleuchtend.

6. Inverse Matrizen

6.1 Begriff, Berechnung,
Sitze

6.2 Stiicklistenproblem

6.3 Input-Output-Analyse

Inverse Matrizen konnen auf verschiedene Weise berechnet wer-
den. Ein leicht durchzufiihrender Algorithmus ist z. B. der von
Faddejev. Seine Begriindung ist allerdings schwieriger. Sie erfolgt
iiber die Eigenwerttheorie und ist daher nur fiir Leistungskurse
moglich, Literatur siche unten. Ein Effizienzvergleich der Algo-
rithmen bietet sich an. Wieder ist ein CAS geeignet, mit dem sich
u.a. Modellrechnungen an den genannten Anwendungen durch-
fithren lassen. U.a. treten hier Terme der Form

x=(E~-T)"y auf. Interessant sind hier auch die Auswirkungen

der Inversenbildung bei abbildungsgeometrischen Fragestellungen
mit der zeichnerischen Darstellung im R"2.
Mit dem CAS ldsst sich z. B. auch die Formel

(A-B)"' =B A" entdecken.
[E.Lehmann: Lineare Algebra mit dem Computer, Teubner-

Verlag 1983, S. 57 f. (u. a. Struktogramm zum Algorithmus von
Faddejev)]

7. Matrizenpotenzen,
mehrstufige Prozesse
7.1 Maschineniiberwachung,
Irrfahrten
7.2 Aus der Populationsdyna-
mik
7.3 Stochastische Matrizen

Das Berechnen von Matrizenpotenzen ist einfach, aber zeitauf-
wendig. Angesichts der vielen Anwendungen fiir Matrizenpoten-
zen kommt ein CAS gerade recht. Fiir spezielle Matrizen lassen
sich fiir die Potenzen Formeln entwickeln.
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Lange Zeit bestand ein Kurs ,,Lineare Algebra und Analytische Geometrie” tiberwiegend aus
dem Durchfithren langwieriger (und langweiliger) Rechnungen: Lodsen linearer Glei-
chungssysteme, Bearbeiten von sogenannten ,,Hieb- und Stichaufgaben”, Bestitigen von Vek-
torrdumen usw. Heute gewinnt dieser Kurs besondere Attraktivitét, z. B., wenn man den oben
beschriebenen Aufbau wéhlt. Abbildung 9.3.2.1a fasst die Ideen zusammen, die sich je nach
Schwerpunktsetzung zu verschiedenen Kursabldufen verbinden lassen.

Matrizen als durchgehendes
Prinzip
Integration von (Matrizenkalkil) Durchgehende Benut-
Abbildungsgeometrie und zung des Computers
Computergrafik als Moti- A (CAS und Visualisierun-
vation fiir Analytische Ge- gen) als Rechen- und
ometrie A Zeichenhilfsmittel und
Lineare Algebra und zum entdeckenden Lernen
<«—>» Analytische Geome- <«—»
trie-Kurse
\y 4/' A ‘\‘
Arbeit mit einem Ray- Im LK Ausnut-
Tracing-Programm (POV- zen der vielfdl- g Integration der vielen
RAY) als weitere Ergén- tigen Bezﬁge Analytische €0- Anwendungsproble-
zung der Analy-tischen zur Informatik metrie: Punkt, Gera- me fiir LGS und Mat-
Geometrie (Datenspeiche- de, Vektor, Abstin- rizen
rung, Algorith- de, Winkel, Ebenen,
A men, Module / Kreis, Kugel, ...LGS A
Bausteine, Pro- A

grammierung)

unter Verwendung vielféltiger Unterrichtsformen und einer offenen Aufgabenkultur

Abb. 9.4.2.1a: Ein Lineare-Algebra-Analytische Geometrie-Kurs auf der Basis des Matrizenkalkiils als durchge-
hendem Prinzip — Vektoren sind spezielle Matrizen (einspaltig oder einzeilig)

Matrizen beim Zentralabitur

Es gibt Bundesldnder, die auch im Zentralabitur Matrizen als wesentliche Elemente bei ihren
Aufgabenstellungen zur Linearen Algebra / Analytischen Geometrie beriicksichtigen. Bei-
spielsweise wurden in Hamburg (Zentralabitur 2007) vier Anwendungsaufgaben mit Verwen-
dung des Matrizenkalkiils vorgelegt:

Fischzucht (Populationsmatrizen), Mausepopulation, Spielzeugsteine (Materialverflechtung),
Steuergerite (Materialverflechtung).

Literatur

Eberhard Lehmann: Lineare Algebra mit dem TI-92 (Matrizen und ihre Anwendungen, Analy-
tische Geometrie, lineare Gleichungssysteme, Abbildungsgeometrie, Mathematik mit Baustei-
nen) — Texas Instruments.

In dem Buch werden auch die meisten Matrizenoperationen vorgestellt.
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9.4.2.2 Durerquadrate — eine Beispielaufgabe mit CAS-Einsatz

Die hier vorgestellte Aufgabe zeigt, welche Vorteile der Einsatz von CAS mit sich bringt —
auch in Abgrenzung gegen eine ausfiihrliche Handrechnung.

Leistungskurs — Musteraufgabe aus der linearen Algebra, Computereinsatz unabdingbar

Aufgabentext, Teilaufgaben Benotigte CAS-Anweisungen, | Immer noch benétigte manuel-
Abbildungen le Fertigkeiten, Abgrenzung

Entwurf: Dr. Eberhard Lehmann, gegen ausfiihrliche Handrech-

Berlin, Mirz 2006 nungen

Albrecht Diirer verwendet in seinem | Eingabe des Diirerquadrats {iber den | Anmerkung: Zu dieser Aufgabe

Kupferstich ,,Melancholie* das Matrizeneditor (Abb.) sollte man eine Abbildung der Kup-

magische ,,Diirerquadrat (gleiche ferstichs vorlegen.

Zeilensummen, gleiche Diagonal-

summen, gleiche Spaltensummen, < R atbra[caic|other [Frantalt1eh Up

Summenzahl = 34, Zahlen von 1 bis olze s e zoz o210 1l

16 (Eigenschaft #) i 5 10118
. . 9 & 7 1z

a) Zeigen Sie unter Benutzung des 4 15 14 1

=[1 1 1 1]+zeil [1 1 1 1]

Matrizenkalkiils, dass die Spalten-
summen tatsichlich 34 sind.

FINE 20730

Mit Hilfe des Vektors zeil werden
die Spaltensummen gepriift.

b) Zeigen Sie, dass auch D2 ein Schon das wire angesichts der not-
magisches Quadrat ist — allerdings wendigen Berechnung von 16 Ska-
unter Verlust von (#). Hinweis 1: |_"[:f—wf'19:35';af~r£§ other pranto Ctlfr;f el J | larprodukten ein langwierige (und
Fiihren Sie die notwendigen Rech- CESIITTER oy 34 M | sich wiederholende gleichartige und

nung mit Hilfe von Matrizenrech-
nung durch.

261 sm es zas| | langweilige) Handrechnung (##).
285 309 301 26l
269 261 205 341
lzeil-duer\er\z [1156 1156 1196 1156

zeil ¥duerer™2
RRD AUTO FUNC 2230

u duerer?

c) Beweisen Sie: Auch D*n,n aus | Eingabe von D"k allgemein iiber Beweis durch vollstidndige Indukti-
N, ist magisch Matrizeneditor. Berechnung von on. Induktionsverankerung in Teil
Hinweis 2: Der Beweis fiir die Zei- | zeil*D*D"k b). Induktionsvoraussetzung: D"k
lensummen reicht. —________|ist magisch mit der Summenzahl sk.
'Ha Flotpetuplellls Handrechnung mit den Termen in
T : : E§ = = zeil *D*D N wire sehr aufwendig. .
S — - f— Geschickt ausklammern und Benut-
: zung von
e al+ bl+cl+d1 = sk (nach Indukti-
— m— - onsvoraussetzung.

bl b2 b3 b4 . A -
" dusrerk at 4z az aa| | | Di€ Summenzahl von D(k+1) ist

et ez 3 e4] | | also 34*sk, die Matrix also magisch.
®zoil dusrer - duskrerk . . .
[34-a1+34-b1+34-01+34-e1 34-az+34| | | Die Aussage gilt also fiir alle n aus

® factor(zeil -duerer - duererk)

[34-(al +bl +dl +el) 34 (aZ+hZ+d2+ek N.
factorizeil *duerer*duererk)
HMAIN FAD AUTO FUMC 2E/30
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d) Ist auch die Inverse D*(-1) ma-
gisch? Begriinden Sie das Ergebnis!

Rechnung zu D*(-1), singulére
Matrix oder auch det(D)=0.

[‘Fx T Fer I i T Faw ‘|’ FE [
vﬁ AlaebralCalc|0ther Pr"ngDTClean UPT_
| BAT

EREDF

= duerg

Singular matrisx

Fx T FE¥ Trs-TruvT FE T FE™ ]’]
- E Alaebral|Calc|0ther |PramI0Clean Up

lel 2 &3 e4J

®zeil -duerer duererk
[34 21 +34-b1 +34-dl +34 el
8 factor(zeil - dusrer - dusrerk)
[34(al +bl +dl +el) 34-(aZ+bZ+d2+ep

= duerer -1 Error: Singular matrix
B et {duster) ¢]

idet Cduerer)]
RAD AUTO

FAIN FUMC 27 /%0

3432 + 34y

Inverse einer (4,4)-Matrix wére mit
Handrechnung viel zu zeitraubend
und sehr fehleranfallig.

Begriindung fiir die Nichtexistenz
durch die Rechnerausgaben.

e) Mit E(4,4)*D*[x"3,x"2,x,1]’
entstehen die 4 ,,Diirerpolynome*.
Stellen Sie diese zeichnerisch dar
(y-Einheit = 10) und bestdtigen Sie,
dass alle vier Graphen einen ge-
meinsamen Punkt P haben.

Erzeugung der Diirerpolynome,
Zeichnungen, Losung von 6 Poly-
nomgleichungen

[fi T FEv Trs-Tru-T FE T F&™ T]
vE AlacbraCalc|dther |PramIl|Clean Up

]T

®identitu(d)-dusrer [43 42 w1
16343 w2+ 2%+ 13
Sxt 10 w2+ 1%+ 8
S+ 6 wZeTon+12
45415 22+ 14+ ]

LituwCddkduerer®lx™3 w2, %, 117
MAIN KAD AUTO FUNC 2B, 30

1 3
g 2=5xS # 10 %2 4+ 11 % + 8
E=F T B R 4 Ton + 12

gd=d ot #1524 1400+ 1
ug=

HE=

dr=

vl (xa=16%x" 3+ w2+ %413
HMAIN KAD AUTO FUNC

1 M _Fir FEw Fav TF7

H i
v f—|Zoon|Trace [Rearaph |Mat b Oraw|~

P
Bl WS yc o4, 215V

MAIN EAD AUTO FUNC

I‘fim‘]’ Fow Fiw | Faw TE G
+ f=—|Algchra|Calc|0ther Pr‘ngDTClean Up
T T T ey

® zolvel gl = 20K, x)

- -EJ5_191+ 2

x=J5—911_2 or x=1

® =olue(yl(x) = u3x), =)
ECi R R 1 £

or x=1

B onluefylxd = adix), =) =1 or x=-1

solve (2K d=u4C %)
HMialH ERD AUTO

FUNC S0

Hier wird ein sicherer Umgang mit
dem Matrizenkalkiil benétigt.

Die Bestimmung der Polynome
muss man auch von Hand durchfiih-
ren konnen.

Alle folgenden Rechnungen und
Zeichnung sind von Hand sehr
aufwendig.

Insbesondere die Losungen der
Gleichungen y1(x)=y2(x) usw. ist
von Hand nicht zumutbar — es sind
Gleichungen dritten Grades.

Wahl eines passenden Darstellungs-
bereichs, siche angegebenen Punkt
Xc,yc.

Insgesamt sind 6 Gleichungen zu
16sen.

f) Begriinden Sie die Aussage:
,,Das Ergebnis fiir P kann eigentlich
nicht iiberraschen!*

Text zu P(1,34): Bildet man fiir
jedes Polynom p(1), so muss sich 34
ergeben, da ja die Koeffizienten der
Polynome gerade die Zahlen der
Zeilen von D sind und deren Sum-
me ist 34.
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Zusammenfassung — benotigt werden insbesondere die folgenden Kompetenzen

a) Rechnerkompetenzen: Matrizeneingabe iiber Matrizeneditor und im Home-Bereich
Matrizenkalkiil: A*B, A*2, A*-1, A’, Erzeugung von Einheitsmatrizen — Umgang mit dem y-
Editor und den Zeichenfenstern, Verwendung von SOLVE — Dokumentationskompetenzen,
Umgang mit Fehlermeldungen.

b) Hand- und Koptkompetenzen: Erkennen der notwendigen mathematischen Ansétze. Eigene
Rechenfertigkeiten hier kaum gefordert, aber Verstindnis fiir die Ansdtze und Auswertung
der Ergebnisse.

c) Fachliche Kompetenzen

9.4.2.3 Abbildungsgeometrie mit Matrizen —
eine Grundlage der Computergrafik

Erfahrungsgemall hat Computergrafik einen hohen Motivationswert flir die Schiiler. Bei vie-
len Anwendungen sieht der Schiiler graphische Abbildungen, Bilder entstehen, werden iiber-
lagert von anderen, Animationen diverser Art fiihren Schiiler durch Spielprogramme, usw.
Damit entstehen auch fiir die Analytische Geometrie neue Mdglichkeiten, eben durch Com-
putergrafik und insbesondere durch Abbildungsgeometrie. Die folgende Abbildung nennt in
Ergidnzung zum vorigen Teilkapitel einige Aspekte fiir eine zeitgemiBe Analytische Geomet-
rie.

Wie fast jedes Buch zur Computergrafik zeigt, ist die Matrizenrechnung fiir dieses Gebiet
ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel . Damit wird eine Briicke geschlagen zur Matrizen-
rechnung in der linearen Algebra und damit verbunden zu vielféltigen aulergeometrischen
Anwendungen.

Was hat eine Unterrichtsreihe "Abbildungsgeometrie im R2 mit Matrizen* fiir Vorteile?
e Arbeit mit Grundelementen der Analytischen Geometrie

e Vorbereitung der linearen Algebra (lineare Abbildungen, LGS, Matrizen)

Vorbereitung auf andere Anwendungen von Matrizen

Kennenlernen von Grundelementen der Computergrafik

Wiederholung diverser Inhalte der Sekundarstufe 1

Geometrische und rechnerische Betrachtungen befruchten sich gegenseitig.

Mehrfache Abbildungen sind gut geeignet zur Herstellung von Animationen.

Einige Beispiele fiir die Arbeit mit Abbildungsmatrizen:

Beispiel 1: Sinuskurve drehen (mit DERIVE)

dreh (u) :=[[COS(u),-SIN(u)], [SIN(u),COS(u)]] Drehmatrix definiert
figur(t) :=[t,2*SIN(t)] Figur definiert

figur (t) *dreh (2) die Abbildung

;Simp (#3)

[2*SIN(2) *SIN(t) +t*COS(2),2*COS(2) *SIN(t)-t*SIN(2)] wird gezeichnet BILD
[t,2*SIN(t) ] wird gezeichnet URBILD
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18-17-16-15-14-13-12-11 -10 -9 -8& —7—6 -5 -4 -% -2 -1 1 2 3W § 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1¢&

~ Mit dem Voyage 200 kann man so arbeiten:

|’F1 T rsz F3 TF-q TFSvT FET N 1 Fer &l 7
- E Zoom|Edit] «|A11 5‘L'=|1E'T:"'E [ T ] - E Zoon|Trace [Regraph|Math (Oraw| -

SFLOTE

“yt.29=sint)

*HLIE=cosiu) - x L2 — sindu) - gt 2901

“yt.3b=sinu) - =L290L) + cosiu) - gb 290t
x =

uyt32 (L=

HMAlN FAD AUTO FAF

Dabei wurde u={0,1,2,3,4,5,6} gewdhlt.

SchlieBlich noch eine Darstellung mit ANIMATO:

T T,
A % &% 72 Hierbei wurden die Graphen von y =
N N (o~ sin(x) und y = cos(x) jeweils 72 mal um
ﬁi* RSN & 2\ (0,0) mit dem Drehwinkel 2pi/72 ge-
¥ dreht.
Npe T s
AR ' <
o LA TS Man erkennt, dass sich mit diesen abbil-
5 oo : : v now pw o | dungsgeometrischen Grundlagen phan-
S < tasievolle Bilder erstellen lassen.
s N
= [ —oeonyy
= t Y
caniarin 90yt N
) N
A LF LI
G 4 B
Kz Py

In allen Fillen wurde die Drehmatrix (cos(u) —sin(u) j benutzt.

sin(u)  cos(u)
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10. Erstellen von CAS-Aufgaben
Klassenarbeiten / Klausuren — Hausaufgaben

10.1 Klassenarbeiten und Klausuren mit CAS

Unterricht mit CAS fiihrt zwangsliufig auch zu Klassenarbeiten und Klausuren, die mit
CAS-Einsatz geschrieben werden — auch bei zentralen Priifungen, wie etwa dem Zent-
ralabitur! Fiir das Zentralabitur liegen aus verschiedenen Bundesldndern bereits viele Aufga-
ben vor, die fiir den Einsatz von CAS konstruiert wurden. Man informiere sich hierzu tiber
das Internet.

10.1.1 Eine CAS-Klassenarbeit fur Klasse 8/9 — mit Losungen

Motto: Weniger (stumpfsinnig) rechnen / zeichnen - mehr verstehen

Aufgabe 1
1.1 In Abbildung 1 sind drei Geraden zu sehen. Rekonstruiere die Abbildung mit deinem CAS und dokumentiere
den Arbeitsweg.

B & FE-r B8
~ f—|Zoon|Trace|Regraph[Math [Draw|~ ﬁ?

1T Fev

Hinweis: Das Zeichenergebnis
deiner Arbeit bitte deinem
Lehrer zeigen!

HMAIN ERD AFFROH FUMC

Abb.1: Drei Geraden

1.2 Was hat Abbildung 1 mit dem Thema ,,Losung linearer Gleichungssysteme" zu tun?

Aufgabe 2
2.1 Du siehst drei Gleichungssysteme. Das erste LGS hat die Losungsmenge {(3, 1)}. Alle LGS haben eine ge-
meinsame Eigenschaft, die es zu entdecken gilt. Benutze dazu dein CAS.
a) 2x—3y=3 b) 2a+5b=-1 c)2x+5y=-1

Sx+2y=17 3a— b =38 4x +2y= 14
2.2 Wie konntest du den Schiilern deiner Parallelklasse verstdndlich machen, dass so etwas durchaus moglich
ist?

Aufgabe 3

Erldutere, dass die Bearbeitung der folgenden Problemstellung zu dem angegebenen LGS fiihrt und 16se dieses
mit der Matrizenmethode.

Frau Meier erbt von ihren Eltern das Guthaben von 5220 Euro zweier Bankeinlagen. Die Eltern hatten seinerzeit
insgesamt 5000 Euro, Der Vater hatte seinen Betrag zu einem Zinssatz von 4% angelegt, die Mutter hatte eine
Bank mit 4.5% Zinsen gefunden. Wieviel Euro haben Mutter und Vater jeweils angelegt?

Das LGS: (1) x+y=15000, (2) 0.045x + 0.04y = 220

Aufgabe 4
Ldse das LGS von Aufgabe 2.1.a von Hand — nach einem von dir gewéhlten Verfahren.
(1)2x-3y=3 (2)5x+2y=17.
Wie konnte man die Losungen mit Hilfe des CAS iiberpriifen — ohne das LGS mit einem Verfahren ausrechnen

zu lassen?
Ende der Aufgabenstellung, Zeiten: 20°, 20", 15°, 15’
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Lésungen und Kommentare fur den Lehrer (Arbeit insgesamt ca. 707)

Zu Aufgabe 1 (1.1ca. 15,1.2ca.5").

1.1 Um zur Rekonstruktion der Zeichnung zu kommen, muss der Schiiler den Zusammenhang zwi-
schen Funktionsgleichung und Graph (hier: lineare Funktionen und Geraden) verstanden haben. Er
liest m und n oder 2 Punkte aus dem Graphen ab, erhilt die Funktionsgleichung und zeichnet erneut.
Dabei muss er noch die Fenstergrofie und den Maf3stab beachten.

Anspruch: Leicht bis mittel

1.2 Schnittpunktberechnungen von Geraden fiihren zu LGS. Beispiel nennen.
Anspruch: leicht bis mittel

Zu Aufgabe 2 (2.1 ca. 5, 2.2 ca. 15)
2.1 Mit dem T1 bestdtigen, dass tiberall (3, 1) die Lsung ist.
Anspruch: Leicht.

1~M_Fi~ Fz F4 FEx T Fa* TF7 i
* {/-rp H

 f=—|Zocm|Trace [Regraph|Math|Draw

o

HAIN FAD HFFROY FUMC

2.2 Algebraisch: Es gibt viele Gleichungen mit 2 Variablen, die als Losung (3, 1) haben. Losungspaar
einsetzen. Ein Beispiel fiir die Konstruktion einer weiteren Gleichung zeigen.

Geometrisch: Bei der Deutung der Losungsmenge eines LGS als Geradenschnittpunkt ist sofort ein-
sichtig, dass es viele Geraden durch einen Punkt (hier (3, 1) gibt kann. Moglicherweise zeichnet ein
Schiiler: Dann miissen alle Gleichungen nach y aufgelost und eingegeben und gezeichnet werden.
Alles mit dem TT moglich, siehe u.a. Abb. 2. ]

Insgesamt hoher Anspruch.

Aufgabe 3 (ca. 5"+ 10")

vla Hln;:-évbr*a Sl U{P‘;TE'PTPPFQSNIUTCIEEI’F‘E a—z...] Mutter zahlte 4000 Euro ein,
Vater 1000 Euro

lr‘r‘ef‘[[l 1 SEIEIIB'] [1. o 4000,
045 Jod 22E O. 1 1ooa.

pref ([[1.1,.50001[.045,.04,220.

HAIN EAD RUTO FUMC i/30

Erlduterung: x ist Einzahlung der Mutter und y Einzahlung des Vaters, usw.

Mittlerer Anspruch, Bearbeitung mit rref leicht, Losung interpretieren schwerer, ebenso die Erldute-
rung

Aufgabe 4 (ca. 15")

Handl6sung, Uberpriifung, z. B. 2*3 — 3*1 = rechnen, oder x+y=5000 = gleil(x,y) und dann

gleil (4000,1000) eingeben, was ,true” ergibt. Oder ...

Mittlerer Anspruch, Teil 1 priift die Rechenfertigkeiten an einem einfachen Beispiel, Teil 2 geht mehr
auf die Verstindnisebene, insbesondere wenn mehrere Verfahren angeboten werden.
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Bearbeitung der Aufgaben mit Bausteinen

Zu den weiteren langfristigen Zielen von des CAS-Einsatzes im Unterricht gehort die Ver-
wendung durch das CAS definierter oder selbstdefinierter Bausteine, siche Kapitel 6. Diese
Modulkompetenz muss schrittweise erworben werden, sie baut sich in einem langeren Vor-
gang auf. Aus diesem Grund hier noch eine Bearbeitung der Aufgaben mit Bausteinen.

Aufgabe 1
Da es sich um Geraden (y = m*x+n) handelt, definieren wir zunichst einen Geradenbaustein.

m*x+n = gera(x,m,n)

(1) Aus der Zeichnung lesen wir ab:

Gerade m n Term Bausteinaufruf
gl 1/2 1 0.5x+1 gera(x,0.5,1)
g2 1 -2 X-2 gera(x,1,-2)
23 0 1.5 1.5 gera(x,0,1.5)

(2) Die Bausteinaufrufe werden zum Zeichnen benutzt:

Gerade Zum Zeichnen mit dem Voyage 200
gl gera(x,0.5,1) 2 yl(x)
g2 gera(x,1,-2) 2 y2(x)
g3 gera(x,0,1.5) 2 y3(x)
e o et ] v BT [starels s | [+ = [zaam|Trace|Redr aph[Hath|Dr |«
FLOTE
Flot 1:
“yl=geralx, .5, 1) ¥3 /
:u%fger*aEx : él , 1'2%3 Das Aussehen -
ag;ier*a Ha e des y-Editors
4e= 1 /{2
T y
5=
_u9=
A=
MAIN RAD AFFROY FUNLC MAIN RRD AFFROH FUNC
Aufgabe 2

(1) Alle Gleichungen haben die Form a*x+b*y=c. Also bietet sich der Baustein
a*x+b*y=c > glei(a,b,c) an. Die weitere Arbeit folgt aus dem Bildschirmabdruck:

I‘Fi ]’ Fer Tr3~rT r-an FE T FEv
vEngebr‘aCachther‘F"r‘ngDEleah U|:-| |

B geralx, 0, 1.5 + g3(=) Dot
Ba-xw+b-y=c+aleifa,b,c) Dot
mzolue(gleil2, -3F,3) and alei(S, 2,171, ik
x=23. and u=1. Alle Gleichungssysteme haben die gleiche L6-

®zolue(glei(-2,5, -1 and glei(3, -1, 8).p
#=3. and u=1.
®zolue(glei(-2,5, -1 and glei(4,Z, 147,p
=3, and gu=1.

sungsmenge L = {(3,1)}.

MAIM KERD AFFROZ FUMC B/
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(2) Jede Gleichung kann als Gerade interpretiert werden, diese miissten alle durch einen
Punkt, ndmlich (3,1) gehen! Siehe TI-Bilder:

1 Fer Fivr | i FE Fav
- E Alasbra|Calc|0ther |PramlIdClean Up
m=alueigleif?, -3, 301, 4 g:'ﬁ—s‘}
. % * 0 Done
[Sew - 17
= zolueCalei(s, 2, 171, u) g=% =
[Sw-17
u % * g3 ) Dore
| HAIN FAD_AUTO FUNC 12720 L BRCERLTD EUHE
Mit Solve werden die Gleichungen nach y aufgelost, Die Zeichnung der 6 Geraden (zwei sind identisch)
die von x abhingigen Terme werden in y4(x) ... ge- ergibt: (3,1) ist der gemeinsame Schnittpunkt.
speichert.
Aufgabe 3
T Fer Fivr | i FE Fav - ;
»§—|Algebra|Calc[0ther|PramI0|Clean Up Zur Losung kann der Baustein GLEI benutzt werden,
. % 3 (s Done indem er mit SOLVE (wie schon oben) verbunden
" solvelglei(d, -1, 80, u) u=3x-g | Wrd
3w =8 Ui Dore
®zoluefgleild, 2, 140, U=r-2-'x
By = 2w udix) Dore
®zoluefgleifl, 1, 3000 and gleiC.d43, .
® =400, and o= 1080,
 FiATH RAD_AUTO FUNE 18750
Aufgabe 4

Der Baustein von Aufgabe 1 enthélt x und y leider nicht. Also ist ein neuer Baustein
GLEI2(x,y,a,b,c) notig , siche TI-Bild:

I‘Fi ]’ Fer Tr3~rT r-an FE T FEv
vEngebr‘aCachther‘F"r‘ngDEleah U|:-| |

Bw =0 Lok
Bzoluelgleicd, 2, 147, 4l g=7 -2
By = 2w g2 Do
Bcoluyelgleill, 1, 3000 and gleif. .45,
= =4000, and 9= 1000,
Ba-x+b-y=c+gleidix,u,a,b,cl Dorne . . .
"gleiz(3, 1,2, -3, Lrue x=3, y=1 erfiillt beide Gleichungen.
Bgleid(3,1,5,2,17) tiue
HHIN FAD_RUTO FUNC 2220
Zusammenfassung:

Die Aufgaben werden im Wesentlichen geldst durch die Bausteine
m*x+n - gera(x,m,n)
a*x+b*y=c - glei(a,b,c)
a*x+b*y=c - glei2(x,y,a,b,c)

unter mehrfacher Benutzung von SOLVE.
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10.1.2 Eine ausfuhrlich kommentierte Klausuraufgabe
- mit oder ohne Computereinsatz -

Beispiel einer Analysis-Aufgabe mit und ohne Computereinsatz bei weitgehend
gleicher fachlicher Problematik (bei gleichem "Kern")

Hinweis: Der gemeinsame "Kern" ist grau unterlegt. In der linken Spalte stehen die Hand-
rechnungsaufgaben, in der rechten Spalte (Arial) wird der Computer eingesetzt (CE). In-
soern kann das Beispiel auch als Beitrag zu Kapitel 3 (Hand contra CAS) dienen.

X

e

Gegeben sind die Funktionen fund g mit f(x) = %, x aus Rund g(x) =— , x aus R-{0}.
e X

a) In der Anlage 1 finden Sie die zugehérigen Grafen.
Welche Grafen stellen f bzw. g dar? Begriinden Sie
Thre Entscheidung mit Hilfe des asymptotischen Ver-
haltens der Grafen.

a) CE

Lassen Sie die Grafen zeichnen. Begriinden Sie
das asymptotische Verhalten mit entsprechenden
Rechnungen.

b) Zeigen Sie, dass fund g die gleichen Extremstellen (x-Werte) haben.

b) Nachweise mit der 2.Ableitung koénnen entfallen.

b) CE

Fihren Sie auch die Rechnungen fir die Bestati-
gung der Extremwerte m.H. der 2.Ableitung
durch.

¢) Berechnen sie den Abstand der beiden Extrempunkte.

d) Zu f(x) wird jetzt der Term u*x addiert, mit u aus dem Intervall [0, 2]. Dadurch entstehen die Funktionen

X
F(x,u):u*x+e—x :

d) Die Grafen F(x,u) finden sie in Anlage 2, fiir die
Schrittweite wurde u=0.2 gewidhlt. Wie entstehen die
Grafen aus dem Grafen zu f? Vergleichen sie an Hand

der Zeichnung die Eigenschaften der Grafen von F und

f.
Moglicher Zusatz: d2) Fiir welches u wird F(x,u) tiberall gleich 0 ?

d) CE

Lassen Sie die Grafen zu F(x,u) zeichnen
(Schrittweite fir u sei 0.2). Wie entstehen die Gra-
fen aus dem Grafen zu f? Vergleichen Sie an
Hand der Zeichnung die Eigenschaften der Gra-
fen von F und f.

e) Einer der Grafen von F beriihrt augenscheinlich den Grafen von g. Fiir welches u ist das der Fall? Schildern
sie einen Weg zur Beantwortung der Frage. Welche Schwierigkeiten treten auf?

e) Hinweis: Rechnungen sind nicht erforderlich, die
entscheidenden Rechenansitze sind jedoch in mathe-
matischer Schreibweise zu dokumentieren.

e) CE
Ermitteln und dokumentieren sie dann eine Nahe-
rungslosung.iber ein Verfahren ihrer Wahl.
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f) Berechnen Sie den Flicheninhalt zwischen x, = 0 und x, =1 fiir den Grafen von f.

fl) Was ergibt sich fiir den Flacheninhalt, wenn
x,=0undx, - 0?

2) Mit dem Taschencomputer wurden die Bilder 1 und
2 erzeugt.

Interpretieren sie die Eingaben und die Ausgaben. -
Welche Vemutung ergibt sich bei Bild 1?

3) Uberpriifen sie das unterstrichene Ergebnis von
Bild 2 durch eine Kontrollrechnung.

f1) CE
Berechnen sie die Flacheninhalte fir die Funktio-

X
nen h(x,v)=— fir x, =0 und x, — o
-

und fir v-Werte aus der Menge {1,2,3,4}. Vermut-
lich wird ihnen etwas auffallen! Dokumentieren
Sie ihre Eingaben, die Ausgaben und ihre Vermu-
tung.

1 Fer Faw | Fu= FE FEr = Tre T ree T
vE|Fllgebr*a|talc|Dther*|F'r*ngD Clean UF"l .:mT—::'a'é:]:::t?=s-s~|Pr~ngmID S inin m
KL
] — |d= Z. _
ol e¥ . [-x2-2,.x-2.]67%
o 3 =
= 3
L = 5
al &% 253 & lJ{%]dx ['}:3—3.-}:2—6. ®-—6 ] e F
w4
e 4
J ) | b
JCx™retu . %D
MAIM RAD RAFFEOH FRE__ =/30 [MAIN EAD_AFFRON FRHE__ /B
Bild 1 Bild 2

Ende des Aufgabentextes

FY FEr Far TF7

Anlagen zur Aufgabenbearbeitung mit dem Taschencomputer

FEr Far

/

FAIN FAE_ERRCT
Anlage 1: Grafen von fund g

FUMC

7

#oil.8
AN

ol 3.0
FUNL

ERD EXACT

HMAlN ERD EXACT FUMC

Anlage 2: Grafen von F (0<=u<=2, Schrittw. 0.2) und

Anlage 3: Graf von F mit u=1.7
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Erwartungshorizont

Erwartete Teilleistungen, Erléduterungen Anforderungsbereiche mit Bewertungseinheiten,

ungeféhre Bearbeitungszeit

AB1 AB2 AB3 Zeit, etwa
a) Graphen identifizieren mit Begriindung 0 4 0 10’
CE Zeichnen lassen, (ibernehmen, 3 3 0 15°
Grenzwerte berechnen lassen, dokumentieren
, I-x
b f(x)= —,xE1=1 4 0 0 10
e
, e'(x—1
g(x)z#,szzl 4 0 0 10’
X

CE CAS rechnen lassen, Ergebnisse, dokumentieren 6 0 0 15°
c) f(1), g(1) berechnen, g(1)-f(1) =e-1/e 2 0 0 5
CAS rechnen lassen, Ergebnisse, dokumentieren 2 0 0 5
d) Anlage 2 auswerten (F(u=0)=f, keine Asy.mehr...)0 2 0 5
d) CE, zeichnen lassen, ibernehmen, auswerten 0 4 0 10°
e) g(x)=f(x) setzen, genau eine Losung suchen, 0 0 4 10’

etwas umformen, erkennen,dass keine exakte Losung
mdoglich, da Gleichung in e*x und x"2, auflerdem
2 Gl-Variable x und u, g'=f" liefert 2.Gleichung

CE Ansatze wie bei Bearbeitung ohne Computer, 0 0 4
Lésungsversuche mit CAS, durch Zoomen der Grafen 0 3 0 20°
Naherungswert finden, x etwa 1.86, u etwa 1.7, y etwa 3.47

(ftir den Lehrer: siehe Anlage 3 - vergrél3erte Zeichnung)

1
X —x—1 X 2
) J'—de:(—x)jtc,j—xdx:l——:o.zmz o 6 0 15
e e 0 € e
partielle Integration
X
.[—de =1, Grenzwertiiberlegung, ggf. groBe x-Werte 0 4 0 10’
e
0
1
X 2 .
CE [—dr=1-==02642 2 0 0 5
0 € e
fl) Wenn x, = 0 und x, — o ? Grenzwert notieren, 0 2 0 5
Uberlegungen, z.B. groe Werte einsetzen
2) Interpretieren: Fldchenberechnungen, unbestimmte 0 4 0 10’
Integrale, Vemutung v! als Ergebnisse.
3) Uberpriifen sie das unterstrichene Ergebnis von 4 0 0 10’

Bild 2 durch eine Kontrollrechnung. Ableitung bilden.

f1) CE Siehe die f-Teile bei Handrechnung,
Dokumentation der Rechnerarbeit, Vermutung, ggf. weitere 0 8 0 20°
Uberprifungen. Es wird eigenes Material erstellt.

Summen, CO 13,37% 18,52% 4,11% Zeit 90"
Ende Erwartungshorizont non CO 14,37% 16,53% 4,10% Zeit 90"
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10.2 Tipps fur das Erstellen von Klassenarbeiten und Klausuren
mit CAS — auch nutzlich fur den Unterricht

Sie finden hier Tipps und zusitzliche Erlduterungen zu folgenden Aspekten:

Visualisieren mit CAS-Hilfe
Kontrollieren mit CAS

Vorgelegte Zeichnungen oder Rechnungen ergidnzen

Aufgaben zur Dokumentation

Das Bausteindreieck (definieren, analysieren, anwenden)
Verdanderte Aufgabekultur = offene Aufgaben

CAS und Handrechnung
Ansitze finden lassen — Modellbi

ldung

Die folgende Abbildung fasst mogliche Aufgabenanséitze zusammen. Einige Aspekte werden
anschlieend erldutert:

Zeichnen von Vorgegebene
Hand Zeichnung mit
CAS nachma-
- chen oder um-
Mit dem CAS gekehrt
zeichnen

Vorgelegte
Bildschirm-
ausdrucke
erldutern las-
sen

Vorgegebene Rechnen von
Handrechnun- Hand

gen mit CAS

nachmachen

Rechnen mit

oder umgekehrt
CAS

N

Rechnungen visualisieren
oder Visualisierung durch
Terme rechnerisch erfas-

'

Konstruktion von

o~

Aufgaben aus dem Bau-
steindreieck (Baustein
definieren, analysieren,
anwenden) stellen

t

N

sen = Aufgaben mit CAS-
Verwendung
Modellieren CAS-Ansitze und Mit dem CAS
und mit CAS CAS-Losungen / Lo- Rechenergebnis-
rechnen / sungsteile dokumen- se und Zeichnun-
zeichnen tieren gen kontrollieren

Mit dem CAS Experimen-
tell arbeiten, dokumentie-
ren und auswerten lassen

Man nehme eine schon vorhandene
Aufgabe als "Kern" und wandle
diese CAS-gemél ab oder ergidnze
sie (Aufgabenvariation).

Abb. 10.2a

Und wo kommen die
Aufgaben-
inhalte her?

Man konstruiere eine neue Aufgabe
mit eigenen Ideen fiir CAS-Einsatz.
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Visualisieren mit CAS-Hilfe
Das Arbeiten mit Visualisierungen kann von verschiedenen Seiten aus erfolgen:

Rekonstruktion gegebener Abbildungen:

Die Rekonstruktion vorgegebener Abbildungen kann man als eine Standardaufgabe fiir

Grafikrechner oder CAS ansehen. Der Losungsweg wird in der Regel sein:

1) Den geeigneten Maf3stab wéhlen und fiir den ausgewéhlten Graphen ablesbare Punkte
suchen. Die Koordinaten ablesen.

2) Mit diesen Vorgaben kann die Funktionsgleichung aufgestellt werden.

3) Zeichnen des Graphen.

4) Kontrolle des Graphen (charakteristische Punkte vergleichen).

5) Entsprechend wird mit allen Graphen verfahren.

6) Gesamtbild kontrollieren.

Um zur Rekonstruktion einer Zeichnung zu kommen, muss der Schiiler den Zusammenhang

zwischen Funktionsgleichung und Graph (z. B. lineare Funktionen und Geraden) verstanden

haben. Er liest zum Beispiel bei Geraden m und n oder 2 Punkte aus dem Graphen ab, ermit-

telt die Funktionsgleichung und zeichnet erneut. Dabei muss er noch die Fenstergrof3e und

den Maf3stab beachten.

Je nach Kenntnisstand der Schiiler und bei komplexeren Abbildungen kann diese Aufgaben-

stellung einen guten Zugang zum experimentellen Arbeiten mit dem Rechner geben.

Kontrollieren mit CAS

Das CAS kann auf verschiedene Arten zu Kontrollarbeiten eingesetzt werden. Es schafft da-
mit Sicherheit flir den Schiiler.

e FEigene oder vorgelegte Handrechnungen tiberpriifen

e Zeichnungen iiberpriifen

e Vermutungen iiberpriifen

e Vorgelegte Losungen verifizieren

Aufgaben zur Dokumentation (= = = siehe auch Kapitel 11)

Dokumentationserwartungen:
Die Erwartungen an die Dokumentation von Computerarbeit entwickelt sich im Verlaufe des
Vertrautwerdens der Schiiler mit dem Programm und den mathematischen Inhalten.

Die jeweilige Dokumentation ist situationsabhiingig und softwareabhingig!
e Welchen Rechner-Kenntnisstand haben die Schiiler?
Ist es eine Neueinfiihrung?
War bisher eine Einige Parameter zu
- nur kurze Benutzungsdauer, Dokumentationsarabeiten
- mittlere Benutzungsdauer,
- bereits lange Benutzungsdauer?
e Welche Software wird benutzt? Welche Verkniipfungsmoglichkeiten mit anderer
Software (z.B. mit Textverarbeitung sind moglich und erwiinscht)
Handelt es sich um CAS, DGS, Tabellenkalkulation, sonstige spezielle M-Software?
e Welche Dokumentationswege sind in dem jeweiligen Kurs iiberhaupt moglich? In
welcher Situation? — Hausarbeit, Unterrichtsarbeit, Klassenarbeit, Klausur, Abiturar-
beit.
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Daraus folgt: Es lassen sich nur einige wenige allgemeine Grundsitze aufstellen und einige
Tipps zur Dokumentation von Computerarbeit geben. Es ist ndtig, sich die jeweiligen Situa-
tionsparameter bewusst zu machen.

Komplexe Terme, langere Rechnungen

Bei komplexen Termen und lingeren Rechnungen sollte man mit Zwischenergebnissen arbei-
ten. Diese werden geeignet bezeichnet und konnen in der darauf folgenden Arbeit wieder
verwendet werden. Hiufig empfiehlt sich dabei auch die Beriicksichtigung der aufiretenden
Variablen als Parameter.

Beispiel: Die Gleichung m*x+2 = 3*x-2 wird abgekiirzt mit gleich(x,m). Also

m*x+2 = 3*x-2 = gleich(x,m). Damit steht dieser Baustein fiir die weitere Verwendung im
Rahmen der Problemstellung zur Verfligung.

Teilergebnisse vorgeben

Bei komplexeren Aufgaben trdgt ein Vorgeben von Teilergebnissen (Zahlenergebnisse, Ter-
me, Zwischenzeichnung) zu einer Vorstrukturierung bei und ermdglicht Kontrollen, die den
Schiiler bei seiner Arbeit bestétigen. Auf diese Weise konnen schwierigere Aufgaben "ent-
schirft" werden.

Umfang der Bearbeitungen

Dieser kann recht unterschiedlich sein. So kann man z.B. einige Zeilen der Abbildungen
durch zusitzliche Heftskizzen oder weitere Anwendungen eines definierten Bausteins erldu-
tern.

Vorgelegte Zeichnungen oder Rechnungen erganzen

oder nachvollziehen

Formulierung von Aufgaben zu gegebenen Bildern

1) Ein Schiiler hat mit der Abstandsformel folgendermafB3en gearbeitet. Erldutere seinen Weg
mit Hilfe eines Textes und ggf. auch durch zusétzliche Skizzen. (gegebene Bildschirm-
ausdrucke).

2) Formuliere Aufgaben zum Inhalte der beiden Bilder.

3) Schreibe einen mathematischen Aufsatz zu den beiden Abbildungen.

4) Ohne das Vorgeben der beiden Abbildungen: Veranschauliche das Problem ,,Abstand eines

Punktes von einem Graphen” mit Hilfe des CAS und erldutere dein Vorgehen.
Die Anforderungen steigen von 1) nach 4).

Das Bausteindreieck (= = = siehe auch Kapitel 6)

Der erfahrene CAS-Benutzer verfihrt hdufig nach dem ,,Bausteinprinzip*. Hierfiir ergeben
sich diverse Aufgabenstellungen und Ansétze, indem man das '"Bausteindreieck' beachtet.

Bausteine definieren
(Formeln bilden)

Bausteine anwenden durch Bausteine analysieren durch
passende Bausteinaufrufe Bausteinaufrufe - experi-
mentelles Arbeiten

Fiir Aufgaben mit Geraden sind z. B. folgende Bausteine geeignet:

m*x+n —> gera(X,m,n) unter zusitzlicher Benutzung von
a*x+b*y=c > glei(a,b,c) SOLVE

a*x+b*y=c > glei2(x,y,a,b,c)
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Arbeitet man z. B. viel mit linearen Gleichungssystemen, so empfiehlt sich die Definition
eines Bausteins der Form:

e SOLVE(al*x+bl*y=cl and a2*x+b2*y=c2, {x,y})=> lgs(al,bl,cl,a2,b2,c2)

e Der Aufruflgs(1,-0.7,8,5,0.3,2) liefert dann Losungen zu einem speziellen LGS:

e Der Aufruflgs(al,bl,cl,a2,b2,c2) liefert sogar die Formeln fiir x und y.

el b ra|cote ot her PramIolc 1ean Us| |

Bepluelal - x+hbhl-g=dl and a2-xx+bhZ2-g=cp
Oong
B]gs(l, ~.¥.8,9,.3:,2) #»=1 and u= -10
®m]lgsfal,bl.dl,aZ.b2,d2)
_ tfbl-d2 - b2-dl) _al-dE—aE-db
*E T pz-az bl T YT il bE-az b
lgscal.bl.di. a2 h2.d2>

MAIM RAD EXACT FAE  =/Z0

Veranderte Aufgabekultur - offene Aufgaben

Die verdnderte Aufgabenkultur wird deutlich in

e einer Betonung des Findens von Ansétzen,

den Auftragen, vorgegebenes Material weiter zu verarbeiten,

einer Vermischung hindischen Rechnens mit CAS- und Grafikanteilen,
Verstidndnisfragen zur verwendeten Mathematik,

der Aufforderung zur Wahl eigener oder mehrerer Losungswege.

CAS und Handrechnung (= = = siehe auch Kapitel 3)

Grundlegende Algorithmen miissen im Unterricht auch von Hand beherrscht werden - aller-
dings nicht mehr in dem Umfang und der Tiefe, wie noch hiufig praktiziert. Aufgabenkaska-
den konnen entfallen. Wenn die Terme komplizierter werden, ist der Einsatz des CAS ange-
sagt! Um dieses verstdndig einzusetzen, muss auf das Verstehen des Algorithmus groflen
Wert gelegt werden: ,,WWeniger rechnen - mehr verstehen!”

Weiterhin muss bei den Entscheidungen zwischen Hand- und Computerrechnung immer be-
achtet werden, ob es sich um langfristig zu sichernde Algorithmen handelt. Kurzfristig kann
von Schiiler mehr Handrechnungen erwartet werden, als bei ldnger zuriickliegenden Algo-
rithmen. Diese Ansétze konnen auch in Klassenarbeits- und Klausuraufgaben beriicksichtigt
werden:

Einfache Rechnungen von Hand durchfiihren - Kontrolle von Handrechnungen mit dem CAS
- Handrechnungen mit dem CAS simulieren - Nachrechnen von vorgelegten CAS-
Rechnungen auf Bildschirmausdrucken durch Handarbeit - komplizierte und aufwendige
Rechnungen an das CAS geben.

Ansatze finden lassen — Modellbildung ((= = = siehe auch Kapitel 7)

In verstdrktem Umfang kann es nun auch in Klassenarbeiten / Klausuren um das Modellbil-
den aus einem Text heraus und das Bearbeiten der dann notwendigen Algorithmen mit einem
CAS gehen. AnschlieBend erfolgt eine verstindige Auswertung der vom CAS erzeugten Er-
gebnisse und ggf. eine Korrektur der Ansétze.
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10.3 Zur Zeiteinschatzung bei der Bearbeitung von CAS-

Aufgaben in Abitur- und anderen Klausuren
und in Klassenarbeiten

Hinweis: Die folgenden Uberlegungen gelten in tbertragenem Sinn auch fir den Un-
terricht mit CAS.

Vor einer Unterschitzung des Zeitaufwands von Rechnungen und Zeichnungen mit CAS
muss gewarnt werden - u.a. aus folgenden Griinden:

L.

Eingaben konnen Syntaxfehler aufweisen und miissen ggf. korrigiert werden.

Das ist gerade bei komplexeren Termen nicht selten notig. Rechnereinsatz

muss vom Benutzer

. . .. ) geplant werden! Das
Bei Semantikfehlern muss neu iiberlegt und neu eingegeben werden. kostet gerade bei

komplexeren Bear-
Ein- und Ausgaben miissen je nach Aufgabenstellung dokumentiert werden. | beitungen viel Zeit!

Dabei muss ggf. zwischen wichtigen und nebensdchlichen Zeilen
unterschieden werden.

5. Ausgaben sind moglicherweise unhandlich und miissen ggf. umgeschrieben werden.

10.

11.

Bei komplexen Termen / Zeichnungen vergeht Rechenzeit,
insbesondere ist das der Fall bei Kurvenscharen unter Benutzung eines Taschencomputers.

Bei Zeichnungen muss die passende Window-FEinstellung gefunden werden.

Bei Rechnungen und Zeichnungen kommt es hdufig auf die richtige modus-Einstellung und andere
Einstellungen (rad-degree, exact-approx, Nachkommastellen, line usw.) an.

Da es héufig mehrere Bearbeitungsmoglichkeiten mit CAS gibt, benétigt der S die Kompetenz,
sich fiir einen Weg zu entscheiden. Das erfordert gezielte und kompetente Auswahl der CAS-
Befehle.

Die Rechnerarbeit kann von den S sehr unterschiedlich geleistet werden.
Das reicht von ungeschickter Bearbeitung bis hin zu sehr eleganter Bearbeitung, z.B. durch pas-
sende Abkiirzungen von Funktionen oder Datenmengen und deren Mehrfachverwendung.

Experimentelles Arbeiten kostet besonders viel Zeit - hierauf treffen alle obigen Aspekte zu.

Alle genannten Aspekte sind typisch fiir die Arbeit mit CAS und miissen beim Zeitansatz fiir die
Teilaufgaben beriicksichtigt werden. Das bedeutet u.a., dass eine komplexere Rechenaufgabe oder
Zeichnung nicht einfach mit einem oder wenigen Knopfdriicken erledigt ist.

Fiir die Zuordnung von Bewertungseinheiten ist weiterhin (wie bisher) die fiir eine Teilauf-
gabe bendtigte Zeit entscheidend. In diese gehen indirekt die abgefragten Kompetenzen mit ein!

Zuletzt ein sehr hilfreicher Tipp fiir die Zeiteinschitzung: Man stelle alle bei der eigenen Lo-
sung verwendeten Computerbildschirme zusammen und markiere das, was der S *dokumentieren
soll. Beides vermeidet eine Unterschdtzung des benétigten Zeitaufwands!
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10.4 Hausarbeiten mit CAS — CAS-Arbeitsbogen

Der Taschencomputer ermoglicht andere Arten von Hausaufgaben als bisher. Hierbei kom-
men die Vorteile des bequemen Berechnens auch komplizierter Terme und die Moglichkeiten
des schnellen Zeichnens von Grafen besonders zum Tragen. Die Aufgabenstellungen konnen
damit u.a. interessanter werden und mehr experimentelles Arbeiten beriicksichtigen. Die Viel-
falt der Schiilerlosungen wird sich erhdhen, da es in der Regel mehrere Bearbeitungsmdoglich-
keiten allein durch die Art des Computereinsatzes gibt.

Normalfall im Unterricht ist hdufig die Hausaufgabe (HA), die sich bezieht auf das
e Uben vorher gelernten Stoffes.

Dem werden nun weitere wichtige Hausaufgabenarten gegeniibergestellt: Die

e vorbereitende HA,
produktive HA,
experimentelle HA,

kreative HA.

lern- und arbeitstechnische HA,

Es wird darauf hingewiesen, dass

e jede derartige Hausarbeit nachfolgenden Unterricht (ggf. sogar fiir lingere Zeit) initiiert,

e der Lehrer vor der Aufgabe steht, die zu erwartende Vielfalt von HA-Bearbeitungen im
Unterricht zu bewiéltigen (inhaltlich und zeitlich). Hierfiir muss er besondere Strategien

entwickeln, z. B.:

Benutzung des
Handbuches

jchiet

e W i

cAS

jen 0

Prisentieren von Losungen durch verschiedene Schiiler,
Einsammeln und Bewerten von Schiilerarbeiten,
Erstellen von Postern zum Aushang im Klassenraum,
Kontrolle durch Mitschiiler

rechen- oder zei-
chenintensive HA

Kombination von

(ggf. + Handbuch)

Schulbuch und Rechner s

experimentell arbeiten,
Vermutungen aufstellen

Neues aus dem
Handbuch erarbei-
ten

Benutzung anderer CAS-
Literatur,

e Kopien daraus

o fertige UE vorbereiten

Dokumentatio-
nen anfertigen

Vortrag mit Ta-
schencomputer
vorbereiten
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Beispiele hierzu:

(1) Arbeitsbogen — In Kapitel 1.3.1 finden sie einen Arbeitsbogen, der auch fiir Hausaufga-
ben verwendet werden kann. Unten werden noch weitere Beispiele gebracht.

(2) Handbuch — Im Rechner-Handbuch wird die Zeichnung eines Kreises auf dem TI-Bild-
schirm beschrieben. Vollziehe die Konstruktion nach, erldutere die Entstehung des Kreises
und die mathematischen Hintergriinde.

(3) Parabelwald — Im Unterricht haben wir die Zeichnung der Normalparabel y = x> bespro-
chen. Erzeuge auf dem Bildschirm einen ,,Parabelwald”.

(4) Termstruktur — Ist die Aussage wahr? Untersuche mit dem Taschencomputer!
a’*-b’ N 2(a—-b)? _a-b
a+b  4b—4a 2

Wie konnte der Taschencomputer auf das Ergebnis gekommen sein?
Hinweis: Hier wdre zu diskutieren, ob man so etwas noch ohne CAS bearbeiten sollte.

(5) Vortrag — Bereite eine Prisentation vor unter Benutzung des Taschencomputers:
Die Grafen von y = sin(x) und y=a*x+b schneiden sich in den Punkten ...

(6) Bild auswerten — Dieses Foto mit Briicken in K&ln ist ein schoner Beitrag zum Thema
,Parabeln. — a) Erldutere diese Aussage und suche andere Parabel-Aufnahmen. Sind es wirk-
lich Parabeln? b) Versuche eine mathematische Modellierung, indem du eine passende Para-
belgleichung benutzt.

il
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CAS-Arbeitsbléitter fiir den Unterricht oder als Hausarbeit

Arbeitsblatt: LGS mit CAS

Das Problem

Weniger rechnen
mehr verstehen!

Wie baut der Lehrer lineare Gleichungssystem mit so schon ,,glatten” Losungen?

rfi T Fer TrhT Far T FE ‘|’ F&™
d E Algebra|Calc|0ther|Pramll|Clean UF-T_]

g x+tbh-g+ternix,d,a,b) Dot
mterm(l,2,7,3) 17
Btermix,d, 7, 0 =term{l, 2,7, 3
T x+Su=17
mtepmix,d, 3, " =term(l,2,3, -2)
Iw-8-y=-13
Ein LGS mit Loes—Paar ¢1.23.
HAIN FAD ALT FUNC 4720
Die Mathematik und deine Erlduterungen

a*x +b*y=c

a*x + b*y 2 term(x,y,a,b)

Ein Baustein fir den Term der linken Seite wird mit seinen 4 Para-
metern X, y, a, b definiert.

Das LGS soll jetzt mal das Losungspaar
x=1 und y=2 haben — und fiir a und b
denken wir uns Werte.

term(1,2,7,5) =17

Das ist der Wert fur die rechte Seite des LGS! Warum?

term(x,y,7,5) = term(1,2,7,5)

Tx +5y=17

7x + 5y =17 eine Gleichung ist gewonnen!

term(x,y,3,—8) = term(1,2,3,-8)

3x — 8y =-13 eine zweite Gleichung!

Aufgabe 1: Erstellt je 5 LGS mit den Losungspaaren (3, 4), (-2,2), (8,12), (7,3).
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Arbeitsblatt : ,Rechteck-Kunst” am Wohnhaus

Abb. 1: Foto aus Cosenza in Calabrien / Italien

Aufgabe 1:
o Skizziere das Kunstwerk auf dem Balkon in vergroBerter Form. Féarbe die Fldchen.
e Berechne die Rechteckfldchen. Benutze einen passenden Baustein.

Aufgabe 2:
Entwirf selbst Balkonflachen aus Rechtecken / Dreiecken.
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10.5 Von der Vielfalt der Losungen profitieren

Im CAS-Unterricht kann man sehr von der Vielfalt der méglichen und auch von SchiilerInnen
angebotenen Losungen profitieren. Gerade auch bei Hausaufgaben ist die Lehrperson hiervon
oft iiberrascht und fiir die Schiilerinnen erweitern sich beim Vortragen der verschiedenen Be-
arbeitungen die fachlichen Kenntnisse und die Kompetenzen in der Rechnernutzung. Wir
verdeutlichen eine solche Bearbeitungsvielfalt am Beispiel des Heron-Verfahren zur angeni-
herten Wurzelberechnung (selbstverstindlich wird man alle hier genannten Wege kaum er-
warten konnen).

Heron-Verfahren - weg 1

17" Fzr Fzwr Fyr F& F&
|T.. {—TFI lasbral|CalcObher |F'r'~-;|m 1 IIITI: lear a-z. ]
—— .5 [.‘:-::El 2 + =3k 1] Eingabe der Heron-Formel
mLS | xE+ —a |7 ®1 e
Es soll die Wurzel aus 9 gezogen
® 3+ zahl e werden. Der Anfangswert sei 1.
]+ oxd 1
] 3wl .4 Wiederholtes Driicken der Enter-
=l 3 i 3.02353 Taste.
it M 3. QEEE3
10|
IHHIH RAD AUTO FUHC B0
Abb. 1:, Berechnung von Quadratwurzel(9)
Weg 2
1w _Few | _Fz TF4 JFEw]_FGT™ F? = = — =
- il LR EEU R L
|- —lzoonjedit] © [l [stule|ies |E {_|SE::.;F, it b [l Peeied B |
_ zahl
v’ ul—.5'[u1(r‘|— 1)+m] Hl.
uil=h CA—
uli42= 4. S.EH2ES
L3= 5. 3. 0001
CE E. 3.
= 7. .
HS= 1= 3.
u2{n>= n=1.
HMald Fal AUTO SEQ TRl FRD AOTD IED Hlm;l

Abb. 2: Rekursive Definition der Folge (mode, sequence).

Wie oben wurde vorher 92 zah/ im Home-Editor eingegeben. Nun braucht man nur noch jeweils die Zahl ein-
geben und TABLE aufrufen.

Programmentwurf
Eingabe von Radikand zahl!
Startwert x0 Weiteres:
Werteanzahl anzahl e  Experimente mit unterschiedlichen
Startwerten fiir x0
i:=0 e  Graphische Darstellung der Folgen
) e Wie kommt es zur Formel?
solange i < anzahl

berechne x/:= 0.5%(x0 + zahl / x0)

Weg 3
Au%abe x1 Abb. 3: Der Algorithmus in Struktogrammform
).60 ' 7_:61] ist unmittelbar in ein Programm tiibersetzbar,
[=1

siche Abb.4 und 5
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1 5 FEv [ Fa™ FE FET
vﬂ Control |I-<0{ar|Find. .. [Mode ]

theronflzahl, x8, anzah1?
fPram_

fLocal i,xl

T

via ngrévbr*a Cragfc, D{P‘;EPTPPFQSNIDTCIEEFF‘E a—z...]

Hhile i<anzahl
B 1424 0x04+zakhl =00 +x1

D%*_E;PEIXI B heron( 17, 3, 42 Done
s = Clrln Done|
: Endilhile ® letaonldd , 3, 42 Dotk
:EndFram heron¢l44,_3.4>

MAIN RAD AFPREOY TG 0
AN Rl AFFROR B
e Abb.5

=:.‘5‘°\‘.E,.;::-E"|PPF'EISNI|:| i 5.:5-&:55*:E Al ]

Ein Programm zum Heron-Verfahren, realisiert mit

dem TI-92

e  Programmaufruf mit den Parameterwerten
zahl = 17, x0 = 3 und anzahl = 4

e Loschen des I0-Bildschirms (F5)

e FEin weiterer Programmaufiruf

HMAIN EAD AFFRON SEQ 330

Abb.6: 4 Naherungswerte fiir Quadratwurzel(144)

Weg 4: Realisierung als Funktion (func)

I‘Fi ]’ Fer Trszruv]’ FE T FET 1 Fv Fzw T_ Fuw FE F&
- E Contral|I-0War|Find. .. P‘h:u:leT 1 - E AlgebralCalc|0ther|PramI0|Clear a—z...]
theronZin, aeshauilak?
tFunc

tLocal a,b

Hiak 2]

=1-}|-;p )

tHhile absda-b?rgenauigk

: Cath) 233 " heron2(17, 1. e-4) 4.12311
HN gl

e S " 4. 1231067169628 4.12311
P " heron2C 17, 1. E-6) 4.12311
:EndFunc 4. 1231056256178 4.12311

MAIM KERD AFFROZ SEQ FAlH

FAD AFFEON
Abb. 7: V17 als Funktion

SEQ 420

Heron-Verfahren - weitere Losungswege

I’Fi T Few T Fiv T T T FE T TE I’Fi T Few ]' d ]' T ]' FE T F&
- E Alaebra|Calc|Other |PramI0|Clear a—z...1 - E Alaebra|Calc(Other|PramI0|Clear a—z...1
a+h .
Ri7sn f ndat 14k 1. ||"T=z *efEth SDElEEG
ath h a+h . h
= *a ;-}b 1.88289 = tal E_}b 4.12011
at+h h a+h . h
IT-}a ;-}b 312245 " *a-;-}b 4,1231
-%b-}a < +b 3. 96577 lazb-ia:%-}b 4.12311
.+]J}.-f"2 +a:=n~a+h .+h}f2 +a:nsarh
HATH EAD AFFREOY TEG W70 HATN FAD AFFROY TEG7ie0
Abb. 8: V17 mit Heron (im Home-Editor)
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B f1={n=1:f3:0.5*(f1(n-1)+f2(n-1))} Rechteckseite 1, Start mit dem Wert 9

e f2=(n=1:1:3/(0.5%(F1(n-1)+2(n-1)))} Rechteckseite 2, Start mit dem Wert 1
: : 5 f3=9 Radikand
f4=f1(n),0,f1(n),f2(n),0,f2(n),0,0 Rechtecke zeichnen

" Abb.8: V121, im Home-Editor

5 wurde 121->zahl eingegeben Abb. 9
. Graphische Demon-
g stration des Heron-
B . .. - Verfahren fiir
L : 9. Darstellung mit
o e g : R : : : : : : Hilfe rekursiv definier-
1 ‘ ter Folgen. Benutzung
. g _ _ _ — von ANIMATO.
1 p 1 2z Bkl @ B & F B8 B A0 11 12 313 14 1

Lineare Gleichungssysteme mit ,,glatten” Losungen? — Teil 2

Losung 1 Losung 2
1 Fer Fir Fyr [ Fa* 1 Fir Fv | FHv FE Fa*
hd E Algebra|Calc|0ther|Pranll|Clean Up vﬂ AlgebralCale|Other PrEmID Eheuan UF:; ]
T
mix=1x) a+{u=1u) b+ gleifa, b, I, 1u)
Doty
:i'“;";";eg"‘(x’”’a’h) D"T§ "aleitd,5,2,3) 4x+54=23
ern(l, 2,7, 5 * gleirdd, 50, 2, 3) 4 + 50y = 23
mterm(x,y, 7,90 = ternll, 2,7,5) 2% 794
7ox+5u=17 " gleifd.4, 50,2, 3) = moy=L2
B tarmix,d, 3, '8)=tEPN(1,2,33, 'B:é 3 Entsprechend wgleitrand(6), rand(3, 2,3 Sox+y=z13
s lassen sich
Ein LGS mit Loes-Paar {1.2). A RN RAD ERRCT FINE 18750
MAIH FAD_AUTD FUNC 4720 auch lelcht
Linke und rechte Seite als Terme LGS mit 2 Operationen auf den Gleichungen x=Ix und y=ly
s.a. Parameterheft, Kapitel 4 Variablen,
aber auch 3
Losung 3 oder 4 oder ... Losung 4
|1 gebralcaic ot her PrantocLean U mehr Glei-
'EJCIU g?lu{\.e; ,al acl.lu\\.lfr:. ,I"“:E)I'ﬂ ueanl 5P pr) Chungen
Ny-a=p-(x-b)l*aerala, b, m) Done erzeugen.
"geral(3, 4, 2) y-3=2(x-4)
"geral3, 4, -9 y-3=-5(x-4) x+2-y=15
" gera(3, 4, -5) and gera(3, 4, 2) "lastls 2,3, 4,5, 9) [3.x+4.g=35]
w=d and y=3 W+ 2y= -9
"gera(3, 4, -3 or geraid, 4,3 "les(1.2,3,4,1, -3 [3.“4”:_1?]
y=2'%x-30r y=23-3y
HAIN KAD EXACT FUMWC 9/48
I:‘I.NIN FRD EXACT FUHE E4/30
Uber Ein Punkt-Steigungsform / die geom.Deutung Linke Seite des LGS = Rechte Seite des LGS
entspricht der Fragestellung: Zeichne moglichst ... - lgs(a,b,c,d,Ix,ly)

viele Geraden durch den Punkt P(a, b).

Wie geht man mit der Vielfalt um?

In der Regel wird angesichts der oben schon genannten Kompetenzerweiterungen alle angebotenen Losungen
vortragen lassen. Gelegentlich kann sich die Lehrperson auch nicht besprochene Anséitze schriftlich geben las-
sen, damit auch hier die betreffende Schiilerin eine Riickmeldung erhilt. Man kann einzelne Losungen auch auf
Folgestunden verlagern. Auch die Zusammenstellung der Losungen zu einem kleinen Aufsatz kann sinnvoll
sein.

Beim Einsatz vom CAS wird man immer wieder auf verschiedene Losungsansitze stoflen.

Jedenfalls sollte den SchiilerInnen deutlich gemacht werden, dass diese Vielfalt erwiinscht ist!
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11. Dokumentation von CAS-Aufgabenlosungen

Die Art der Dokumentation von Aufgaben, die mit CAS bearbeitet werden — oder auch die
Dokumentation von CAS-Unterrichtsarbeit — gehdrt unter den LehrerInnen zu den viel disku-
tierten Themen. Wir ndhern uns dem Thema zunéchst mit einem Dokumentationsbespiel fiir
eine CAS-Klausuraufgabe.

11.1 Dokumentation einer CAS-Klausuraufgabe

Die Aufgabe wurde im Rahmen einer zweistiindigen Klausur in einer 11.Klasse zum Thema
,Analytische Geometrie - Kugel und Gerade* gestellt.

a) Zeigen sie, dass die Gerade g Tangente an die Kugel K ist.

x) (-1 -2
K:x+y'+zZ=14g | y |=[ 3 |+ 1
z 3 0

b) Verdeutlichen sie den Sachverhalt durch eine 3D-Zeichnung, die die Ergebnisse ihrer Rechnungen
mit einbezieht.

Hinweise:

Benutzen sie das Computeralgebrasystem des TI-92.

Definieren sie dabei geeignete Funktionen mit Parametern.

Ansatz, Zwischenergebnisse und Endergebnis sind ausfiihrlich zu erlédutern.

Die Eingaben und Ausgaben des CAS sind iibersichtlich zusammenzustellen und zu kommentie-
ren.

Falls ein geeignetes System zur Verfiigung steht, kann man auch Teil b) am Computer bearbeiten.

Eine mogliche (gute) Schiilerbearbeitung fiir Teil a

Eine Gerade kann eine Kugel zweimal schneiden - also Sekante sein -, beriihren (Tangente) oder an der
Kugel vorbeilaufen (Passante). In jedem Fall kann man den Ansatz einer Schnittpunktberechnung
durchfiihren. Dann muss sich einer der drei Félle einstellen.

Eventuelle Schnittpunkte berechnet man durch Einsetzen von x, y und z der Geradengleichung in die
Kugelgleichung. Hierbei entsteht eine quadratische Gleichung in t, deren Losung dann einen der drei
genannten Félle anzeigen muss.

Ich definiere hierzu zwei Funktionen Kugel(x,y,z) und Gerade(t).
TI-92: x"2+y"2+z"2=14 > kugel(x,y,z)
[-1-2t, 3+t, 3] > gerade(t)

Mit Hilfe der Parameter kann ich nun diverse Aufgaben beziiglich der angegebenen Kugel und Geraden
untersuchen. Die Schnittpunktberechnung erfolgt durch Entnahme der Parameterwerte x, y, z aus der
Geradengleichung, die man in drei Einzelgleichungen x = -1-2t, y = 3+t und z = 3+0t aufspalten kann.
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Eingabe Ergebnis, Kommentar

kugel(-1-2t, 3+t, 3) 5t"2+10t+19=14, quadratische Gleichung
solve(5t"2+10t+19=14,t) t=-1, nur ein Wert!

gerade(-1) [1 2 3], Beriihrungspunkt B

kugel(1,2,3) true, Bestdtigung, dass B auf der Kugel

Der Rechner ermittelt als Losung der quadratischen Gleichung lediglich den Wert t = -1. Das
heif3t, es gibt nur einen Parameterwert t, fiir den Gerade und Kugel einen gemeinsamen Punkt
haben. Den Beriihrungspunkt B habe ich durch Einsetzen von t in die Geradengleichung er-
mittelt. Danach erfolgte die Bestitigung, dass B auf der Kugel liegt. Die gegebene Gerade ist
also Tangente an die Kugel. Sie beriihrt diese im Punkt B(1,2,3).

Ende der Aufgabenbearbeitung

Die Dokumentation dieser Aufgabe verwendet maBgeblich auch Eingaben am Rechner und
dessen Ausgaben. Eventuelle Fehleingaben bzw. —Ausgaben wurden ignoriert.

11.2 Dokumentieren mit Hilfe von Rechnerbefehlen oder nicht?

In den Berliner Zentralabituraufgaben 2007 befand sich bei jeder CAS-Aufgabe der Hinweis
fiir die SchiilerInnen:

., Erlduternder Text wird wie iiblich erwartet. Notieren Sie ihre Ansdtze, Losungswege und Er-
gebnisse in der mathematisch tiblichen Form und nicht in der CAS-Eingabeform.*

Der erste Satz ist wohl in erster Linie eine Rechtfertigung fiir den Lehrer, wenn er den Text so
erwartet, wie es bei ihm iiblich war. Ob das dann immer verniinftig ist, sei dahingestellt.

Uns interessiert hier besonders der zweite Satz. — Da ist zundchst unklar, was die mathematisch
iibliche Form ist. Bereits ein Blick in zwei Schulbiicher wiirde erhebliche Unterschiede zeigen.
Da sollte das ,,die* ersetzt werden durch ,,eine®, also ,,notieren Sie ihre Ansitze, Losungswege
und Ergebnisse in einer mathematisch iiblichen Form.*

Warum nun nicht die CAS-Eingabeform benutzen? - Ubrigens wiire hier auch die Ausga-
beform zu beachten.

Bekanntlich sind die Eingabeformen bei verschiedenen CAS-Programmen hiufig unterschied-
lich. Gelegentlich werden sie auch in eine mathematisch tibliche Form umgewandelt —

das ist dann tibrigens ein Vorteil fiir die SchiilerInnen mit einem solchen System, aber die
Systeme haben ja ohnehin voneinander abweichende Eigenschaften. Was ist nun beispiels-
weise mit einer CAS-Eingabe wie in Beispiel 1 oder Beispiel 2?

1 Fer Trsv‘l’ Fur FE F&
T T Taw - E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElear‘ a—z...]
v(— Papbraf sic iR Pr‘ngD e ﬁ
®pghd(Z) -1 o
wdine sbhstandia,b,c,d)= (a-cl“+(b- d &
Dc-ne B Y [(rand(2) - 1] 3
® ahstand(5,3,5,7) 4 i=1
u ><2 + i) Dohe

&
L diZy-11,3.1,10
. solue[%(abstandﬁ, T, =0, x] EEq[ iglﬂr‘an (23-1). 4 ]
¥ =1,94551 31 3 4 F 1 3 I 5 4

HYECrand(2>—1,1i,.1,6>.5,.1.10>

MHIH FAD AUTO FINC 11717 MAIN RRD AUTO “FUE 3#30

Beispiel 1 Beispiel 2
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In Beispiel 1 wird zunéchst ein Baustein abstand(a,b,c,d) definiert. Die Syntax ist dabei viel
einleuchtender bzw. sprechender als etwa f(a,b,c,d). In der mathematisch iiblichen Schreib-

weise wiirde man hier in einem Unterricht ohne CAS wohl kaum die vier Parameter notieren.
Auch die Testzeile abstand(5,3,5,7) fiir den Bausteinaufruf ist klarer als (5,3,5,7).

Dann hat der Schiiler mit der solve-Zeile (Solve(d/dx(abstand(5,3,x,,sin(x)))=0,x) eine sehr
kompakte Losung mit eine Schachtelung von drei Bausteinen aufgeschrieben, die in dieser
kurzen Form ,mathematisch iiblich“ kaum formuliert werden kann. Ahnlich ist es bei Beispiel
2. Auch hier wird in der hier vorgelegten Schreibweise der Losungsansatz in kompakter
Schreibweise vorgelegt.

Der mathematische Wortschatz erweitert sich durch CAS!

Computeralgebrasysteme erzeugen also neue spezifische Sprachschopfungen, die man ohne
CAS nicht verwenden wiirde. Wenn man also CAS einsetzt, muss man auch damit leben, dass
sich der mathematische Sprachvorrat erweitert, was aufgrund des nun gréeren Angebots oft
erhebliche Vorteile bringt. Das wird gerade an den oben erwédhnten Beispielen deutlich. Auf
diesen erweiterten mathematischen Sprachvorrats wird man auch sofort treffen, wenn man
Auflistungen zu den Angeboten von CAS zu den mathematischen Schulstandardgebieten Al-
gebra, Geometrie, Analysis, Lineare Algebra, Analytische Geometrie, Stochastik erstellt.

All diese Aspekte zeigen, dass das Notieren von Rechnereingaben und —Ausgaben

sehr wohl sinnvoll sein kann und nicht vollig ausgeschlossen werden kann. Es empfiehlt sich
also in solchen Féllen wie in Beispiel 1 oder 2, den kompakten CAS-Befehl zu notieren und
dann mit mathematischen Begriffen zu beschreiben.

Eine besonders empfehlenswerte Methode ist Dokumentieren mit Hilfe von Bildschirmab-
drucken. Hierzu unten mehr.

11.3 Empfehlungen zur Dokumentation von CAS-Arbeit

Grundlegender Ansatz

e FEin CAS-Aufgabenloser wird seine Losung hédufig auf die Moglichkeiten seines CAS aus-
richten. Daher ist es nahe liegend, auch bei der Dokumentation CAS-Spezifisches einzubezie-
hen.

e Die charakteristischen Gedankengédnge einer CAS-Losung diirfen nicht verloren gehen.
Deshalb sollten sie verkniipft werden mit den mathematischen Losungsideen / Schreibweisen.

e Es gibt CAS- und andere Mathematik-Systeme, die einen ,,Notizblock* haben, in den man
direkt Rechnereingaben und -ausgaben libertragen kann. Auch ist es leicht moglich, solche
Rechnerdaten oder —Dateien in eine Textsoftware zu iibernehmen Dieses Verfahren wird sich
moglicherweise durchsetzen. Die SchiilerInnen werden dann ihre Arbeiten nicht mehr in Pa-
pierform, sondern als Computerdatei abliefern, was vor dem Zentralabitur auch schon von etli-
chen Schulen benutzt wurde.
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Konkrete Empfehlungen
e Lassen Sie situationsangepasst dokumentieren! Unterscheiden Sie also zwischen

e CAS-Anfingern — da geht es auch um das Lernen und Sichern von gerdtespezifischen
CAS-Kenntnissen, so dass das Aufschreiben von CAS-Eingaben und —Ausgaben und die
Erlduterung der mathematischen Ansétze und Interpretationen wichtig sind. Hier kénnen
Sie z.B. ein 3-Spalten Dokumentation verwenden. Diese ist dann sehr iibersichtlich und fiir
den Lehrer leichter zu liberblicken und zu korrigieren.

CAS-Eingaben | CAS-Ausgaben| Erlduterungen zu den Ansdtzen und zur dahinterstehenden
Mathematik

e CAS-Fortgeschrittene konnen dann elementare CAS-Eingaben und Ausgaben zu-
nehmend weglassen, so dass sich die Eintragungen mehr auf Spalte 3 konzentrieren. Wenn sie
dazu iibergehen, nur noch Textform zu verlangen, dann sollten die darin vorkommenden CAS-
Befehle deutlich hervorgehoben sein (z.B. in ein Kédstchen setzen). Das erleichtert ihnen die
Durchsicht des Textes. Genauso kann das Dokumentieren von CAS-Ausgaben sinnvoll sein,
insbesondere wenn sie von Erwartungen abweichen, die man fiir eine Handrechnung hitte,

e CAS-Arbeit in Klausuren (in der Ndhe des Abiturs oder beim Abitur), kann sich dann
noch mehr auf die mathematischen Hintergriinde konzentrieren und in Textform arbeiten.
Auch dabei sollten die darin vorkommenden (nur noch die wichtigen) CAS-Befehle deutlich
hervorgehoben sein (z.B. in ein Késtchen setzen).

e CAS-Befehle (CAS-Eingaben) und CAS-Ausgaben sollten insbesondere dann doku-
mentiert werden, wenn sie komplexer sind, also z.B. mehrere Bausteine miteinander ver-
kniipfen (siehe Beispiele oben).

e Werden bei einer Losung spezielle neue Sprachschopfungen durch CAS verwendet,
ist es unerlisslich, diese auch zu dokumentieren.

Dokumentieren mit Hilfe von Bildschirmabdrucken

In der Regel haben die CAS Optionen, die die Speicherung und das Abdrucken von Bild-
schirminhalten erlauben, etwa durch Link-Programme oder durch einfaches Speichern in der
Zwischenablage. Damit ergibt sich die Mdglichkeit, solche Rechner-Bilder in die Dokumenta-
tion mit einzubringen, z.B. auch durch Einbinden in ein Textverarbeitungsprogramm. Damit
bietet es sich natiirlich an, die Dokumentation mit Bezug auf die gezeigten Bildinhalte zu
schreiben. Dabei diirfen die mathematischen Hintergriinde nicht vergessen werden.

Jedenfalls ist dieses Verfahren m.E. sehr empfehlenswert! Moglicherweise gehen die Tenden-
zen auch bei zentralen Priifungen dahin, die Priifungsarbeit mit einem Textverarbeitungspro-
gramm schreiben zu lassen. Jedenfalls wird dieses Verfahren von etlichen Lehrpersonen in
ithren Lerngruppen schon linger praktiziert.

Einzelfragen

1. Ubernehmen von Zeichnungen vom CAS-Bild auf Papier

Auf kariertem Papier, mit Bleistift zeichnen, charakteristische Punkte moglichst genau eintra-
gen (z.B.: Schnitte mit den Achsen, Extremwerte, ...), sonstige Auffilligkeiten beachten!
Wichtige Zahlenwerte eintragen, in der Regel mal3stabsgetreu zeichnen.

2. Komplexe Terme, lingere Rechnungen

Bei komplexen Termen und lingeren Rechnungen mit Zwischenergebnissen arbeiten, diese
geeignet bezeichnen!
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12. Zentralabitur mit CAS

In fast allen Bundesldander gibt es jetzt das Mathematik-Zentralabitur und in der Regel auch
einen eigenen Aufgabenvorschlag fiir die Bearbeitung mit CAS. Die Art der Aufgabenstel-
lung wird dabei recht argwohnisch beobachtet. Als besonders diskussionswiirdig wird auch
die Unterrichtsarbeit vor dem Zentralabitur betrachtet, denn vielerorts wird eifrig fiir die Prii-
fung gelibt - oftmals in Form einer iibertriebenen Ausrichtung auf die zentrale Priifung, indem
nur noch Aufgabenkaskaden gerechnet werden und die eigentlichen Zielsetzungen des Ma-
thematikunterrichts zu kurz kommen. Insbesondere kommt es dadurch weder zu den heute fiir
den Unterricht gewiinschten offenen Problemstellungen noch zu neuen methodischen (offe-
nen) Ansétzen.

Zu dieser Problematik werden hier einige Ausziige aus einem Vortrag im didaktischen Kollo-
quium der Universitdt Oldenburg angeboten. Fiir einige dort vorgetragenen Aspekte verweise
ich auf Teilkapitel in diesem Buch.

12.1 Vortrag

Im Bannkreis des Mathematik-Zentralabiturs
Vorbereitungen fir Lehrerinnen und Schilerinnen
auf das Zentralabitur mit CAS und ohne CAS

Dr. Eberhard Lehmann
mirza@snafu.de, www.snafu.de/~mirza

Vortrag in Oldenburg, Donnerstag, d. 10.Mai 2007

Abstract
Sind auch Sie im Bannkreis des Mathematik-Zentralabiturs?
Immer wieder gehort: ,,Mit Blick auf das Zentralabitur kann ich den von mir favorisierten
Mathematik-Unterricht nicht mehr durchfiihren!** - Muss das so sein?
Der Vortrag wird Wege zur Vorbereitung auf das Zentralabitur aufzeigen:
e Langfristige CAS-Unterrichtskonzepte
e Okonomisch arbeiten - Zeit gewinnen fiir interessante und motivierende Aufgabenstel-
lungen und mit diesen grundlegende Kompetenzen erwerben und {iben

e Aufgabenanalyse - Schiiler und Lehrer erwerben Kompetenzen zur Auswahl von
CAS-Aufgaben

I. Unterrichtskultur — Aufgabenkultur — langfristige Konzepte - zentrale Priifungen

Die zentralen Abiturpriifungen zwingen die Lehrperson in fast allen Bundesldndern zu einer
anderen Unterrichts- und Aufgabenkultur als sonst flir den Unterricht gefordert — Lernen fiir
die Priifung. Leider entsprechen diese Notwendigkeiten nicht denen, die man in den letzten
Jahren immer wieder flir den Unterricht angemahnt hat. Jedenfalls wird es durch die zentralen
Priifungen eher schwieriger, offene Formen im Unterricht zu praktizieren bzw. offene Aufga-
benstellungen in den Vordergrund zu stellen, wenn dann solche in den zentralen Priifungen
nicht vorkommen. Obwohl das zumindest fiir Teilaufgaben durchaus moglich erscheint, ist
man davon noch weit entfernt. Diese Feststellungen gelten nicht nur fiir das Zentralabitur,
sondern flir alle anderen zentralen schriftlichen Priifungen in anderen Klassenstufen. Un-
gliicklicherweise bleibt den Lehrpersonen nichts Anderes iibrig, als sich auf diese Situation
einzustellen. In dem Vortrag wird versucht ,,daraus das Beste zu machen®.
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Entscheidend fiir einen nachhaltigen Mathematikunterricht im Hinblick auf die Prii-
fung und die Zeit nach dem Abitur ist die durchgehende Beriicksichtigung langfristiger
Konzepte. Einige davon sind in Folie 1 genannt. Dort werden etliche schon immer wichtige
Aspekte aufgezdhlt, es sind jedoch auch weitere dabei, die bisher ldngst nicht {iberall bedacht
wurden.

Ein reines Bearbeiten und Uben von in Frage kommenden Aufgaben fiihrt nicht
zwangsliufig zu den genannten Kompetenzen; vielmehr miissen diese bewusst angestrebt
werden, sie sind also in den Unterricht deutlich zu integrieren. Folie 2 gibt einige Hinweise,
wie man sich aus dem ,,Ubungsaufgaben-Bannkreis des Abiturs* befreien kann.

Langfristige : :
Unterricht reflektie- Kompetenzen anlegen Eigenverantwortlich
. lernen und entschei-
ren konnen ..
- den konnen

Mit Uberraschun-

en fertig werden .
9 kéngnen Im Bannkreis des Aufgaben analy-
Mathematik- sieren kdnnen
Zentralabiturs
Unterricht
Zeitmanagement und noch mehr!
beim Problemlo-
sen erlernen Spezielle Kompe-
tenzen erwerben, die
gerade fur das ZA
nutzlich sind
Zielgerichtet arbeiten kdnnen. /
v
l Aufgaben auswahlen
Uber die Okonomie des Rechnereinsatzes bei konnen

dem aktuellen Problem entscheiden konnen

Folie 1: Einige Kompetenz-Anforderungen an eine Unterrichtsfiihrung mit Berticksichtigung langfristiger Kon-
zepte, insbesondere im Hinblick auf zentrale Priifungen, aber auch fiir die Zeit davor und danach
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- — Zeit sparen fir tiber
A Gleichzeitige Be- Basics hinausgehende Interessante Modellie-
handlung verschie- (motivierende) Aufgabe- rungen durchfihren
dener Funktionen, stellungen
z.B. Abstandsbaustein

}

\

Aus dem Bannkreis
des Mathematik-
Zentralabiturs be-

B Gleichartige
Ablaufe zusam-
menfassen z.B. ]

C Mathematik an
Bildern

bei Differen- freien!
zenquotient, Ablei-
tungen Den Unterricht

anreichern!

Zeit gewinnen fur
Vergleiche durch- »Randgebiete* —
fuhren auch diese kdnnen
Basics Uben!
D Hausarbeiten: Malig, aber regelma- i
Rig!
Den Computer nutzen! S entwerfen selbst Auf-
gaben, z.B.durch Aufga-
benvariationen

Folie 2: Aus dem Bannkreis des Abiturs befreien!

Die grundlegende Botschaft lautet:

Aus dem Bannkreis des Abiturs befreien durch Anreicherung des Unterrichts!
Und

Zeit gewinnen flr Vielfach wird iibersehen, dass man auch mit neuarti-

»Randgebiete® — gen Problemstellungen, die (leider!) im Curriculum
auch diese koénnen nicht oder kaum zu finden sind, Priifungsrelevantes
Basics uben! iiben kann —nun aber auf interessante und motivieren-

de Weise, abweichend von den géngigen Wegen.

I1. Unterrichtskultur — Aufgabenkultur - neuartige Wege

Die heutigen Visualisierungs- und Rechenmaoglichkeiten lassen es zu, andere Wege als
bisher zu gehen!

So ist es z. B. moglich,

a) verschiedene Funktionen weitgehend gleichzeitig zu behandeln und

b) gleichartige Abldufe zusammenzufassen.

- > - siehe hierzu in Buch-Kapitel 9.2
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Beispiel 1

In Kapitel 9.2 wird gezeigt, dass man den zentralen Begriff des Differenzenquotienten

f(x+u)-f(x)
u

immer genauso. Damit zeigt man quasi gleichzeitig:

gleich fiir mehrere Funktionsarten veranschaulichen kann — denn der Weg ist

Visualisieren geht immer genauso, aber es gibt dabei manche Uberraschung fiir u=0,
der Begriff ist fiir alle Funktionen / Relationen fundamental,

die Black-Box des CAS hilft fast immer bei der Grenzwertbestimmung,

das ErschlieBen der Black-Box zu einer White-Box hat immer den gleichen Ansatz,
die detaillierte Rechnung verlauft aber sehr unterschiedlich und ist hdufig von
,»Iricks® abhingig.

Insgesamt ergibt sich durch diese konzentrierte Behandlung verschiedener Funktions-
klassen ein vertieftes Verstindnis der Begriffe ,,Differenzenquotient* und ,,Ableitung*.

Beispiel 2

Das zweite Beispiel zeigt, wie man eine Problemstellung gleichzeitig fiir verschiedene Funk-
tionsarten betrachten und l6sen kann. — Es geht um eine géngige Aufgabe, die nun aber eine
neue Relevanz erhilt.

Man bestimme den kiirzesten Abstand des Punkte P(3,4) von den einzelnen Graphen.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, RSO . 75 57 S -1 SR A
Modulare Kompetenzen i abstand(a,b,c,d)=(a-c]2+(b—d]2

: Dot
. " sbstand(s,3,5.7» B ¢

R e Dione
: : : : : : : : : : i - solue[%(abstandts, T, FOONI =0, % _
— T — — - e o) o OO . U NORY SO OO N .
: H : HMAIN _ RRP RUTD _ FUNEC 11/_12 _ :
R o ..E.........E.........E.........‘........E.........E.........E.........E

~ Projekt: Abstand Punkt-Kurve /% |

 f:53 i S Ay E
S W S W 0 T -
R N A N L

f4: sin(x) - - Solve(d/dx(abstand(5,3,x,,1/x))=0,x)
L G N o
x2S

f8: 2cos(x)-4,2sin(x)+2 / n £

Folie 3: Abstandsberechnung ,,Punkt — Graph*. Immer genauso? Vergleiche!
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Die Behandlung dieser ungewohnten Aufgabenstellung ist auerordentlich fruchtbar und kann
mit unterschiedlichen methodischen Ansitzen erfolgen — von der Analyse des fertigen Bildes
bis hin zu eigentdtigen Entwiirfen und Realisierungen in Projektarbeitsgruppen.

I1I. Aufgabentypen — Aufgabenanalyse - Aufgabenentwurf

Fiir die Konstruktion von CAS-Abituraufgaben werden verschiedene Wege praktiziert, wobei
der Weg B wohl am gebréduchlichsten ist. Zu C kommt es noch selten. Hier kann beispiels-
weise mit komplexeren Funktionstermen gearbeitet werden — das CAS dient dann zum Rech-
nen und zum schnellen Erstellen von Zeichnungen.. Folie 4 zeigt deutlich, welche Bereiche-
rung der CAS-Einsatz im Unterricht auch flir den Entwurf von Aufgaben bedeutet

Mogliche Aufgabentypen fiir das CAS-Abitur

A Traditionelle B ,Hand“-Aufgaben und Neuartige Auf n. di
»,Hand“-Aufgaben CAS-Aufgaben haben cci:ie Sg:ong‘:rez Sle/laijtz;iéhieei- DN
jetzt mit CAS- einen gemeinsamen Kern ten des CAS-Einsatzes voll Neu-
Rechnereinsatz — aus dem Kern werden ausnutzen. artige
spezielle CAS-Aufgaben So sollte es kommen! »Hand"-
Unerwiinscht! (und ,Hand“-Aufgaben Aufgaben
abgeleitet)
Ubergangslésung
Schneller zeichnen, schneller rechnen, experi- Vieles
mentieren, vermuten, begriinden, Rechnerar- davon ist
beit dokumentieren, Vorgeben von Material bei Hand-
(Abbildungen, Rechnungen, Texte usw.), rechnung
Anwendungen und Modellieren nurin
Zu vermittelnde | * Innermathematisch, * realitatsbezogen beschei-
Kompetenzen | Auch andere mathematische Gebiete denem
Umfang
moglich.

Folie 4: Aufgabentypen fiir das Abitur (und auch Klausuren im Unterricht)

IV. Aufgabenanalyse und Aufgabenkonstruktion

Auch Schiiler sollten in der Lage sein, den Aufbau einer komplexen Aufgabe zu analysieren
(Analyse-Kompetenz). Hierzu konnen Schritte durchgefiihrt werden, wie sie in Folie 6 ange-
boten werden. Langfristig wird so die Kompetenz zu einer schnellen Entscheidung geschult,
ob eine vorliegende Aufgabe — etwa beim Zentralabitur — ausgewihlt werden sollte. Folie 7
zeigt eine mogliche Checkliste und Folie 8 geht noch weiter ins Detail. Derartige Teilaufga-
ben wie sie Folie 8 zeigt, lassen sich hidufig bei CAS-Aufgaben finden und umgekehrt fillt es
mit diesem Hintergrundwissen leicht, Aufgaben zu konstruieren — auch fiir den Schiiler eine
niitzliche Ubung.
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Reflexion von CAS-Aufgaben
Aufgabenanalyse komplexer CAS-Aufgaben
" Wo bringt
Welche Fachinhalte sind vorhanden? der Rech-
Hintergrund- ner einen
wissen fur v (Zeit-)
Schiiler! Aufgabe I6sen, erforderlichen Text bedenken Gewinn?
A/" \
Welche CAS-Aufgabentypen | | Wefche CAS-Befehle und Welche Hand-
kommen in den Teilaufga- CAS-Fertigkeiten sind f(a._r’glgkelten sind
ben vor? notig? notig? Rechner-
kon-trolle mog-
lich?
Welche Aufgabenteile
erfordern Ubergreifende v v
K t ?
M%rg;ﬁeigﬁ?gokumentati_ | Schwierigkeitsgrad und Zeitbedarf ein- e
on, Beweistechniken, ... g schatzen.

Folie 5: Aufgabentexte und —inhalte analysieren kénnen

- = - Ein Beispiel einer Aufgabenanalyse nach CAS-Gehalt finden sie im Buch-Kapitel
9.4.2.2 (Diirerquadrate).

Von besonderer Wichtigkeit ist die Kompetenz, iiber die Okonomie des Rechnereinsatzes bei
dem aktuellen Problem entscheiden zu kdnnen. Hierbei muss der CAS-Schiiler

e einerseits wissen, wie weit er in der Lage ist, Algorithmen auch von Hand durchfiihren
zu konnen,

e andererseits, ob sich die Verwendung vorhandener Module bzw. die eigene Definition
solcher Module lohnt.
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Eine Checkliste zur Aufgabeneinschatzung

Wie kann man (Schiiler / Lehrer) schnell Abituraufgaben analysieren?
Auswahlkompetenz: Auswahl von Aufgaben fir die schriftliche Prifung

1. Blick: Aufgabe lberfliegen — wenn sie in Frage kommt genauer analysieren
o gepriift Einschétzung
Aufg.1 Aufg.2 Aufg.3

2. Blick:
Mathematische Begriffe markieren ¢
Terme, Formeln markieren
Textlange einschatzen (Lesezeit)
Verstandlichkeit des Textes prifen
Verstandlichkeit weiteren Materials priifen
Kontrollergebnisse vorhanden?
Zeitaufwendige Rechnungen erkennbar?
Zeitaufwendige Zeichnungen erforderlich?
3. Einschétzung (++ +0 - -)

Folie 6: Checkliste

Das findet man in CAS-Aufgaben — und so kann man CAS-Aufgaben konstruieren

So baut man Konstruktion und Reflexion von CAS-Aufgaben
CAS- Vor b
gegebene Vorgelegte
AUfgaben Zglchnungen Bild- Vorgegebene
mit E AS h schirm- Rechnungen
Zeichnen n(z;c machen ausdrucke mit CAS Rgchnen
mit CAS oder umge- erldutern nachmachen mit CAS
kehrt lassen oder umge-
kehrt
Lassen Sie die Schiiler

auch selbst CAS-

Aufgaben entwerfen! Analyse und Kon- ATEEL TR T
. Bausteindreieck (Bau-
Rechnungen visualisieren struktion Yon Aufga- stein definieren, analy-
oder Visualisierung durch ben mit CAS- sieren, anwenden)
Terme rechnerisch erfassen Verwendung stellen
- CAS-Ansitze und Mit dem CAS \ Mit dem CAS experi-
Modellieren CAS-Lésuneen / . mentell arbeiten,
mit CAS- Lo e Rechenergebnisse dokumentieren und
Hilfe osungs.t cile do- und Zeichnungen auswerten lassen
kumentieren kontrollieren
Man nehme eine schon vorhan- . Man nehme eipe Al}fgabe
dene Aufgabe als "Kern" und Und wo kommen die ( oder kons?:rullere eine neue
wandle diese CAS-gemil ab oder Aufgaben Aufgabe mit eigenen Ideen)
erginze sie (Aufgabenvariation). her? spezicll fiir CAS-Einsatz.

Folie 7: Analyse und Konstruktion von CAS-Aufgaben

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 234




Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte flir den Unterricht

V. Durchgehende / langfristige Konzepte des CAS-Einsatzes

Der Einsatz von CAS im Mathematikunterricht ist dann besonders erfolgreich, wenn einige
grundlegende Konzepte beachtet werden!

- = > Siehe Kapitel 2

Und immer daran denken =

Elementare Algorithmen mit einfachen Beispielen auch von Hand beherrschen, aber wenn es
komplexer wird immer mit CAS arbeiten.

In diesem Beitrag wird nur auf zwei Konzepte — und auch nur kurz - eingegangen
¢ Visualisierungskompetenz - = - siehe auch Buch-Kapitel 4
e modulare Kompetenz - > - siehe auch Buch-Kapitel 6

Visualisierungskompetenz

Der Vorzug schneller Visualisierungen durch Computereinsatz ist unumstritten und wird ge-
rade auch von Schiilerlnnen bei Umfragen immer wieder als besonderer Vorzug herausge-
stellt.

Nirgends zeigt sich
der Mehrwert des CAS-Einsatzes im Mathematikunterricht so deutlich
wie beim Visualisieren und Animieren von Zusammenhéngen. Hierin liegt oft der Schliissel zu einem
besseren mathematischen Verstindnis und der Zusammenhénge.

Modulare Kompetenz (Module / CAS-Bausteine)

Von besonderer Bedeutung fiir eine ldngerfristige erfolgreiche Arbeit mit einem CAS ist die
Entwicklung der modularen Kompetenz, die einen frithzeitigen Umgang mit Parametern vor-
aussetzt. Projekte zeigen, dass ein elementarer Umgang mit Parametern in CAS-Bausteinen
schon friithzeitig (z.B. schon in Klasse 8) mdglich ist. Beispiele fiir Module aus beiden Sekun-
darstufen sind — hier in der Syntax des Taschencomputers VOYAGE 200:

Geradenbaustein (Definition des Benutzers) define gerade(x,a,b,m) = b+m*(x-a)

Summe und Folge (Aufruf zweier im System vorhandener sum(seq( 1"3-1"2,i,1,5))
Module)

Differenzenquotient (Definition des Benutzers) define diffqt(x,h)= ((f(x+h)-f(x)) / h

Binomische Formel (Definition des Benutzers) define binomi(a,b,n) = (a+b)"n

Die theoretischen Hintergriinde fiir die Arbeit mit Modulen / Bausteinen liefert das “Bau-
steindreieck”, das wir schon in Kapitel 6 kennen gelernt haben. Hier wird es noch mit anderm
Inhalt dargestellt (aus einem Vortrag in Dresden 2006).
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The module-triangle

. . . Example for a call: line(x,m,3,1)
and it’s application in teaching

Therefore you can draw a bunch of straight lines
at every point in the coordinate-system.

b+m*(x-a) - line(x,m,a,b)

Use modules
Definition of modules (modules of your own or
+ system-modules Modular system-modules)
+ your own modules compe- Use modules of modules
- teacher-modules tences
- student-modules

Analyse modules (with experiments)

74 line(x,2,0,u) ~
line(x,-0.5,0,u)

line(x,m,cos(t),sin(t))

and other module-calls

Folie 8: Das Bausteindreieck — Grundlage der Arbeit mit Bausteinen / Modulen

Fiir weitere Informationen zum Modulprinzip siehe z.B. (viele Beispiele)

Eberhard Lehmann

Mathematik-

Mathematiklehren mit

un t ST 1 C h t Computeralgebrasystem-Bausteinen

diigme

Parametern

u.a. Baustein (a+b)* und Bausteindreieck
divyers Mit zahlreiche U-Beispielen

© Berlin 2007 — Leh-Soft — mirza@snafu.de — www.snafu.de/~mirza 236



Eberhard Lehmann Nachhaltige CAS-Konzepte fiir den Unterricht

Basics iiben mit Spaffaktor

Wie bereits oben erwihnt, konnen die Zwénge des Zentralabiturs dazu fiihren, gewisse Auf-
gabentypen auf mehr oder weniger langweilige Weise moglichst hdufig zu {iben. Das nimmt
dem Lehrer die Freude am Unterricht und dem Schiiler erst recht. Einige Abhilfen wurden
oben bereits angedeutet, hier folgen noch einige Tipps aus meiner Unterrichtspraxis.

Mathematik an Bildern

Ein Aufirag an die Schiiler zur ndchsten Stunde
,»ZAuf Exkursion mit eurem digitalen Fotoapparat. Nehmt Bilder aus eurem Umfeld auf, in
denen moglichst viel Mathematik vorkommt!*

Der Lehrer wird eine reiche Ernte bestaunen konnen — die Schiiler auch. Mit diesen Bildern
lasst sich viel interessanter Unterricht gestalten, der sicher auch zu den gerade besproche-
nen oder zu iibenden Themen passt oder auch weitere Mathematik enthélt und der die
Schiiler motiviert — es sind ja ihre Aufnahmen. Nun ist es nur noch eine Organisationsfrage,
wie man die Bilder verwendet:
e Die mathematischen Objekte auflisten (probieren sie es mit dem Bild von der Ober-
baumbriicke in Berlin),
e Gleichungen zu den Objekten bestimmen,
e die Objekte nachkonstruieren (das Bild kann bei manchen Programmen in den Hinter-
grund gelegt werden) und so modellieren,
e cigene Zusammenstellungen von Objekten vorlegen usw.

- = - siehe auch Kapitel 8
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Eberhard Lehmann

Mathematik mit Kurvenscharen

- > - siehe auch Kapitel 5

Konnen Sie sich vorstellen, wie das Bild entstanden ist? Sieche Moire (Moiré) = Internet!

b

sin(t)

Das geht einfach mit x(t) =

dhnten sehr vorteilhaften Parameterdarstel-

dann die senkrechte Schar

b

sin(x) gezeichnet
y(t) =t, also unter Benutzung der oben schon erw

Hier wurde eine Schar von sehr eng aneinanderliegenden Sinuskurven — parallel zum Graphen
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12.2 Mundliches Abitur mit dem Taschencomputer

Die Verwendung eines CAS im Unterricht zieht nicht nur seine Verwendung in Klausuren
nach sich. Auch in miindlichen Priifungen, speziell im Abitur, kann nun das CAS benutzt
werden. Zunéchst einige Anmerkungen zu den Zielen einer miindlichen Abiturpriifung und
deren Ablauf. In den Einheitlichen Priifungsanforderungen EPA in der Abiturpriifung fiir das
Fach Mathematik (Fassung vom 24.5.2002, S. 16) heif3t es zur miindlichen Priifung u.a.

., Dabei sollen die Priiflinge zeigen, dass sie iiber mathematische Sachverhalte in freiem Vortrag be-
richten und im Gesprdch zu mathematischen Fragen Stellung nehmen konnen. Sie sollen insbesondere
nachweisen, in welchem Umfang sie

- einen Uberblick iiber grundlegende Scitze, Begriffe und Verfahren der Mathematik besitzen,
- Verstindnis fiir mathematische Denk- und Arbeitsweisen haben,
- Einblick in mathematische Problemstellungen und Ergebnisse gewonnen haben.

Um in der zur Verfiigung stehenden Zeit diese Kompetenzen tiberpriifen zu kénnen, muss sich die Auf-
gabenstellung fiir die miindliche Priifung grundsdtzlich von der fiir die schriftliche Priifung unter-
scheiden. Im Vordergrund soll die Darstellung und Begriindung von Sachverhalten stehen. In der
Priifung ist der Nachweis verschiedener fachlicher und methodischer Kompetenzen zu fordern. Um-
fangreiche Rechnungen und zeitaufwindige Konstruktionen sind zu vermeiden.

Einerseits bieten sich dazu an:

- die Nutzung geeigneter Werkzeuge zur Erarbeitung der Losungen (z.B. Taschenrechner, Software,
Fachliteratur),

- der Einsatz von Hilfsmitteln zur Prdsentation der Losungswege und Ergebnisse (z.B. Folien, Dis-
plays, Modelle).

Andererseits sind Aufgabenstellungen besonders geeignet, die

- Teilaufgaben enthalten, die sich auf eine Erlduterung des Losungsweges beschrdnken, ohne dass die
zugehorigen Rechnungen im Einzelnen auszufiihren sind,

- Ergebnisse, Skizzen, Losungswege usw. vorgeben, an denen wesentliche Gedankengdnge zu erldu-
tern sind. *

Diese Ausfiihrungen lassen fiir den Einsatz von CAS und anderer Mathematik-Software
sowie passender Prisentationsmittel breiten Raum, so dass sich fiir die Aufgabenstel-
lungen im miindlichen Abitur zahlreiche Méglichkeiten ergeben. Im Folgenden sollen
einige unterschiedliche Beispiele fiir mogliche Aufgabenstellungen mit CAS-Verwendung
genannt werden.

- Tipps flir Klassenarbeiten mit CAS — auch niitzlich fir den Unterricht

Die Vorbereitungszeit fiir jede Aufgabe wird mit etwa 10 Minuten geplant. Fiir die drei Bei-
spiele wird eine Vortragszeit von ebenfalls etwa 10 Minuten angesetzt. Darin enthalten sind
auch eventuelle anschlieBende Fragestellungen der Priifungskommission. Die gewidhlten Auf-
gaben sind nicht besonders schwierig. Es geht hier insbesondere um das Aufzeigen einiger
Einsatzmdglichkeiten eines CAS.
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Beispiel 1: Grundkurs-Aufgabe aus der Analytischen Geometrie

Hier wird von einem fertigen CAS-Bild des Taschencomputers VOYAGE™ 200 aus-
gegangen.

Die Aufgabenstellung:

) T e T T m s T—\ a) Erliutern sie mathematischen Hintergriin-
Flvgdun|l sl [tk it Li . : .
e L ] s fPromI0f- iz ol || de, die zu den vorliegenden Ein- und Ausgaben

z=t1+ 3] fithrten (u.a. Skizze anfertigen).
"2, 3 4=, 2, 4wl T, 123'= t1 + 17 | D) Welche Anderungen wiirden sich ergeben,

1= 11 + 2| | Wenn die entsprechende Aufgabestellung fiir eine
4= t1 + 3| | Ebene gestellt wiirde?
mcolueiZ=t1+1 and T=t1+2 and 4 = t1 p| | ) Welche Definition im CAS liegt den Termen
v(2,3,4) usw. zu Grunde?

HMAIN KEAD ERACT FAE 1'% |

Priifungszeit: 10 Minuten

Erwartungen:
a) Der Priifling erkennt in v(1,2,3)+t1(v(1,1,1) die rechte Seite einer Geradengleichung. Auf
der linken Seite steht ein weiterer Ortsvektor, fiir den offenbar gepriift werden soll, ob der
Punkt P(2,3,4) auf der Geraden liegt, siche letzte Zeile. Das ist der Fall wegen t1=1 (Uberprii-
fung durch Kopfrechnung). Dazu wurde die Vektorgleichung wurde in drei Gleichungen zer-
legt. Der Priifling fertigt eine passende Skizze an.
b) Die Ebenengleichung enthélt zwei Richtungsvektoren. Damit entsteht ein LGS mit 2 Vari-
ablen und 3 Gleichungen. Nennen der moglichen Lésungsfille.
c) Um die Eingabe von Vektoren zu erleichtern, wurde beim VOYAGE™ 200 fiir Vektorspal-
ten definiert:

2

[ax; ay; az]2>v(ax, ay, az). Dann fiihrt z.B. die Eingabe v(2,3,4) zur Ausgabe | 3
4

Beispiel 2: Grundkurs-Aufgabe aus der Analysis
a) Definieren Sie beim VOYAGE™ 200 den Differenzenquotienten einer Funktion y = f(X) in
der h-Schreibweise als Baustein difquot(x,h) zweier Variablen.

b) AnschlieBend soll die Funktion y = x’ fiir h = 0.01 betrachtet werden. Welche Zusammen-
hinge bestehen zwischen dem zugehorigen Differenzenquotienten und der Ableitung
y' =3x”? Beachten Sie rechnerische und zeichnerische Aspekte. Benutzen Sie dazu den Ta-
schencomputer.

Erwartungen:
Der Priifling konnte z.B. die folgenden Bilder erstellen, mit dem View-Screen zeigen und
erldutern.
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e S
G | - 7T
DDHE ..........
s I e 1
Y B | IEE IR 1 AN
. JO0EE - xS+ 300-x + 1

B difyuotl=, Q1) e | T A T,
= difoauoti, . I312I+'=|1(x) Done S
illm d?&tuc{{‘tf < W D 3 =
imitCdi quut ¥ h,h,>» | ||l 1. . . ... .. .. 6 ..

| [Faim RAD ERRLT FUNL &7 5 ELIL] KD EXACT FUHC

Man sieht die Definition des Bausteins und die Zuwei- | Nun kann man die Ausgangsfunktion f(x) und y1(x)
sung der Funktion. Danach wird der Baustein mit dem | zeichnen lassen. Da angesichts der Bildschirmauflo-
Parameterwerten x und h=0.01 aufgerufen. Es ergibt sung y1(x) und f'(x) in der Zeichnung aufeinanderfal-
sich eine Parabel zweiten Grades. Die Funktion wird len, konnte man den Sachverhalt animieren, indem man
zum Zeichnen in y1(x) gespeichert. SchlieBlich konnte | auf den Graphen zu y1(x) den Ableitungsgraphen in
man noch den Grenzwert, also die Ableitung f'(x) einem anderen Zeichenstil, z. B. ,,square®, dariiber-
ausrechnen. zeichnen ldsst.

Beispiel 3: Leistungskurs-Aufgabe aus der Analysis (Parameterdarstellung)
Auf der folgenden Abbildung sehen Sie einige geometrische Objekte an der Vorderfront einer
Kirche.

a) Rekonstruieren Sie die 7 Kreise mit Threm
Taschencomputer und demonstrieren Sie Thre
Losung am View Screen. Hinweis: Benutzen Sie
Parameterdarstellungen.

b) Beschreiben Sie einen Weg zur mathemati-
schen Modellierung des markierten Bogens.

Erwartungen
Zu a) siche die folgenden Abbildungen
Zu b) Z.B. Punkte suchen, Parabelgleichung ansetzen

] Fev §C(FET FET U R
v{— Zaoom Edlt ~ A1l StuleT T ]
JLEE
i . .
UtE=SinCE) 1) Wahl eines geeigneten
wrtO=cosl b Koordinatensystems
jut‘E!:EinE ta+ 2 2) Finden der Verschie-
“EHE;E?%H = bung sqrt(3) fiir vier der
e | 1=C-D5|:t-:| - E Kl'eise mittels
“ygtll=sinft) +1 2 2 _~2
vutdP=cosit) - [3 X" +1"=2
xtBCtd=cosCtd

T FAD ERACT T HMAlN ERD EHACT FAE
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Beispiel 4: Offenes Material als Ausgangspunkt fur Aufgabenstellungen

Die Grundidee liegt hier in der Auswertung vorliegenden Materials, das wegen seines offenen
Erscheinungsbilds fiir vielfdltige Untersuchungen geeignet ist. Andererseits lassen sich daraus
aber auch engere, konkrete Fragestellungen finden. — Zu diesem Ansatz noch zwei weitere
Beispiele:

; ; 5 5 5 : : Hiillkurven zeichnen, ein ergie-
.................. _ blges Thema ﬁlr den Ana1y515_
5 5 e unterricht

Beispiel 5: Mathematik in der Landschaft

Sonne, Gras, Berge, ein Baum, ein
Haus — wie ist das entstanden? Er-
finden Sie eine Geschichte dazu!
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13. CAS-Werkzeugkompetenzen

In Kapitel 1.2.1 haben wir den WKC (Werkzeugkompetenz-Container) kennengelernt. Im
Verlauf der Abhandlungen hat sich dieser inzwischen michtig gefiillt, so dass es sich anbietet,
iiber den Inhalt des Containers und weitere Fragen zur CAS-Werkzeugkompetenz genauer
nachzudenken.

Stand Ende Sek.2, Abitur

Stand Ende Sek.1

Geraden u. Geradenmuster zeichnen
Terme im y-Editor eingeben

CAS-Start

Abb. 1.2g: Der Werkzeugkompetenz-Container (WKV) — so hat es begonnen, siche Kapitel 1.2.1

Das Container-Modell zeigt, dass sich die Werkzeugkompetenz im Verlauf des Unter-
richts schrittweise entwickelt — es suggeriert gleichzeitig einige unterrichtsrelevante Fragen:
e Was steht im Container am Ende der Sekundarstufe 1?
e Was steht im Container am Ende der Sekundarstufe 2?
e Was wird an Werkzeugkompetenz im (Zentral-) Abitur benotig?

Die Containerinhalte sind von etlichen Parametern abhéngig:
e Von der Art der Unterrichtsinhalte,
e von den von der Lehrperson favorisierten inhaltlichen Schwerpunkten und methodi-
schen Wegen,
e von der Kreativitédt der SchiilerInnen bei den Problemldsungen,
e von der Leistungsstirke und dem Engagement der SchiilerInnen,
e vom benutzten Werkzeug

insofern variiert der Containerinhalt auch schon in einer Lerngruppe. Dennoch bildet sich inner-
halb einer Lerngruppe eine nicht geringe Durchschnittsmenge - und die zentralen Priifungen (mit
CAS-Anwendung) verstirken noch das Bediirfnis nach einer groBen Durchschnittsmenge iiber die
Lerngruppen hinaus. Dartiber hinaus ist zu unterscheiden zwischen der Bedienkompetenz (dem hand-
ling) und Anwendungskompetenz (dem Anwenden der Bedienkenntnisse auf konkrete mathematische
Problemstellungen).
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Was gehort zum Grundvorrat des Werkzeugkompetenz-Containers?

Wir unterscheiden zwischen

e allgemeinen (stets niitzlichen) CAS-Werkzeugkompetenzen und
e spezielleren themenbezogenen CAS-Werkzeugkompetenzen

Allgemeine (stets niitzliche)
CAS-Werkzeugkompetenzen (WK)

Erlduterungen, Bedienungs- und
Anwendungskompetenz

Kompetenz in der Bedienung grundle-
gender Elemente der Software, Nutzen
von System-Hilfen

Kenntnis der Meniis, Untermentis, Auswahlen von Opti-
onen; hierzu gehort aber auch das richtige Einstellen von
Optionen; Nutzen von im System angebotenen Hilfen.

Term-Kompetenz (Syntax), Fehlererken-
nungskompetenz

Hierbei geht es um das richtige Eingeben von (auch
komplexen) Termen (Kenntnis der Syntax), das Verste-
hen von Fehlermeldungen und die Korrektur von Fehl-
eingaben.

Erkennen und Beseitigen logischer Feh-
ler (Semantik), Fehlererkennungskompe-
tenz, Erkennen falscher Rechnereinstel-
lungen

Die Eingaben sind zwar syntaktisch richtig erfolgt, aber
die Ausgabe entspricht nicht den mathematischen Erwar-
tungen. Fehler entstehen auch oft durch falsche Einstel-
lungen am Rechner (z.B. degree statt rad)

Visualisierungskompetenz
-> Kapitel 2, Kapitel 4

Hierbei sind die fiir eine zielgerichtete Zeichnung zu
beachtenden Parameter passend zu wéihlen: Window-
Einstellungen, Maf}stab, Achseneinteilung, minimale und
maximale Wert, Schrittweite, Darstellungsform / Modus
(function, parametric, polar, sequence,...), (Linie, Punk-
te, Farben usw.)

Interpretationskompetenz

Ausgegebene Zeichnungen, Terme oder Tabellen sollen
zielgerichtet ausgewertet werden

Modulare Kompetenz (Baustein-
Kompetenz)

Abkiirzung umfangreicher Terme
-> Kapitel 2, Kapitel 6

Uber die Vorziige des Arbeitens mit vordefinierten oder
selbstdefinierten Bausteinen mit Parametern wird an ver-
schiedenen Stellen des Buches berichtet.

Animationskompetenz
-> Kapitel 2, Kapitel 4

Animieren verlangt hohere und umfassendere
Kompetenzen als das Visualisieren in engerem Sinn, u.a.
weil hier Entwurfsentscheidungen zu treffen und die Vi-
sualisierungsmoglichkeiten verkniipft miteinander einzu-
setzen sind.

,»Family-Kompetenz*

Hier geht es um Zusammenstellungen vieler Objekte auf

-> Kapitel 5 einem Bildschirm, die in irgendeiner Form miteinander
zusammenhédngen.

Modellierungskompetenz Komplexe Probleme miissen mit mathematischen Hilfs-

-> Kapitel 7 mittel modelliert werden; das CAS kann besonders beim

Experimentieren mit unterschiedlichen Ansitzen
helfen.
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Dokumentationskompetenz
-> Kapitel 11

Aus der Menge der Ein- und Ausgaben ist fiir die Formu-
lierung eines erlduternden Textes geeignet auszuwéhlen
und mit den mathematischen Hintergriinden der Losung
passend zu verkniipfen.

Optimierungskompetenz

Haufig gibt es mehrere Bearbeitungswege, die mogli-
cherweise auch unterschiedlich schnell durchlaufen wer-
den. Gerade bei Priifungen kann die Wahl des schnellsten
Weges wichtig sein.

Verkniipfungskompetenz

Bei neuen CAS (z.B. TI-Nspire) haben die Nutzer die
Maoglichkeit, verschiedene Anwendungen miteinander zu
verkniipfen (Rechnen, zeichnen, tabellieren, dokumentie-
ren)

Themenspezifische
CAS- Werkzeugkompetenzen (WK)

Erlduterungen, Bedienungs- und
Anwendungskompetenz, Beispiele

Algebra (vorwiegend Sek.1)

z.B.
Solve(gleichungl = gleichung?, x)

Geometrie (vorwiegend Sek.1)

z.B. Durchfiihren von Grundkonstruktionen wie
,.Senkrecht durch einen Punkt zeichnen®

Analysis (vorwiegend Sek.2)
Function y = f(x),

parametric [x(t), y(t)],

polar (r,)

z.B.
Eingabe einer Kreisgleichung x(t)=cos(t), y(t)=sin(t)
mit passendem Laufbereich fiir t

Lineare Algebra (vorwiegend Sek.2)

z.B. LGS I6sen konnen, die Arbeit mit dem Matri-
zenkalkiil beherrschen

Analytische Geometrie (vorwiegend Sek.2)

z.B.
Lénge eines Vektors

Stochastik (vorwiegend Sek.2) z.B.
Binomialverteilung
Usw. Usw.

Zur Erinnerung fiir die unten folgenden Uberlegungen zur Férderung mathematischer Kompe-
tenzen durch CAS-Werkzeugkompetenz zunichst noch einmal die schon bekannte Tabelle:
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Leitideen Allgemeine mathematisch Anforderungsbereiche
Kompetenzen
L1  Zahl K1 Mathematisch argumentieren | Al Reproduzieren
L2  Messen K2 Probleme mathematisch 16sen | All Zusammenhénge
L3  Raumund Form |K3 Mathematik modellieren herstellen
L4  Funktionaler K4 Mathematische Darstellungen | AIIl Verallgemeinern und
Zusammenhang verwenden Reflektieren
LS  Datenund Zufall |KS Mit symbolischen, formalen
und technischen Elementen der
Mathematik umgehen
K6 Kommunizieren

Leitideen, allgemeine mathematische Kompetenzen

Forderung mathematischer Kompetenzen durch CAS-Werkzeugkompetenz

Die folgende Zusammenstellung zeigt, in welchem Ausmall mathematische Aktionen und
mathematische allgemeine und fachliche Kompetenzen durch Technologieeinsatz und vor-

handene Werkzeugkompetenz gefordert werden kdnnen.

CAS-Verwendung und

die damit verbundene Werkzeugkompetenz > -> ersetzen i
Uber die Rolle des CAS bei Routinerechnungen berichtet Kapitel 3 (Hand

contra CAS) Routinerechnungen
Uber die Rolle des CAS bei Routinezeichnungen berichtet Kapitel 3 (Hand

contra CAS) Routinezeichnungen

CAS-Verwendung und

die damit verbundene Werkzeugkompetenz >

- unterstiitzen

|

Die Kompetenz des Kontrollierens von Ergebnissen verschafft dem
Schiiler Sicherheit fiir seine Losungen. Hierzu gehort z.B., dass durch
Handrechnung gefundene Ergebnisse nun auch noch mit dem Rechner
erzeugt und dann verglichen werden kdnnen.

das Kontrollieren

In Phasen des Experimentierens erweist sich der Rechner als besonders
niitzlich: Schnelles Durchrechnen von Ansétzen, schnelle graphische
Darstellungen, Verwerfen von Vermutungen, neue Ansitze erproben —
mit diesen Aktionen erweitert der S seine heuristischen Strategien.

das Experimentieren und
Finden von Vermutungen
und deren Test

Die Simulation von z.B. stochastischen Problemen ist bekanntlich be-
sonders datenintensiv. Zufallszahlen kénnen schnell Material liefern,
statistische Auswertungen konnen auf dem Rechner leicht durchgefiihrt
werden. Damit gewinnen die Schiiler Zugang zu einer in der Praxis
héufig verwendeten Methode.

das Simulieren

Komplexe bzw. umfangreiche Rechnungen innerhalb von Beweisfiih-
rungen konnen dem Rechner iibergeben werden. Damit werden ggf.

das Beweisen
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Schwierigkeiten beseitigt, die bei Handrechnung die Beweisfiihrung
behindern oder gar unmdglich machen wiirden. — Siehe z.B: Kapitel
4.4.2, Achsenspiegelung,
Bei der Durchfiihrung von Beweisen kann Werkzeugkompetenz in
diversen Bereichen niitzlich sein, zum Beispiel:
e Algebra (Umformen komplexer Terme, Losen von Gleichun-
gen und Ungleichungen, ...)
e Analysis (Summen, Differenzenquotienten, Grenzwerte, Integ-
rationsmethoden, ...)
e Analytische Geometrie, lineare Algebra (Rechnen mit Vekto-
ren und Matrizen, Gleichungssysteme...)
e Stochastik (Binomialverteilung, ...)

Der Nutzen des CAS-Werkzeugs als Argumentationshilfe zeigt sich
z.B. durch Verweis auf durch das CAS erzeugte Rechen- oder Zei-
chenergebnisse oder auf Abldufe etwa bei einer Animation. Gegenar-
gumente konnen moglicherweise durch schnell erzeugte Ergebnisse
gefunden oder widerlegt werden. Argumentieren kann auch dadurch
entwickelt und geschult werden, dass man Operationen, die vom
Werkzeug als Black-Box ausgefiihrt wurden erkldren und begriinden
lasst. Hierzu gehdort auch das Interpretieren von Bildschirminhalten.

das mathematische Argu-
mentieren (eine allgemeine
mathematische Kompetenz)

Uber die erheblichen CAS-Méglichkeiten bei Modellierungsvorgéingen
kann man sich in Kapitel 7 iiberzeugen.

das Modellieren (eine all-
gemeine mathematische
Kompetenz)

Auch hierfiir finden sich in dem Buch iiberall iiberzeugende Beispiele.
Weiterhin wird hingewiesen auf die oben erwahnte Kontroll- und Test-
kompetenz, die sich hier als sehr niitzlich erweist.

das Losen mathematischer
Probleme, Aufgabenlsen
(eine allgemeine mathemati-
sche Kompetenz)

Insbesondere Kapitel 4 (Visualisieren) bringt hierzu viele Beispiele.
Besonders wird hier noch auf die neuartigen Erkenntnisgewinne hin-
gewiesen, die durch das VergroBBern und Verkleinern von graphischen
Darstellungen (Zoomen) entstehen konnen. Auch das schnelle Variie-
ren von Parametern ist nur mit Technologieeinsatz moglich.

die Arbeit mit mathema-
tischen Darstellungen (eine
allgemeine mathematische
Kompetenz)

Die Bedeutung der Werkzeugkompetenz beziiglich dieser allgemeinen
mathematischen Kompetenz spiegelt sich in dem vorliegenden Buch
beispielsweise in den zahlreichen Abbildungen von CAS-
Bildschirmen.

das Umgehen mit sym-
bolischen, formalen u. tech-
nischen Elementen der Ma-
thematik (eine allgemeine
mathematische Kompetenz)

Erfahrungsgemalf fiihrt die Arbeit am Computer oder das Vortragen
von CAS-Ldsungen zu einem regen Austausch zwischen den Schiile-
rInnen (Kommunikation Mensch-Mensch). Aber auch die Kommuni-
kation Mensch-Maschine als eine besondere Form einer mathemati-
schen Kommunikation ist hier zu nennen.

Kommunikationsvorgénge
(eine allgemeine mathemati-
sche Kompetenz)
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Die folgenden erginzenden Ausfiihrungen zur Werkzeugkompetenz stammen von Helmut
Heugl (aus einem Vortrag in Klagenfurth, September 2005)

» Kommentare zum Einfluss von Technologie

A1 & Modellbilden, Darstellen

» Zur Modellkompetenz und Werkzeugkompetenz:
Technologie bietet eine groBere Vielfalt an Prototypen eines Modells, einer Formel —
auch Modelle, die vorher im Unterricht nicht verfligbar waren (z.B. Rekursive Modelle).
Wéhrend im traditionellen Mathematikunterricht meist nur ein Prototyp verfiigbar ist und
verwendet werden kann, stehen durch Technologie oft mehrere Prototypen parallel in
verschiedenen Fenstern zur Verfligung. Typisch fiir diese neue Art des mathematischen
Denkens und Handelns ist das Arbeiten in einem Fenster und das Hin- und Herpendeln
zwischen Fenstern, um die Mdglichkeiten der verschiedenen Prototypen nutzen zu kén-
nen. Wir nennen dieses Handlungskonzept ,Window-Shuttle-Methode* — eine neue Qua-
litdt mathematischen Handelns.
Unbedingte Voraussetzung fiir das Nutzen verschiedener Prototypen ist eine Werkzeug-
kompetenz beim Modellbilden, wie zum Beispiel bei rekursiven Modellen, bei Regressi-
onsfunktionen oder bei der Nutzung von Tabellenkalkulationssoftware.

>  Zur Ubersetzungskompetenz

Der Ubersetzungsprozess verlduft normalerweise in zwei Phasen: Zuerst werden Infor-
mationen (iber das gegebene Problem (Texte, Daten graphische Informationen, usw.) in
eine komprimierte Form (ibersetzt — wir nennen sie ,Wortformel®. Im zweiten Schritt wird
die Wortformel in die Sprachen der Mathematik (ibersetzt.

Mit Hilfe der Technologie und dem dadurch zur Verfiigung stehenden erweiterten ma-
thematischen Wortschatz kann die Ubersetzung in die mathematische Symbolsprachen
direkter erfolgen. Ubliche Tétigkeiten beim Ubersetzungsprozess: Definieren von Variab-
len und Funktionen (< Erweiterung des mathematischen Wortschatzes), Nutzen von Be-
fehlen oder Funktionen, die die Technologie bereit stellt, Schreiben von Programmen.

» Zur modularen Kompetenz
Das Nutzen von Modulen ist nicht neu, jede Formel aus der Formelsammliung ist letztlich
ein Modul (z.B. Cosinussatz, Heronsche Fldchenformel usw.) . Das modulare Denken
und Arbeiten hat durch das Werkzeug allerdings eine neue Qualitdt bekommen. Wéhrend
nadmlich im traditionellen Mathematikunterricht solche Module der Ausgangspunkt fiir das
Rechnen sind, iibernehmen durch Technologie verfiigbaren Module auch das Operieren.

Module sind komplexe Wissenseinheiten
e in denen Wissen komprimiert wird, und
e in denen Operationen durch diese Kapselung als ganzes abrufbar und einsetzbar
werden

Das Entwickeln von Modulen bedeutet also der Entwicklung eines kognitiven Schemas,
das als kognitive Einheit abrufbar ist. Verbunden ist damit auch immer eine Reduktion
der Komplexitét.

Nach der Entstehung kann man 3 Arten von Modulen unterscheiden:

> Module, die von den Schiilern entwickelt wurden
Diese Module sind sozusagen die wertvollsten und gerade bei der Konstruktion
der Module in der so genannten White Box Phase des Lernprozesses zeigt sich
diese deutliche Verénderung im mathematischen Tun.
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Durch Speichem, Definieren von Funktionen oder Programmieren werden solche
komplexe Wissenseinheiten geschaffen. Manche stehen als Funktionen oder
Programme fiir den weiteren Problemléseprozess zur Verfiigung, andere werden
nur temporér eingesetzt, um den Ablauf besser zu strukturieren

» Module, welche die Lehrer zur Verfiigung stellen
Besonders als didaktisches Werkzeug werden von Lehrem in der White Box Pha-
se des Lernens Module als Black Box angeboten, die zum Entdecken verwendet
werden, aber deren Inhalt fiir den Lernprozess nicht ausschlaggebend ist.

» Module die das CAS zur Verfiigung stellt
Man kann sagen ein CAS ist ein System von Modulen. Das beginnt beim alge-
braischen Modul factor(t(x),x) zum Faktorisieren von Termen und geht bis zu
Modulen zum Lésen von Differentialgleichungen. Betreffend der Chancen und
Gefahren gilt dasselbe wie bei den Lehrermodulen.

Ziele (Phasen) eines modulorientierten Mathematikunterrichts
[Lehmann, 2002]

e Definieren von Modulen
Analysieren von Modulen, Nutzen von Modulen fiir experimentelles Lernen
Entwickeln eines “Modulpools” als Werkzeugkasten fiir das Problemlésen
Nutzen von Modulen als ,,Black Boxes*
Verkniipfung von Modulen, Entwickeln neuer, komplexerer Module durch Nut-
zen bekannter Module als Bausteine

Die Ergebnisse von E. Lehmann’s Untersuchungen zeigen, dass Schiiler/innen, die
mit dem modularen Arbeiten vertraut sind, diese Module tatsédchlich als neue Sprach-
elemente beim Problemlésen und Beweisen nutzen.

A2 & Operieren, Rechnen
Bevor man den Einfluss von Technologie auf Handlungen des Operierens untersucht sollte
definieren, was Kalkiilkompetenz ist:

Kalkiilkompetenz (anstelle von Rechenfertigkeit) ist die Fédhigkeit eines Individuums,
einen gegebenen Kalkiil in konkreten Situationen zielgerichtet anwenden zu kénnen.
[Hischer, H. 1995]

Diese Definition zeigt deutlich, dass Kalkiilkompetenz mehr ist als Rechnungen nur

héndisch auszufiihren.

Der Einfluss von CAS auf die Kalkiilkompetenz:

Schwerpunktsverschiebung vom Operieren zum Modellieren und Interpretieren
Schwerpunktsverschiebung vom Ausfiihren zum Planen der Operation
Schwerpunktsverschiebung von der Handkalkiilkompetenz zu den anderen algebrai-
schen Kompetenzen

Geringere Komplexitéat beim hdndischen Rechnen, insbesondere was die langfristige
Kalkiilkompetenz betrifft

Notwendigkeit der Wergzeugkompetenz

Mehr Praxisndhe bei Anwendungsproblemen

In der Theoriephase mehr Konzentration auf das jeweilige mathematische Problem,
da Rechenarbeit abgegeben wird

Eine bessere Verknlipfung des formalen und inhaltlichen Aspekts der Mathematik
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» Zur Strukturerkennungskompetenz

Auch die Notwendigkeit dieser Kompetenz ist nichts Neues. So hat etwa Giinther Malle in

seinen Untersuchungen gezeigt, dass ein gro3er Teil der Schiilerfehler beim algebraischen

Operieren auf Strukturerkennungsfehler zuriickzufiihren ist.

Eine Voraussetzung fiir diese Kompetenz ist die Kenntnis der algebraischen Gesetze und

Regeln. Richtige Strukturentscheidungen kdnnen auch bei Nutzung des Werkzeugs CAS

nicht allein mit “trial and error” getroffen werden

Gerade jetzt, wo das Werkzeug die Ausfiihrung der Operation (bernimmt, bekommt die

Strukturerkennung eine neue Bedeutung.

Strukturerkennung ist nétig

e Dbei der Eingabe eines Ausdrucks: Insbesondere bei linearen Eingabezeilen ist zu-
erst einmal eine Strukturerkennung fiir das richtige Setzen der Klammermn nétig.

e bei der Auswahl der passenden Operation: Diese Entscheidung erfolgt auf der Ba-
sis einer Strukturerkennung.

e bei der Uberpriifung und Interpretation von Ergebnissen: Der Lermnende muss Ergebnisse
interpretieren, die er nicht selbst produziert hat. Das angebotene Ergebnis stimmt von der
Struktur her oft nicht mit dem erwarteten (berein.

e beim Vergleich verschiedener Ergebnisse. Oft ist nicht sofort einsehbar, ob verschiedene
Ergebnisse &quivalent oder verschieden sind.

Ende des Zitats ,,Heugl*

CAS-Werkzeug-Kompetenz beim Zentralabitur mit CAS

Abitur: Der CAS-Werkzeug-Kompetenz-Container ist vor dem Abitur nun weitgehend ge-
fullt. Beim CAS-Zentralabitur erwartet man von den SchiilerInnen, dass sie viele der oben
genannten Kompetenzen in der Priifung einsetzen konnen. Um welche es sich genauer han-
delt, ist fur die verschiedenen Bundeslidnder nicht einheitlich zu beantworten. Hierzu kann
man Analysen der CAS-Anforderungen in den vorhergehenden CAS-Aufgabenvorschligen
empfehlen. = Siehe Kapitel 10 und 12. Ein gewisser Grundvorrat diirfte aber in allen Bun-
desldndern gleich sein.

Die Abbildung unten ist eher schematisch zu verstehen. Allgemeine CAS-Werkzeug-
kompetenzen teilen sich den Containerplatz mit speziellen themenbestimmten CAS-Kompe-
tenzen.
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Stand Ende Sek.2, Abitur

© GEOD @ O
DI @IS
[ ]

(O

Stand Ende Sek.1

o Bausteinarbeit
Themenspezifische
O CAS-Kompetenzen

Allgemeine CAS-
Werkzeugkompetenzen

) )
o C

y

CAS-Start

Schematische Darstellung: Der Endstand des Werkzeugkompetenz-Containers (WKV) — kurz vor dem Abitur
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14. Empfehlungen fur ein CAS-Schulcurriculum

Ausgangspunkt der Uberlegungen zu einem CAS-Lehrplan ist Abbildung 14.1a.

Gleichzeitige Behand- | Die Standardinhalte |
lung verschiedener
Funktionen, z.B. Ab-

standsbaustein

Interessante Modellierun-
gen durchfihren,
gelegentlich auch in Pro-

jektform

~

Gleichartige Ablaufe
zusammenfassen
z.B. bei Differen-
zenquotient, Ableitun-
gen —

Visualisieren und
Animieren verstarkt
nutzen

Angebote fur einen
M-Curriculum, das
durchgehend mit

einem CAS arbeitet

l/ Mathematik an Bil-
dern

Vergleiche durch-
fuhren

Bisherige ,,Randgebie-
te“ werden durch CAS
machbar und sollten
mehr in den Fokus ri-

cken
Families (u.a. Kurvenscharen) sagen mehr als
Einzelobjekte White-Box / Black-Box
Konzept
Bausteine / Module mit Pa-
rametern

Abb. 14a: Ungewohnte Sichtweisen auf Lehrplaninhalte

Die einzelnen Aspekte werden nun mit Blick auf einen mit CAS arbeitenden Lehrplan kom-
mentiert. Ich empfehle, die Erliuterungen insbesondere unter dem Gesichtspunkt eines
CAS-Schulcurriculums zu studieren, da es in der Praxis leichter ist ein diesbeziigliches
Schulcurriculum zu erstellen als ein Bundesland-CAS-Curriculum durchzusetzen.

An einen ausfiihrlichen Entwurf, der auf inhaltliche Details eingeht ist hier nicht gedacht. Es
handelt sich um Aspekte, die man fiir die einzelnen Klassenstufen immer wieder beriicksich-
tigen sollte, also eine Integration der oben vertretenen langfristigen Konzepte (Kapitel 2).

1) An erster Stelle der Liste stehen die konzeptionellen Uberlegungen in Kapitel 2.
Von Beginn an fundamental sind dabei die Konzepte 1 und 4.
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2) Uberlegungen zu Abbildung 14a

Innovation — Empfehlungen
fiir ein Schulcurriculum
oder einen allgemeines Cur-
riculum

Erlauterungen
Die Kapitelangaben verweisen nur auf Kapitel, in denen der
Aspekt schwerpunktméafBig betrachtet wird.

Term, Graph, Tabelle, Text

Visualisieren und Animieren
verstarkt nutzen

Unverzichtbare grundlegende Konzepte
- Kapitel 2

- Kapitel 2, Kapitel 4

Gleichzeitige Behandlung ver-
schiedener Funktionen

Gleichartige Ablaufe zusammen-
fassen z.B. bei Differen-
zenquotient, Ableitungen

Gleichzeitige Betrachtung ver-
schiedener Darstellungsformen

Die Ublichen Plane gehen bekanntlich davon aus, die Funktio-
nenklassen brav nacheinander abzuarbeiten. Die CAS-Verwen-
dung ermdoglicht nun eine Abkehr von diesem Ansatz, indem fir
Teilproblemstellungen mehrere Typen nebeneinander (auch ver-
gleichend, siehe unten) bearbeitet werden.

- Kapitel 9.2

- Kapitel 5

Vergleiche durchfiihren

Dieser Aspekt ist nicht nur bei CAS-Einsatz wichtig. Durch die
gleichzeitige Visualisierung verschiedener Objekte auf nur einem
Bildschirm oder auf Bildschirmen nebeneinander gewinnt die
Vergleichsmethode wesentlich an Bedeutung.

- Kapitel 5.3

Bisherige ,Randgebiete” werden
durch CAS machbar und sollten
mehr in den Fokus ricken

Parameterdarstellungen
Matrizen

Iteration, Rekursion
Regression
Simulation

Meine besondere Empfehlung gilt hier den Parameterdarstellun-
gen (auch Polarkoordinaten), die durchgehend ab Klasse 8 bis
hinein in Analysiskurse auftreten sollten.

- Kapitel 9.4.1

Entsprechend wichtig ist ab den LGS in Klasse 8 Matrizenrech-
nung, die in allen Curriculumstellen, die mit der Linearen Algebra
zusammenhangen (Abbildungsgeometrie, LGS, ...), eine verbin-
dende Rolle spielt. Stochastische Matrizen verbindet die Lineare
Algebra mit Stochastik und Analysis (Folgen, Grenzwerte)

- Kapitel 9.3.2, 9.4.2

- Kapitel 7.5

Weitere bisherige Randgebiete

Families (u.a. Kurvenscharen)
sagen mehr als Einzelobjekte

Einer der besonderen Vorziige der CAS ist die schnelle gleichzei-
tige Darstellung vieler gleichartiger Objekte. Das sollte immer
wieder ausgenutzt werden.

- Kapitel 5

Zunehmendes Arbeiten mit Bau-
steinen / Modulen mit mehreren
Parametern

Typische CAS-Fahigkeit, die nicht fehlen darf.
- Kapitel 6

Das White-Box / Black-Box

Hand oder CAS?

Fundamental fiir das Arbeiten mit Computern. Darf nicht fehlen!
- Kapitel 3

Modellierungen durchfihren,
gelegentlich auch in Projektform

Die Modellierungen kénnen durch CAS komplexer und reali-
tatsndher werden. Experimentieren durch Rechnungen und
Zeichnungen, L6sen mit CAS

- Kapitel 7
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Innovation — Empfehlungen | Erliuterungen

fiir ein Schulcurriculum Die Kapitelangaben verweisen nur auf Kapitel, in denen der
oder einen allgemeines Cur- | Aspekt schwerpunktméfig betrachtet wird.

riculum

Mathematik an Bildern Diese motivierende Bereicherung sollten sie sich nicht entgehen
lassen!
- Kapitel 8

Dokumentation Versdaumen sie in ihrem Schulcurrilum nicht, Absprachen tber die
Form der Dokumentation und den Umfang der Werkzeugkom-
CAS-Werkzeugkompetenz petenz zu treffen!

- Kapitel 11

- Kapitel 13

Schulbiicher Es gibt heute bereits viele Schulblicher, die auch offene
Aufgaben- und Unterrichtskultur stark beriicksichtigen, es gibt
bisher nur wenige Schulbicher mit CAS-Beriicksichtigung. Das
geschieht dann eher sporadisch und im Wesentlichen als
Rechen- oder Zeichenhilfe.

Noch bei keinem Schulbuch ist ein durchgehendes CAS-Konzept
im Sinn der Konzepte aus Kapitel 2 erkennbar.

Abb. 14b: Tipps fiir ein Curriculum

Abschliefend noch einige Feststellungen, die thren Unterricht bereichern kdnnen:

Verdeutlichen sie in ihrer Fachkonferenz den Mehrwert des CAS-Einsatzes gegenuber ei-
nem computerfreien M-Unterricht

Zeigen sie das durch Visualisierungen oder durch das Thema , Solve andert den Unterricht®
(= Kapitel 3.3)

Hand oder CAS? - Auf die richtige Mischung kommt es an!
Es ist leicht, offene Computeraufgaben zu finden
CAS ermdglichen auch gebietstibergreifende Unterrichtssequenzen

Die neue Schilerrolle: Die Freiheit geniel3en — eigenstandig arbeiten, aber auch kooperieren
(sich z.B. bei der Computerarbeit austauschen) - mit CAS prasentieren dirfen

Ihre neue Lehrerrolle: Der Lehrer als Unterrichtsmanager
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Sammlung von CAS-Beispielen in diesem Buch

Fachinhalt Zusammenhang, Thema Klassenstufe, Seite
Kurs
Ableitung von y = In(x) zeichnen Families, 3 Versionen Sek.2, Analysis 104
/berechnen
Ableitung, d(a*x"2,x) , Grenzwert White-Box Sek.2, Analysis 49
Ableitungsfunktionen, Differenzenquo- | Unterrichtssequenz Sek.2, Analysis 21
tienten, Graphen
Ableitungskurven, Parameterdarstel- Animation Sek.1, 2 70
lung
Abstandsbaustein Stundenentwurf Sek.1 113
Abstandsberechnung Bausteindefinition Sek.1, 2 108
Abstandsberechnung, Punkt-Graphen | Baustein Sek. 2 111, 230
Abstandsproblem, Punkt viele Kurven | Modellierung, Projekt Sek.2, Analysis 116f
Achsenspiegelung, auch Berechnung | Animation Sek.2, Abb. Ge- 78
der Abb.Gleichung om.
Astroiden Lehrplanthema, Parame- Sek.2, Analysis 191
terd.
Bausteine, ausgewahlte Bausteinkiste Sek.1, 2 130
Binomische Formeln Neue Sicht auf Lehrplan Sek.1 174
Differenzenquotient, Grenzwert Neue Sicht auf Lehrplan Sek.1, 2, Analysis | 175
Differenzenquotient, Ableitung von Visualisierung, Animation Sek.2, Analysis 34
y = In(x)
Differenzenquotienten, Graphen Families, Kurvenscharen Sek.2, Analysis 37
Differenzenquotienten-Graphen, di- Neue Sicht auf Lehrplan Sek.2, Analysis 173
verse
Differenzieren Mindeskompetenzen Sek.2, Analysis 46
Dreiecksteilpunkte Programmieren, Animation | Sek.2, Analysis 126
e-Funktionen Klausuraufgabe, mit und Sek.2, Analysis 208f
ohne CAS
Ellipse, Drehstreckung, Rekursion Visualisierung, Animation Sek.2, Abb. Ge- 76
om.
Flacheninhaltsberechnung Programmieren Sek.2, Analysis 122
Folgen 0 -1 Programmieren Sek.2 123
Foto, mathematische Spuren legen M auf Bildern Sek.1, 39
Fotos Families Sek.2 84, 85
Fotos, Bilder M auf Bildern Sek.1, 2 163f,
170
Fotos, Bildersammlung M auf Bildern Sek.1, 2 40
Gartenexkursion Modellieren, Projekt, Para- | Sek.2, Analysis 142f
meterdarstellung
Gerade, Punkt Abitur mindlich Sek.2 239
Geraden Experimentieren Sek.1 177
Geradenbaustein, gerade(x,m,n), Black-Box Sek.1, 2 51
Funktionsaufrufe
Geradenbuschel Bausteindefinition Sek.1 108
Geradenmuster erzeugen Einfihrungsstunde in CAS | Sek.1 12
Geradenschar, Gerade, Lagebezie- Rechenkompetenz Sek.2, A- 62
hungen nal.Geom.
Geradenschar, Sinusschar Families Sek.2, Analysis 83
Geradenscharen, 2 Scharen schnei- Families, math. Aufsatz, Sek.1 86
den sich Bewertung
Geradenschnittpunkte Black-Box, 3 Lésungen Sek.1, 2 51
Glaser Families Sek.1, 2, Analysis | 99
Gleichung, solve White-Box, Black-Box Sek.1 24
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Fachinhalt, Thema Zusammenhang, Thema Klassenstufe, Seite
Kurs
Gleichungen Grundregeln fiir Gleichun- Sek.1 25
gen
Gleichungen, solve Unterrichtssituationen Sek.1 55
Graphen Families Sek.2, Analysis 93
Graphen-Family Visualisierung Sek.1, 2 68
Heron-Verfahren Lésungsvielfalt Sek.1, 2 220
Kacheln Experimentieren, Nachkon- | Sek.1, 2, Analysis | 185
struieren
Kalkile Grundregeln, Black-Box Sek.2, Analysis 60
Kardioiden Families Sek.2 93
Kreis Visualisierung, Abbildung Sek.1, 2, Abb. 76
mit Matrix Geometrie
Kreis mehrfach drehen Experimentieren Sek.2, 178
Abb.Geom.
Kreise Einfihrungsstunde in CAS | Sek.1, 2 18
Kreise durch einen Punkte, Parame- Families Sek.1, 2 89
terdarstellung
Kreise, Kirchenornament Abitur mindlich Sek.2 240
Kreisornament, Kirche M auf Bildern Sek.2, Analysis 168f
Kreisscharen, Targitter Arbeitsbogen Sek.2, Analysis 20
Kunstbild — Sinus, Kreise, Zufallszah- | Einflihrungsstunde in CAS | Sek.2, Analysis 14
len mit DERIVE
Kunstbild — Sinus, Kreise, Zufallszah- | Einflihrungsstunde in CAS | Sek.2, Analysis 16
len mit TI-Nspire
Kunstbild, sin, Kreise, Zufallszahlen Modellbildung Sek.2, Analysis 38
Kurven Family Sek.1, 2 103
Kurvendiskussion, graphisch- Animation Sek.1, 2, Analysis | 71
automatisch
Kurvenscharen vergleichen, Sinus Vergleiche durchfiihren Sek.2, Analysis 101
Landschaft Abitur mindlich
LGS Klassenarbeit Sek.1 204f
LGS mit CAS Grundregeln, Black-Box Sek.1, 2, Lin.Alg. | 54
LGS mit CAS und ohne CAS Grundregeln, Black-Box Sek.1, 2, Lin.Alg. | 57
LGS mit glatten Lésungen Hausaufgaben, Lésungs- Sek.1, 2, Lin.Alg. | 218, 222
vielfalt
Logos Modellieren, Projekt Sek.2, Analysis 138f
Magische Quadrate Forschen, entdecken, be- Sek.2, Lin.Alg. 179f
weisen
Markow-Ketten, Maschineniberwa- Modellieren, Projekt Sek.2, Stochastik, | 153f
chung Lin.Alg.
Marktforschung Programmieren, Iteration Sek.2, Stochastik | 123
Matrix, (2,2) Experimentieren Sek.1, 2, 177
Abb.Geom.
Matrizen, Durerquadrate Komplexe CAS-Aufgabe Sek.2, Lin.Alg. 200
Matrizen, Skatabrechnung Rechenkompetenz Sek.2, Lin.Alg. 65
Matrizenmultiplikation, mag. Quadrate | Arbeitsblatt Sek.1, 2, Lin.Alg. | 181
Muster entdecken Zoomen, vergrofern, ver- Sek.1, 2 100
kleinern
Parabel Term, Tabelle, Graph Sek.1 32
Parabel, Drehen, Verschieben Visualisierung, Abbildungs- | Sek.1, 2 74
geometrie
Parabel, Umkehrung Visualisierung, Abbildungs- | Sek.1, 2 74
geometrie
Parabel, Umkehrung, Parameterdar- Animation Sek.1, 2 70
stellung
Parabelbaustein Bausteinanalyse Sek.1, 2 109
Parabelberge Families Sek.1, 2 95
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Fachinhalt, Thema Zusammenhang, Thema Klassenstufe, Seite
Kurs

Parabeln, Parabelbaustein Arbeiten mit Modulen, Vi- Sek.1, 2 35
sualisierung

Parameterdarstellungen Lehrplanthema Sek.1, 2 186f.

Primzahl Experimentieren Sek.1 184

Quadratische Gleichungen Mindeskompetenz Sek.1 56

Regression, Reichstagskuppel M auf Bildern Sek.2, Analysis 167f

Sinuskurve drehen Abbildungsgeometrie mit Sek.2, Lin.Alg. 202
CAS, Matrizen

Sinusscharen Moire Sek.2 237

Tangente an Kugel Klausuraufgabe, Dokumen- | Sek.2, A- 223
tation na.Geom.

Terme, Rechenkompetenz Zentralabitur mit CAS Sek.2, Abitur 61

Trapez-Baustein Modellieren, Projekt Sek.1 147f

Trapeze Programmieren Sek.2, Analysis 123

Wiirfelzahlen Programmieren Sek.1, 2 122

Zufallszahlen Baustein Sek.1, 2, Sto- 111

chastik

Zufallszahlen, Simulation Families Sek.2, Stochastik | 93

Zykloide Lehrplanthema, Parame- Sek.2, Analysis 192f
terd.
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Sachverzeichnis

Begriff Seite
Abbildungsgeometrie 202f

Abitur miindlich mit CAS 238f
Abstandsbaustein 111
Abstandsbaustein Stundenentwurf Sek.1 113
Abstandsbaustein, Projekt im LK 116f
Abstandsberechnung 71
Achsenspiegelung 78f,
Allgemeine mathematische Kompetenzen 6
Animation (Visualisierung) 33, 66ff, 69,
ANIMATO 82, 127
Astroide 191f
Aufgabentypen, Analyse, Entwurf 231f
Auswirkungen von Computereinsatz 9
Balkongitter 84
Bausteinanalyse 51, 109, 152
Bausteindreieck 235
Bausteine kennenlernen 110
Bausteinkisten 130f

Bilder mit Mathematik 164f
Bilderaufgaben 171
Binomische Formeln 174
Black-Box (White-Box) 24, 41, 441f,
Burano 39
CAS-Schulcurriculum, Empfehlungen 251f
Differenzenquotient 21f, 34, 37, 173,
Dokumentation von CAS-Arbeit 223ff
Dokumentation von Rechnerbefehlen 224
Drehstreckung 76
Direrqudrate, CAS-Aufgabe 200
e-Funktionen, Aufgabe 208f
Entdeckungsreisen, Primzahlen, Kacheln 184
Erfolgserlebnisse im Computereinsatz 27

Erste Computerstunde 11, 14, 16, 18
Exkursion im Garten 142ff
Experimentelles Arbeiten 38
Experimentieren lassen 176ff
Experimentieren mit (2,2)-Matrix 177f
Experimentieren mit Geraden 177
Experimentieren mit magischen Quadraten 179f
Families 37, 83ff
Fehler im Computereinsatz 26
Flacheninhaltsberechnung 122

Folgen 0-1 123

Fotos fir den MU 39, 40, 170
Geradenbaustein 51
Geradenmuster 12
Geradenscharen 86

Glaser 85
Golfbélle 85
Grey-Box 50
Grundregeln fir Gleichungen 25, 54, 57, 58
Grundregeln fir Kalkile 60
Handrechnung und CAS 41, 441f
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Begriff Seite
Hausarbeiten mit CAS 216f
Heron-Verfahren 220f
Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen 74
Hintergrundbilder 166
Kacheln 146
Kalkule 60
Kardioide, schon in Klasse 7 188
Kardioiden 93
Kirchenornament 165, 168
Klassenarbeiten mit CAS erstellen 204ff
Klausuraufgabe mit und ohne CAS, kommentiert | 208f
Klausuraufgabe, Ana. Geom., Dokumentation 223
Klausuren mit CAS erstellen 204ff
Kompetenz der Lehrperson 42
Konstruktion von CAS-Aufgaben, Schema 211
Kreisabbildung 75,178
Kreise 18, 90f
Kunst am Wohnhaus 219
Kunstbild 14, 16
Kurvendiskussion 71f
Lehrplan, Randthemen 185f
Lehrplanstruktur 41, 251
Leitideen 6

LGS 159f
LGS konstruieren 222
LGS mit CAS, Arbeitsbogen 218
Lineare Algebra, Kurs 197f
In(x) 34, 104
Logos entwerfen 138ff
Lésungsvielfalt 220f
Magische Quadrate 179ff
Markow-Ketten 125, 153ff
Marktforschung 123
Maschinenibewachung 153ff
Mathematik auf Bildern 39, 163ff
Mathematische Objekte entdecken 165f
Matrizen 64, 74f, 123, 153ff, 179ff, 197f, 200f
Mindestkompetenzen 45ff
Modellbildung 38
Modellieren mit CAS-Hilfe 133ff
Module (Bausteine) 35, 107ff
Moire 83, 237
Museumsdecke 84
Nachhaltige langfristige Konzepte 31ff
Nachhaltigkeit 1, 28ff
Ordnen 971,
Parabelbaustein 35, 109
Parabelberge 95
Parameterdarstellungen 18, 91, 186ff
Parametergleichung Astroide 190
Parametergleichung Gerade 189
Problemlésen mit Bausteinen 53
Programmieren im MU 120ff
Programmieren mit ANIMATO 127
Projekt Maschineniberwachung 153ff
Projekt, Trapeze 147ff
Projekte mit CAS 126, 133ff
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Begriff Seite
Projekte, Lehrerrolle, Schillerrolle 137
Projekte, Phasenmodell 134
Projekte, Produktorientierung 136
Projekte, Teamfahigkeit 135
Projekiziele 135
Rechenknecht 61f
Regression 167
Reichstagskuppel 167f
Rekonstruktion von Bildern 166
Rekursion 126
Schiileraussagen 29, 112,
Schilerbearbeitungen 87f
Simultanes Zeichnen 71
Solve 55, 59, 151
Spuren legen auf Bildern 39
Steigungsdreieck 21
Szenarien fir Mathematikunterricht 8

Teller 92
Term, Graph, Tabelle, Text 32
Tipps und Tricks 10
Trapezbaustein 147ff
Trapeze 123
Targitter 20
Uberlagerung von Kurven 83
Umkehrfunktion 190

Unterricht, konkret — Stunden, Sequenzen

Kapitel 1.2-1.3-6.2-6.3-7.3-7.4-7.5-9.3.3

Unterrichtsgewohnheiten

7

Vergleichen 101f,
Visualisierung (Animation) 33, 66ff
Wappen 85
Werkstlickformen 85
Werkzeugcontainer, WKV 13
Werkzeugkompetenzen 242ff
Waiirfelzahlen 122
Zeiteinschatzung bei CAS-Arbeit 215
Zentralabitur 172
Zentralabitur, im Bannkreis — Vortragsfassung 227ff
Zoomen 100
Zufallszahlen 93f,
Zykloide, Abituraufgabe 192f
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