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Schwerpunkt: Parameterdarstellungen [x(t), y(t)] in der Sekundarstufe 1

Bei den einzelnen Beitrdgen wird auf das Nennen von Autorennamen verzichtet, da stets alle Mitglieder des
Arbeitskreises beteiligt sind. Die Mitglieder des T3-Arbeitskreises ,,Parametric* (T3 — teacher teaching with
technology, Universitit Miinster) sind:

Beate Arand - Thiiringen

Dr. Ulrich Déring - Berlin

Giinter Dreeflen-Meyer — Berlin

Lutz Geist - Berlin

Thomas Klietsch - Berlin

Cordula Kollotschek - Berlin

Dr. Hubert Langlotz — Thiiringen

Dr. Eberhard Lehmann - Berlin, Leitung
Martin Naumann — Brandenburg

Verantwortlich: Eberhard Lehmann o o des

Thementeil

1. Vorwort: Uberblick iiber die Unterrichtseinheiten und theoretische Uberlegungen

2. Grundsatzartikel: Unterricht mit Parameterdarstellungen [x(t), y(t)] in der Sekundarstufe I

3. Theoretischer Hintergrund: Funktionsbegriff im Zusammenhang mit Parameterdarstellungen
4. Parameterdarstellungen eines Smiley mit unterschiedlicher Software

5. Klasse 6, 7 Vorbereitung von Parameter-Darstellungen schon in Klasse 6/7
Koordinaten, Gitterpunkte und Spiegelungen

6. Klasse 8 Zwei Schiffe begegnen sich, Version 1
Einfiihrungsaufgabe fiir ,,Geraden in Parameterform
7. Klasse 8 Zwei Schiffe begegnen sich, Version 2
Einfiihrungsaufgabe fiir ,,Geraden in Parameterform*
8. Klasse 9 Parabeln in Parameterdarstellung — waagerechter und schiefer Wurf
9. Klasse 9 Vom Haus des Nikolaus und dessen Achsenspiegelung zur Parameterdarstellung von

Kurven und deren Umkehrungen

10. Klasse 10 Einfiilhrung der Parameterdarstellung des Kreises

11. Klasse 10 Konstruktion der Graphen trigonometrischer Funktionen aus dem Einheitskreis
Riesenrad

12. Klasse 7— 10 Exkurs: Zufallspunkte und Parameterdarstellungen

13. Klasse 8 — 10 Exkurs: Mathematik mit Parameterdarstellungen auf Bildern
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1 - Vorwort

Einige Kollegen' nutzen schon lange die besonderen Moglichkeiten von Parameterdarstellungen [x(t), y(t)] in
der Sekundarstufe IT und betrachten Astroiden, Rollkurven, Kardioiden usw. in interessanten Problemen, die
man mit der iiblichen Darstellung y = f(x) nicht bearbeiten kann. Diese Ansétze stehen meist auflerhalb der
géngigen Lehrplidne der Sekundarstufe II - erst recht der Sekundarstufe I - und werden deshalb von den meisten
Lehrern abgelehnt oder als zu schwer realisierbar eingestuft.

Durch Computereinsatz oder den graphischer Taschenrechner gibt es nun jedoch ganz neue Ansdtze fiir
Parameterdarstellungen. Die Option ,parametric wird in Computeralgebrasystemen und dynamischer
Geometriesoftware wie z. B. Derive, Voyage 200, TI-Nspire™'CAS, ANIMATO, GeoGebra usw. angeboten.
Die Option wird aber sehr wenig benutzt, obwohl sie sehr groBe Moglichkeiten fiir den Unterricht bietet.

Diese Ausgangslage war 2008 der Hauptgrund fiir die Einrichtung des Arbeitskreises ,,Parametric* im Rahmen
des Lehrerfortbildungsprojekts T3-Miinster, gedacht fiir eine herausfordernde Arbeit und Weiterbildung von T3-
Referenten. Der Arbeitskreis legt nun in diesem MU-Heft konkrete Arbeitsergebnisse vor, die zeigen, dass die
Verwendung von Parameterdarstellungen schon in der Sekundarstufe I moglich, ja sogar wiinschenswert ist.
Wir legen Wert darauf zu betonen, dass es sich dabei nicht um besondere Extrathemen auB3erhalb des normalen
Unterrichts handeln soll, sondern um integrative Bestandteile, die die tibliche Vorgehensweise bei Funktionen
erginzt und erweitert.

Diese Grundidee wird an einigen konkreten Unterrichtseinheiten nachgewiesen. Der géngige Unterricht braucht
interessantes und herausforderndes Ubungsmaterial! Insbesondere hier liegen FEinsatzmoglichkeiten von
Parameterdarstellungen.

In dem Heft werden mehrere Einstiegsmoglichkeiten in die Thematik angeboten, die in verschiedenen
Klassenstufen von Klasse 7 bis Klasse 10 durchgefiihrt werden koénnen. Wir beschrinken uns auf die
Sekundarstufe I, weil fiir die Oberstufe in den vergangenen Jahren zahlreiche Beitrage verdffentlicht sind (siche
u. a. Steinberg, Schupp).

Zu den Beitrdgen: Nach einem Grundsatzartikel (Beitrag 2) zum Heftthema und einer Einordnung in
innermathematische Zusammenhénge werden einige der im Grundsatzartikel angesprochenen Aspekte detailliert
aufgegriffen. Abbildung 1.1 zeigt Konzeptionen zur unterrichtlichen Vorgehensweise in den einzelnen
Klassenstufen.

Erliuterung der Abbildung

In Spalte 1 werden ausgewihlte Einstiegsmoglichkeiten in Parameterdarstellungen fiir die jeweilige Klassenstufe
(das ist abhéngig vom Lehrplan) genannt und in konkreten Unterrichtssequenzen dargestellt. Entschliet man
sich beispielsweise fiir die Einfiihrung in Klasse 8 (Schiffskollision), werden die spéter vorgeschlagenen Themen
Fortsetzungen (horizontal lesen) und konnen auf den Vorgéngersequenzen aufbauen, also ggf. durchaus
anspruchsvoller realisiert werden. Selbstverstiandlich konnen noch weitere Sequenzen eingeschoben werden.

! Personenbezeichnungen gelten fiir beide Geschlechter.
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Unterrichtseinheiten
Fortfihrung | Fortfilhrung | Fortfilhrung | Fortfilhrung | Fortfithrun | Fortfithrun
Die Einfithrung g g
von PD
[x(t), (O]
Einstieg in Klasse
mit dem Thema
Beitrag 5 Beitriige 6,7 | Beitrag 9 Beitrag 8 Beitrag 10 Beitrag 11 | Beitrag 12
Klasse 6/7 Klasse 8 Klasse 9 Klasse 9 UE | Klasse 10 Klasse 10 | K17-10
Koordinaten, UE - UE - -Parabel UE UE Zufalls-
Gitterpunkte und Geraden Umkehr- (Versorgung | Einheitskreis | Riesenrad | punkte
Spiegelungen Schiffskollisi | funktion s-flug) und
on (Haus des Parameterd
Version 1 Nikolaus / arstel-lung
oder Geraden, oder auch
Version 2 Strecken, Beitrag 13
Parabeln)
Beitrag 6,7 Beitrag 9 Beitrag 8 Beitrag 10 Beitrag 11 Beitrag 12 | Beitrag 13
Klasse 8 Klasse 9 Klasse 9 Klasse 10 Klasse 10 K17-10 K17-10
UE - Geraden UE Umkehr- | UE Parabel | UE UE Zufallspun | Parameterd
Schiffskollision funktion (Versorgung | Einheitskreis | Riesenrad kte ar-
Version 1 (Haus des sflug) und stellungen
oder Nikolaus / Parameterd | auf Bildern
Version 2 Geraden, ar-stellung
Strecken,
Parabeln)
Beitrag 9 Beitrag 8 Beitrag 10 Beitrag 11 Beitrag 12 Beitrag 13
Klasse 9 Klasse 9 Klasse 10 Klasse10 K17-10 K17-10
Umkehrfunktion UE-Parabel UE UE Zufallspunkt | Parameterd
(Haus des Nikolaus/ | (Versorgungs | Einheitskreis | Riesenrad e ar-
Geraden, Strecken flug) und stellungen
Parabeln Parameterda | auf Bildern
r-stellung
Beitrag 10 Beitrag 11 Beitrag 12 Beitrag 13
Klasse 10 Klasse 10 K17-10 K17-10
Einheitskreis, UE Zufallspunkt | Parameterda
Kreispunkte Riesenrad e r-stellungen
[sin(t), cos(t)] und auf Bildern
Parameterda
r-stellung

Beispiele zur
Sekundarstufe 11
werden in dem Heft
nicht betrachtet.

Abb. 1.1: Parameterdarstellungen in verschiedenen Klassenstufen, PD = Parameterdarstellung,
UE = Unterrichtseinheit

In welchem Zusammenhang stehen Parameterdarstellungen zu dem {iiblichen Funktionsbegriff? Dieser Frage
wird in Beitrag 3 nachgegangen. Ohne passende Software sind die folgenden Beitrige dieses Heftes nicht oder
nur eingeschrdnkt umsetzbar. Am Beispiel eines Smiley wird aufgezeigt,
unterschiedlicher Software hédufig recht dhnlich sind (Beitrag 4).

dass die Losungen bei

© T3-Arbeitskreis Parametric
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Die konkreten Unterrichtsbeispiele beginnen fiir die Klassenstufen 6/7 mit einer Hinfiihrung zu
Parameterdarstellungen anhand der Darstellung von Punktmustern und Spiegelungen (Beitrag 5). Die Beitrdge 6
und 7 benutzen ein bekanntes Begegnungsproblem, um in Klasse 8 Parameterdarstellungen ein- oder
fortzufithren. Hier werden 2 Versionen unterschiedlichen Komplexititsgrades angeboten. Der
,Versorgungsflug® im Beitrag 8 fiihrt zu Parameterdarstellungen von Parabeln (Klasse 9). Eine sehr
iiberzeugende Nutzung von Parameterdarstellungen ist die einfache Umkehrung von Funktions- oder
Relationsgraphen. Dies wird in Beitrag 9 gezeigt.

In Klasse 10 kann man die Sinusfunktion und Kosinusfunktion benutzen, um Kreise in Parameterdarstellung zu
erzeugen (Beitrag 10). Umgekehrt lassen sich aus dem Einheitskreis die Graphen von (modifizierten) Sinus-
bzw. Kosinusfunktionen erzeugen (Riesenrad, Beitrag 11). Kreise in beliebiger Lage zeichnet man mit
Parameterdarstellungen viel einfacher als mit Wurzeltermen.

Zu tiberraschenden Ansétzen aus Mathematik und Kunst fithrt in Beitrag 12 die Deutung von ,,Zufallspunkten*
und von Transformationen dieser Punkte als Parameterdarstellung. Hier ist ein Einsatz in verschiedenen
Klassenstufen moglich. Ein weiterer Exkurs (Beitrag 13) an der Schnittstelle zwischen den Sekundarstufen I und
IT zeigt, wie man mit Parameterdarstellungen auf Hintergrundbildern (Briicke, Mosaik, Blumen) zeichnen kann.
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2 - Unterricht mit Parameterdarstellungen [x(t), y(t)] in der Sekundarstufe 1

In der Regel erfolgt die erste Begegnung mit Parameterdarstellungen (PD) recht spdt in der vektoriellen
Analytischen Geometrie (Geradengleichung). Viele Aspekte sprechen jedoch dafiir, schon in der
Sekundarstufe 1 in PD einzufiihren. Leider werden die aus einer Einfiihrung erwachsenen Moglichkeiten noch in
kaum einem Lehrplan zur Kenntnis genommen. Der Arbeitskreis ,,Parametric® (mit Referenten und
Referentinnen des Projekts T3-Deutschland, Universitit Miinster) hat sich seit 2008 mit dem Thema befasst und
legt in diesem MU-Heft einige seiner Arbeitsergebnisse vor. Der englischsprachige Begriff ,,parametric” weist
darauf hin, dass in Computeralgebrasystemen und mathematischer Software die parametrische Darstellung von
Kurven in der Regel zur Verfiigung steht.

In diesem Beitrag werden einige Stationen auf dem Weg der Einbeziehung von Parameterdarstellungen in den
Mathematikunterricht der Sekundarstufe 1 in einem Schnelldurchgang mit einem Bezug zum Rahmenlehrplan
vorgestellt. Detaillierte Darstellungen finden sich dann in den konkreten Unterrichtsbeispielen anderer Beitrdge
dieses Hefts.

Hier wird mit einem einfachen Beispiel zur Anwendung des Grafiktyps ,,Parametrisch* begonnen — es konnte in
Klasse 8 angesiedelt sein.

Beispiel 1 — Koordinatensystem, achsenparallele Gitterlinien

Problemstellung (etwa in Klasse 8 beim Thema ,,Geraden® moglich oder schon vorher)
Wie kann man ein Koordinatensystem mit seinen Gitterlinien mit einem CAS erzeugen?
Eine Bearbeitung mit dem Taschencomputer Voyage200 kdnnte so aussehen:

1 Fevr | Fx | F4 T FE™ T FE™ [F7 T 1 Fex | _FF [F4 P57 FET EN
- E Zoaon|Trace|Regraph|Math|Draw|« ‘;9 - E Zoom|Edit] ~ ALY [Stylels s T ]
SFLOTE -
. o “xt15=t

“yt.lv=gitterli
“wt18=gitterli
gt 1 8=t

s |
xE19CL D=
FAIN ERD AUT FRE FAIN ERD AUTO FRE
Abb. 2.1 Abb. 2.2
Dabei ist gitterli = {-10,-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
L ] Der hier gewéhlte Bearbeitungsweg geht aus den
tmin Bildschirmabdrucken hervor. Dabei werden die
%Efﬁ;i: Parallelen zur x-Achse gezeichnet, erst eine, dann
anin 1z viele — siehe xt17, yt17. Dann werden x und y
peelzly vertauscht, ggf. auf Tipp des Lehrers — siche xt18,
gmaxsy- yt18. Auf diese Weise kénnen die Schiiler erstmals die
Parameterdarstellung kennen lernen.
FAIN ERD AUTO FRE
Abb. 2.3

Die Parameterdarstellung bietet in dieser und anderen Aufgabenstellungen den Vorteil, Umkehrgraphen
zeichnen zu kénnen auch ohne deren Terme zu kennen. Dabei werden ,,x und y vertauscht* — so wird es auch oft
bei der Einfiihrung von Umkehrfunktionen in Klasse 9 gelehrt.

6 © T3-Arbeitskreis Parametric
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Beispiel 2 - Zum Vergleich, Wurzeldarstellung und Parameterdarstellung des Kreises

» ps| lps| 4 22 g4 g5 s 642 [
|

Abb. 2.4 Abb. 2.5

2: x,sqrt(1-x2), x aus [-1,1], 18 Werte Hier sieht man die Parameterdarstellung.

£3: x,-sqrt(1-x"2) x aus [-1,1], 18 Werte fl: cos(t),sin(t)  taus [0, 6.28], 36 Werte
f4: x,sqrt(1-x*2),0,0  Radien zu 2 f6: cos(t),sin(t),0,0 Radien zu f1

f5: x,-sqrt(1-x*2),0,0  Radien zu 3

Die punktweise Entstehung des Kreises mit f2 und f3 in der Wurzeldarstellung fiihrt zu 36 sehr ungleich
verteilten Punkten (18+18 Werte). Dagegen liefert die Parameterdarstellung 36 gleichmiiflig verteilte
Kreispunkte.

Beispiel 3 — Zeitabhiingige Bewegungen
Wir betrachten das Bild ,,Himmels-
geraden®. Vier Flugzeuge sind am
Himmel iiber uns hinweg geflogen.
— Woran erkennt man die Abhéngig-
keit der Bewegung von der Zeit?
Wie kann man die Zusammenhinge
durch Terme erfassen?

Offenbar ist das unter Verwendung
der tiblichen Geradendarstellung

y = m* X +n nicht moglich. Die vier

Kondensstreifen-Geraden sollten
sich im Interesse der
Flugzeuginsassen wohl besser nicht
schneiden! - Aber mit
Parameterdarstellungen der Geraden
findet man eine sinnvolle
Modellierung (siche Beitrag 6).

Abb. 2.6
Nach diesen einfiihrenden Beispielen folgen nun einige grundsitzliche Uberlegungen zu Parameterdarstellungen
in der Sekundarstufe 1.

Welche Griinde sprechen dafiir, Parameterdarstellungen bereits in der Sekundarstufe 1 zu beriick-
sichtigen? - Dabei gehen die Uberlegungen des Arbeitskreises davon aus, Parameterdarstellungen in der
Regel nicht als gesonderte oder zusétzliche Themen in den Lehrplan der Sekundarstufe 1 (Gymnasium)
aufzunehmen, sondern integriert in die ohnehin vorgesehenen Lehrplaninhalte zu behandeln.

. Der Rechnereinsatz macht es moglich! (Siehe Abb. 2.7).
. Mit der Einbeziehung von ,,Parametrisch* wird die einseitige Ausrichtung des Mathematikunterrichts
auf Funktionen der Form y = f(x) aufgebrochen.
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— Hier siecht man den Befehl ,,Parametrisch® des
| my E\ @ Computeralgebrasystems TI-Nspire MCAS.

Funktion zur Dynamischen Geometrie vorhanden, wie

. wiech GeoGebra oder GeoneXt..
arametrisc

Faolar

Streu—Flot

Entsprechende Befehle sind aber auch in der Software

Abb. 2.7

e Jede ,klassische” Funktion mit y = f(x) lésst sich auch parametrisch darstellen, umgekehrt aber nicht!

x1(f)=t
v(1)=0.4

g5

¥

Abbildung 2.8 zeigt, wie man gleichzeitig
Graphen zur Gleichung y = f(x) und
Graphen in Parameterdarstellung [x(t), y(t)]
auf einem Bildschirm sammeln und z.B.
vergleichen kann.

Das ergibt neue didaktisch-methodische
fli)=sinlx) Moglichkeiten. Mit Hilfe des Definitions-
bereiches fiir den Parameter t kann man

Parametrischer Graph x1,y1

()

die Parametergraphen auch noch auf

einfache Weise beeinflussen.

wali)=t Beispielsweise wurde in Abbildung 2.8
J=-0.4+1 fiir [x2(t), y2(t)] t von -2 bis 6.28 gewihlt.

Damit entsteht eine Strecke.

x2(1)=t
y2(1)=-0.4-¢
-251<6.28 tstep=0.13

A

Abb. 2.8

. Bei diesen Uberlegungen kommt auch der Definitionsbereich mehr in den Fokus der Schiiler, da sie
beispielsweise mit den gleichen Termen leicht von Geraden zu Strecken, von Kreisen zu Viertelkreisen

usw. iibergehen konnen.

. Mit diesen Ansiitzen ergibt sich ein einfacher Ubergang von der iiblichen x,y-Darstellung zur
Parameterdarstellung [x(t), y(t)]. Anfangs wahlt man x(t) = t und nachfolgend kénnen dann fiir x(t) auch
andere Terme als t gewéhlt und untersucht werden. Nahere theoretische Erléduterungen dazu finden Sie im

Beitrag 3.

. Mit Parameterdarstellungen kann der Vorrat zur Modellierung von Sachverhalten wesentlich erweitert
werden. (siche Beispiel 6). Weitere Beispiele bringen die anderen Beitrdge dieses Heftes.

. Bei Umkehrfunktionen lernen die Schiiler bekanntlich ,,vertausche x und y*“. Gerade das geht in

Parameterdarstellung sehr gut — und zwar ohne rechnerische Umformungen. Aus dem Graphen [x(t), y(t)]
wird einfach [y(t), x(t)]. Damit kann der Umkehrgraph — ohne den umgeformten Term zu kennen —
sofort gezeichnet werden. Damit ist dann auch eine exakte Rechnung motiviert, die aber mdglicherweise
gar nicht oder nur schwer durchfiihrbar ist.

© T3-Arbeitskreis Parametric
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Beispiel 4 — Umkehrgraphen

x1(t)=t
v1()=0.3-£2
-8<t<8 istep=0.13
x2(t)=y1(z)
y2(r)=x1(s]
-8<¢=8 fstep=0.13
x3(r)=1
y3(r)=cos(:)
0<¢<6.28 rsiep=0.13
X4(r)=cos(.r)
va(s)=t
0<¢<6.28 tsrep=0.13
xﬁ(f)=

] v5(1)=

Al t)=t —
30’556 28 rep0 12 0<¢<6.28 tstep=0.13
Abb. 2.9a Abb. 2.9b

»

Mit dem Ansatz filir die Zeichnung von Umkehrrelationen kann man nun verschiedene schwer erscheinende
Aufgaben leicht bearbeiten.

Aufgabe (z.B. als Ubung im Umgang mit Sinusfunktionen): Erstellen sie das gegebene Muster.

{x1 (1):sin(r)
{)Q(i):sm(t)*l gt [x?(f)=sin(l)+l
v2li)=t 3(d)=t
0,
S
”‘ %
, %,
Al
“ 4
‘ ‘ A
e o
’ S
Hlx)=sinlck{-4-3-2-1,01,234} A

Abb. 2.10 Abb. 2.11
Das gegebene Muster wird erzeugt mit

g v Losung:
fl: t, sin(t)+u und f2: sin(t)+u,t .

a) mit Grafiktyp ,,Funktion* und
b) mit Grafiktyp ,,Parametrisch® (Senkrechte)

. Parameterdarstellungen sind sehr vielseitig verwendbar — unter Anwendungsaspekten, aber auch unter
innermathematischen Fragestellungen.
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Beispiel 5 - Kreis-Abkéommlinge

MIIIQBJI g

x2(t)=
2l

0<r<6.28 tstep=0.13

Abb. 2.12: Einheitskreis

In Klasse 10 bietet die Einfithrung der trigonometrischen Funktionen eine weitere Gelegenheit in
Parameterdarstellungen einzufiihren. Ankniipfungspunkt in Klasse 10 ist der Einheitskreis, der ja bei der
Einfiilhrung der Winkelfunktionen eine wichtige Rolle spielt. Dabei wird im Unterricht hdufig die Gelegenheit
verpasst, zu erarbeiten, dass jeder Punkt auf dem Einheitskreis die Koordinaten x(t) = cos(t) und y(t) = sin(t) hat
(siche Abbildung 2.12).

Es ist nun naheliegend nach anderen Kreisen zu fragen, etwa nach einer ,,SchieBscheibe* und mit dem CAS
diverse weitere Variationen vorzunehmen. Dazu benutzt man letztlich Terme der Form

x(t,a,b) = a*cos(t) + b und y(t,a,b) = a*sin(t) + b und erprobt zum Beispiel [x(t, 2,1), y(2t,2,2)].

Dabei erschlie3t sich eine neue Kurvenwelt von grofier Vielfalt.

Beispiel 6 — Entwurf einer Bettdecke
Hier soll von einem Designer eine Smiley-Bettdecke
fiir ein Kinderzimmer entworfen werden.

Unter den vielen Moglichkeiten wurde hier gewéhlt:
f1: cos(t)+u, sin(t)+v Smiley-Kreise
2: 0.1*cos(t)+0.4+u,0.1sin(t)+0.5+v Augen

3: 0.1*cos(t)-0.4+u,0.1sin(t)+0.5+v  Augen
Definitionsbereiche fiir f1,£2,13:

t aus 0 bis 2pi, Anzahl 72,

u aus -5 bis 5 Schrittweite 2,

v aus -3 bis 3 Schrittweite 2

BOHHO;
GEEHE
G305

©)

(CXO)

e@ f4: 0.4*cos(t)+u,0.4*sin(t)-0.1+v Smiley-Mund
t von pi bis 2pi, u und v wie oben
8:-7,-5,7,-5,7,5,-7,5,-7,-5 Umrandung
der Decke

Abb. 2.13

Der Entwurf von Smileys und anderen Logos ist eine beliebte Aufgabenstellung, die die Schiller zu vielen
mathematischen Uberlegungen anregt.

. PD erschlieBen damit fiir die Schiiler eine vollig neue Mathe-Welt mit vielen, insbesondere auch
graphischen und dsthetischen Uberraschungen.
. Diese neue Mathe-Welt hat auch einen realen Bezug zur Physik. Die unten abgebildeten Lissajous-

Kurven entstehen z.B. bei der Uberlagerung zweier senkrecht zueinander stehender sinusformiger
Wechselspannungen, dargestellt mit einem Oszilloskop. Weiterhin kdnnen diese Kurven auch mit einem
Sandpendel erzeugt werden.

. Damit 6ffnet sich ein weites Feld von Variationsmoglichkeiten:
x(t) = t cos(3t) cos(2t) cos(3t) usw
y(t) = cos(t) 2sin(t) 2sin(t) t USW..

10
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376 3 ? Aufgabe:

Rechts neben den Graphen finden Sie die

Parameterdarstellungen. - Welche Terme

=cosl] gehoren zu welchen Graphen? Begriinden Sie
]

x1i)
Lﬂ(t):sin(: moglichst vielfiltig.
[)Q(f)=cos(3'f)
y2(i]=2'sin[i)
a2 x
-4.32 0.2 6.28
{X3[[)zco5(5'z)+2.2
g %% é ys(r)zg.sm(r)
{x4(i)=cos(7'!)72‘2
y4(f):2'sin(f)

x5(f)=
slil=
0=726.28 tstep=0.13

Abb. 2.14

>

Die Beispiele zeigen: Einer besonderen Unterrichtseinheit zu Parameterdarstellungen bedarf es nicht!
Bezogen auf den géngigen Unterricht zu trigonometrischen Funktionen kdnnen derartige Aufgaben mit
Parameterdarstellungen zum Beispiel als motivierende Ubungen eingesetzt werden.

Fiir das Verstéindnis von Parameterdarstellungen ist die Idee niitzlich, die schrittweise Entstehung des Graphen
zu [x(t), y(t)] aus den beiden Graphen [t, x(t)] und [t, y(t)] zu verfolgen. Zu diesem Ansatz wird hier eine
Animation fiir die Entstehung einer Ellipse aus den Graphen zu x(t) = 1.5*sin(t)+1 und y(t) = cos(t) gezeigt
(hier nur 4 Schnappschiisse der Animation).

Abb. 2.15: Die beiden Ausgangsgraphen Abb. 2.16: Ein Punkt wird konstruiert. £2(2.3) liefert
2: t, cos(t) und f1: t, 1.5sin(t)+1 werden gezeichnet. dessen x-Wert, f1(2.3) liefert dessen y-Wert.

.....

e

Abb. 2.17: Der Vorgang bei Bild 2 wird fiir viele Abb. 2.18: Die Animation (sie lduft zeitlich in kleinen
t-Werte wiederholt. Weitere Punkte des Bildgraphen Schritten ab und kann auch angehalten werden) liefert
entstehen. Die Ellipse wird sichtbar. das Endbild.

11
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Hier wurde das Animationsprogramm ANIMATO benutzt. Die verwendeten Terme, die je nach Entwurf
gleichzeitig oder nacheinander mit gleichen oder unterschiedlichen Definitionsbereichen aufgerufen werden
konnen, sind in diesem Fall:

fl: 1.5sin(a)+1 // y(a) Die Ausgangsgraphen f1 und 2

2: cos(a) // x(a)

4: (u),0,(u),fl(u) f4 diese Strecke wird neuer y-Wert

5: (u),0,(u),f2(u) f5 diese Strecke wird neuer x-Wert, siche anschlieBend f6
6: 0,0,2(u),0 f6 neuer x-Werte Bereich

7: 0,0,0,f1(u) f7 neuer y-Werte Bereich

f8: £2(u),fl(u) f8 Parameterdarstellung, Ellipse

f10: 2.3,0,2.3,f2(2.3) f10 dieser y-Wert von f2 wird der neue x-Wert der neuen Kurve, siche f11
f11: 0,0,f2(2.3),0 f11 Strecke fiir x-Wert der Ellipse zeichnen

f12: 2.3,0,2.3,f1(2.3) f12 dieser Wert von fl wird der neuer y-Wert

f13: £2(2.3),0,£2(2.3),f1(2.3) f13 Strecke fiir y-Wert der Ellipse

f14: £2(2.3),f1(2.3) f14 Ellipsenpunkt zeichnen

Von besonderer Bedeutung ist, dass die Ausgangsgraphen fl und {2 ggf. fiir die Animation anderer
Parameterdarstellungen hier leicht geéindert werden konnen. Weitere Anderungen sind nicht nétig, da spiter nur
Beziige auf f1 und 2 erfolgen. Insofern ist das ,,Programm® allgemein. Es lddt die Schiiler formlich zum
Erforschen anderer Graphen und Funktionen ein.

So ergibt sich mit Funktionen fl: sin(a)"3, f2: cos(a)"3 eine Astroide.

SN
& | %
~'>~ ~‘~
e Toad 3 4

| 4

\| 4

£

Abb. 2.19: Animation einer Astroide Abb. 2.20: Aus der Umwelt - Astroidenkacheln

Viele der Moglichkeiten fiir Parameterdarstellungen sind in Fachzeitschriften oder in einigen Schulbiichern fiir
die Sekundarstufe II dokumentiert. In Schulbiichern fiir die Sekundarstufe I findet man diese Ansétze jedoch
noch kaum. Beispielsweise gibt es in der Schulbuchreihe ,Neue Wege™ (Schroedel-Verlag) ab Klasse 8
gelegentlich auch Texte und Aufgabenstellungen zu Parameterdarstellungen, und damit werden die Schiiler
eingefiihrt in eine anderen Kurvenwelt.

Bereits in Klasse 7 konnen erste Betrachtungen und Vorbereitungen erfolgen. Beim Thema ,,Symmetrie konnen
im Koordinatensystem zur Winkelhalbierenden y = x symmetrisch liegende Punkte erzeugt werden, wie z.B.
A(3]4) und A“(4/3), die zur Konstruktion von Punktmustern benutzt werden kénnen. Hiermit und bei der
Spiegelung ganzer Objekte konnen die spéter systematischer betrachteten Umkehrungen von Funktionen
eingeleitet werden (siehe Beitrag ,,5 - Vorbereitung von Parameter-Darstellungen schon in Klasse 6/7,
Koordinaten und Spiegelungen®).

Zusammenfassung: In dem Beitrag wurden einige wichtige Parameterdarstellungs-Stationen auf dem Weg
durch die Schulmathematik der Sekundarstufe I aufgezeigt. Das erfolgte an Hand unterrichtsrelevanter
Aufgabenstellungen aus unterschiedlichen Bereichen. Die unten folgenden Unterrichtseinheiten fiir verschiedene
Klassenstufen beschreiben ausfiihrlich mogliche Einstiegs- oder Fortsetzungswege.

12 © T3-Arbeitskreis Parametric
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3- Der Funktionsbegriff im Zusammenhang mit Parameterdarstellungen

Theoretischer Hintergrund

Hinweis: Es handelt sich hierbei um einen innermathematischen Beitrag, der die Einordnung der dargestellten
Unterrichtseinheiten in die mathematische Theorie erleichtert und damit den mathematischen Kontext
verdeutlicht.

Fiir die Durchfiihrung der in diesem Heft beschriebenen Einheiten sind die hier folgenden Ausfiihrungen nicht
notig.

Der klassische Funktionsbegriff, wie er in der 7. oder 8. Klasse eingefiihrt wird, beschreibt Funktionen als
eindeutige Zuordnungen von R nach R. Diesen Funktionsbegriff kann man mit Hilfe von
Parameterdarstellungen erweitern. Bei der Vermittlung des klassischen Funktionsbegriffs wird einer
Ausgangsgrofle eine Zielgrole zugeordnet. Damit sind die Begriffe Definitionsbereich und Wertebereich
verbunden. Der graphischen Darstellung von Funktionen im Koordinatensystem geht im Allgemeinen das
Aufstellen einer zweireihigen Wertetabelle voraus.

Im Zuge der Einfiihrung von Parameterdarstellungen nutzt man eine dreireihige Wertetabelle, die als
Erweiterung der zweireihigen Wertetabelle der bisher behandelten Funktionen von R nach R, etwa

f(x) =2x—1, aufgefasst werden kann:

X ) ~1 0 1 2
f(x)=2x-1 -5 -3 -1 1 3
t -2 ~1 0 1
x(t)=t -2 -1 0 1
y()=2t-1 -5 -3 ~1 1 3

Offenbar kommt bei dieser Erweiterung eine weitere ZielgroBBe hinzu. Ferner ist die AusgangsgroBBe ¢ ein Wert
aus R und wird in diesem Zusammenhang stets als Parameter bezeichnet. Die ZielgroBen x(¢) sowie y(f)
sind dabei Funktionen im klassischen Sinn, also von R nach R..

Die Parameterdarstellung entspricht einer Funktion von R in den R’ der Art

k(2) = (x(2), y(2)).

Bei der Visualisierung stellen sich drei Fragen:

Wird ein dreidimensionales Koordinatensystem bendtigt? Oder reicht moglicherweise ein rechtwinkliges System
mit zwei Achsen? Aber wo bleibt dann der Parameter ¢ ?

Denkbar sind zwei Ansitze a) und b).

a) Folgt man dem ersten Ansatz, so erhilt man durch Einzeichnen der Punktmenge
(t|t]2t-1)eR®
folgende rdumliche Darstellung (Abb. 3.1):

13
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()
2/\ @) )

=

Abb. 3.1 Abb. 3.2

Dreht man das Koordinatensystem in eine bestimmte Position, so ergibt sich die gewohnte zweidimensionale
Darstellung der Geraden (Abb. 3.2).

b) Nach dem zweiten Ansatz wird die Koordinatenachse, auf der der Parameter ¢ aufgetragen wird, gesondert
dargestellt. Es handelt sich somit um eine Abbildung von einem Intervall (bzw. einer Teilmenge von R ) auf die
Ebene, d.h. die Zielmenge R x R .(Abb. 3.3)

Somit schreibt man dann fiir die Parameterdarstellung k(¢) = (¢,2¢ —1).

. — —

- T ™
/// y(to) ........... .
: : : & - | : : 2 : -
-1 0 ?50 1 R :C(to) ;C(t)

Abb. 3.3

Bei diesem Beispiel handelt es sich um einen Spezialfall, denn es ist x(¢) =¢ und y(¢) =2¢—1. Diese
funktionale Abhingigkeit hiitte auch durch eine Funktion f : R—> R mit der Funktionsgleichung

f(x) =2x —1 beschrieben werden konnen. Nachfolgend sind fiir x(¢) beliebige Terme zugelassen.
Die graphischen Darstellungen ergeben daher echte Kurven und lassen sich von vornherein nun nicht mehr mit
klassischen Funktionsgraphen (R — R) vergleichen.

Ein Mehrwert dieser Vorgehensweise wird in folgendem Beispiel erkennbar:

k(t)=(t+3,t> =1)

In der ersten Komponente x(#) wird die Verschiebung entlang der X -Achse und in der zweiten Komponente

y(t) die Verschiebung entlang der ) -Achse beschrieben. Insbesondere haben Verschiebungen in positive X -
Richtung in dieser Darstellung auch positive Vorzeichen. Die herkdmmliche Scheitelpunktsform dieser Funktion

f : R—> R lautet dagegen f'(x)=(x—3)> —1.

Wie sich herausstellen wird, liegt der Vorteil von Parameterdarstellungen in der Vorgehensweise, jedem
Parameterwert von ¢ einen Punkt P(X(t)| y(t))der Zielmenge zuzuordnen, wie in der folgenden Wertetabelle
ersichtlich wird:

14 © T3-Arbeitskreis Parametric
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r = 50 |5 | o3
x(2) = cos(t) 0 @ 1 @ 0
y(t) = sin(?) -1 —2 0 L 1

Interessant wird es, wenn wir fiir die Komponenten wie oben z.B. trigonometrische Funktionen verwenden. Im
ersten Ansatz a) zeichnet man die Punkte (t | cos(t) | sin(t)) und erhélt folgende raumliche Darstellungen:

»@) @
2T Pl

/3 Uo\j 2 x()
t’ 2

Abb. 3.4 Abb. 3.5

Je nach Projektion wird hierbei entweder eine Schraubenlinie (Abb. 3.4 und 3.5) oder - bei senkrechter
Projektion entlang der x(?) - Achse - die Sinus- Kurve (Abb. 3.6) sichtbar. Projiziert man analog entlang der

y(t) - Achse, so ergibt sich die Kosinus-Kurve. Die Projektion entlang der #-Achse fiihrt auf den
wohlbekannten Einheitskreis (Abb. 3.7).

/ »@)

2+

Abb. 3.6 Abb. 3.7

Fiir den zweiten Ansatz muss man korrekterweise eine separate f-Achse oder wahlweise einen Schieberegler

15
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einfilhren (sieche Beitrag ,,Riesenrad in diesem Heft), um den funktionalen Zusammenhang zwischen dem
Parameter ¢ und der erzeugten Punktmenge {(x(t) | v(2)); t [— T 7[]} darzustellen.

Die folgende Abbildungen (Abb. 3.8 bis 3.10) fassen die Unterschiede und Gemeinsamkeiten von
Parameterdarstellungen und Funktionen im herkémmlichen Sinne zusammen:

Kurve
y y
[ Kurve in der Ebene ] Graph von Funktionen
v
v
Funktions-
Parameter- leich
darstellung gleichungen
k(?) = (cos(?),sin(?)) fi(x)=+V1-x*
f,(x) = —1-x?
y A
Achsen- Achsen-
bezeichnungen bezeichnungen
x(t) und y(7) x und y

Abb. 3.8
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Yy
y(t)
2 2}
1] (017, 0.99) 1] (0.17, 0.99)
k k
0 x(t) 0 X
"2 1 0 1 ™2 "3 2 1 0 1 T2 "3
R 1
2] t=1.4 P
——— b

Abb, 3.10: 1) =+V1-x°
f,(x) = —1-x?

Abb. 3.9 : k(t) = (cos(t),sin(¢)) , mit Schieberegler fur t

Ausblick:

Aus den obigen Ausfiihrungen ergibt sich, dass jede herkdmmliche Funktionsdarstellung von R — R auch als
Parameterdarstellung moglich ist. Umgekehrt ist dies oft nicht als geschlossener Ausdruck méglich. Dies zeigt
sich schon bei der oben gezeigten Kreisdarstellung.

Die ,,graphische Umkehrung* von Kurven ergibt sofort eine zusammenhéngende Umkehrkurve, die man sonst
nur als zusammengesetzter Graph von Umkehrfunktionen erhélt (vgl. den Beitrag 9 ,,Das Haus vom Nikolaus* in
diesem Heft).

Ein Spezialfall von Parameterdarstellungen ist seit jeher in vielen Rahmenplénen der Sekundarstufe 2 versteckt
enthalten. So berechnet man Ortskurven z.B. fiir Extrempunkte einer Funktionenschar und stellt Punkte auf der
Erdkugel mit Hilfe von Polarkoordinaten dar.
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4 - Parameterdarstellungen eines Smiley mit unterschiedlicher Software

Die Zusammenstellung zeigt, dass es in jeder mathematischen Software auf einfache Weise moglich ist,
Parameterdarstellungen einzusetzen. In den Beispielen wurde bewusst eine einfache Form gewdhlt. Schiiler
werden sich damit nicht begniigen, sondern umgehend und mit Freude weitere Smiley-Ideen verwirklichen. Jede
weitere Realisierung fordert ihre Kompetenz im Umgang mit Parameterdarstellungen. — Versuchen Sie mal,
einen Smiley in der tiblichen Funktionsdarstellung zu erstellen! Es wird Thnen nur schwer gelingen.

A Wie erzeuge ich eine Parameterdarstellung mit dem Taschenrechner ,,Voyage200“?

Einstellung: Mode: graph: Parametric

[ hmmledit | v i1 [stale s s [ | [z |

SFLOTE tmin

- t tmax=6./8318330718
e g'i'ﬁEfj fztep=. 13059959 399957
vat2=, 1 -cos(t)— .4 HMin= -3 FEEELE0ERET
wwbI=.l-cosit) + .4 Umin=-1.7
“gt3=.1-sint) + .4 gmax=1.7

“whd=t | -.5< 1t and £ < .5 yscl=1

MNEE LS - . 5] -.5<t and £ < .5

otdCtHr=t"2— .5|'.5{t -Emd t{ 5

FAIN RAD AFFROG TIAIN TAD AFFROG T3
Abb. 4.1 Abb. 4.2

Eingabe im Editor window —Einstellungen

Fer FE= |_F&= [F7 e
v{— lala ] Tr*aceTEegr‘aphTMath Ot~ | = ffp

MAIN ERD AFFEOH Fak

Abb. 4.3
Fertiger Smiley
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B Wie erzeuge ich eine Parameterdarstellung mit der Software ,,GeoGebra“?

%7 GeoGebra

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

A ]o]

) Freie Objekte V0
\[) Abhangige Objekie

Iterationsliste ["
Kegelschnilt

KGV
KonjugierterDurchmesser
Konstruktionsschritt
KorrelationsKoeffizient
Kovarianz

Kreis

Kreisbogen

Kreissektor
Krimmung
Krimmungskreis
Krummungsvektor
Kurve

Leitlinie

Letztes

Lange

Losche

Wax

Median

Win [»

@ Eingabe:

[][- []

Befehl . v

Abb. 4.4
Auswahl des Befehls ,, Kurve*

¥ GeoGebra

=]

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

Al ]olo)[<)

Bewege

s
LENE R

rziehe ein Objekt (Esc)

) Freie Objekte V0
\) Abhangige Objekte

@ Eingabe: k= Kurve[cos(t), sin(t), t, 0, 2pi]

Rl B

Abb. 4.5

Einfligen von x(t), y(t), des Parameters t und des Zeichenintervalls [0;27]
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% GeoGebra - Smilie.ggb -JoEd

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werlzeuge Fenster Hilfe

Bewege
Wahle oder ziehe ein Objekt (Esc) !
X

\5) Freie Objekte

i) Abhangige Objekte

@ aft) = (cos(t), sin(t))

@ b{t)=(0.1 cos{t) - 0.4, 0.1 sin{t) + 0.4)
@ ki) = (0.1 cos({t) + 0.4, 0.1 sin(t) + 0.4)
@ o= (L F-0.5)

@ Eingabe: ‘ ||= t”u t"E!efehl H

Abb. 4.6
Beispiel fiir vier freundlich angeordnete Kurven — eben ein Smiley (ohne Achsen)
C Wie erzeuge ich eine Parameterdarstellung in der Software ,,Derive“?

D W& |~ P oo}
2D-Graph 1:1

D)%) Eakebrat
e rcoseo, st

#2: [0.1.CO5¢t) — 0.4, 0.1.5INCE) + 0.4]

#3: [0.1.COS{t) + 0.4, 0.1.5INCt] + 0.4]

#4:

Parametrisches Zeichnen...

Minimaler Wert: I
M aximaler Wert: In [

Zeicherrtodus
’7 @ Lirig " Purkte

= Puinkt

£ Klein % Mittel T Groft

Anzahl: IZU

ok I Abbrechen

Abb. 4.7

Die Parameterform wird im Algebrafenster wie folgt eingegeben: [x(t), y(t)].
Wenn man im Grafikfenster das Symbol Zeichnen anklickt, 6ffnet sich automatisch ein Fenster, in dem man den
minimalen bzw. maximalen Wert des Parameters ¢ angeben kann. Im Fall des parabelférmigen Smiley-Mundes
gilt: tin =-0.5und #,,,=0.5.
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D Wie erzeuge ich eine Parameterdarstellung mit der Software ANIMATO?

=lolx|
D e St B A& &

Furktionen | Einstellungenl Notizenl Wertetafell Grafik I Debugl . -
w1 Froost), sint] ﬂ 2 h © ©
w2 |07 cos(t0.4, 01 sin(t)+0.4 -

mm f3 [0 1cos(t+0.4, 0.1 sin(t+0.4

f4 |t205 . 1

= Abb. 4.9
A0 o ]
= Im ersten Animationsschritt werden
fz fl, 2, f3 jeweils mit t €[0,6.28]
as = ezeichnet
|Min Max |Schrittw. |Anzahl | ™ Defiritionsbersich wie vor | &nimation: g L hri . f
et b TR T [ Punkle verbindan Im zweiten Schritt erd. der Mund 4
u o i 1 0 Geschwindigkeit [0 EII 2 mit t €[-0.5,0.5] gezelchnet.
v |0 0 1 0 Wl LI | S Die Darstellung steht auf
ng’ [y »
ceErLIR LD mapstabsgetreu und
| /| Koordinatensystem.
Abb. 4.8

E Wie erzeuge ich eine Parameterdarstellung mit der Software ,,TI-NspireT"'I CAS“?

1) Auswahl unter menu. 2. Graphs & Geometry
2) Auswahl des Grafiktyps unter menu: Grafiktyp: Parametrisch
3) Eingabe der Gleichungen in Parameterform

a
=
=

-

]

=

=
~

lcm

x1 (r)=cus(t)
y1({)=sin(t)
0=r=6.28 tstep=0.13
x2(1}=0 1-cos(t)-0 4
y2(r)=0.1-sin(r}+0 4
05 N 0=r<6.28 ts1ep=0.13
F10 05 0| |Fe x3(1)=0.1-cos(r}+0.4 2
y3(r)=0.1-sin(r}+0 4
0=r=6.28 tstep=0.13
xA(r)=t

yali}=-05
-0.5=£=0.5 tstep=0.13
X1(f)=cos(£)_ x5(z)=

yil7)=sizf?) 5le)=

& 0546 28 tstep=0 13 « 05t26.28 tstep=0.13

»>
&

Abb. 4.10 Abb. 4.11
Zu 1-3) Die Terme fiir den ersten Kreis Zu 3) Die weiteren Objekte

Nun nur noch die Achsen ausblenden (z.B.: menu. Aktionen: Ausblenden, den Cursor auf die
Achsen bewegen und klicken) und das Fenster anpassen (menu. Fenster: Fenstereinstellungen)!
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[XZ(I)=D 1-cos()-0 4 {XS(EFO 1-cos()+0 4
y2(1)=0.1-sin(f}+0 4

O

y3(¢)=0.Lsin(f)+0.4

=cos ({)

+x1 (z
y1 (f)=sinti)

x1(t}=cos(z]
y(r)=sini)

€ |0%r26.28 s5tep=0.12 A
Abb. 4.12

F Wie erzeuge ich eine Parameterdarstellung mit der Software ,,GeoneXt“?

[ GEONERTS =10l x]

Datei Bearbeiten Ansicht Zeichenfliche ©Objekte Fenster x

[ L S e & & .ok
&l _loix

- Temmeingabe

h 3~ Zeichenfidche 1

x( =[017Cos()-0.4 =]

¥ =[0.178ing)+0.4 =]

r Weitere Einstellungen

o =] e i =]

AZASANON

A
Ls

‘ Schliezen || Abbrechen || Ubermehmen

[¥ Gréke 846%3599 Zoom 195 %

W m afaaad ¢ L =K

Abb. 4.13
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Eine mogliche Fortsetzung

Hier wird eine Smiley-Familie in unterschiedlicher Stimmungslage gezeigt. Die Abbildungen sind
Schnappschiisse einer Animation mit der Software ANIMATO.

F
E
E.
b
2 o oo L oo e o L3R
O oY o BYe oyeo oo oyo o
C XX SIS :
s oo Seadeadiu 0 T O O 1 o e e el
‘ AN A A AN A
* S oy Yo aye oo aye o
e ‘ UAAV A AV AU
i 5
i i
8
Abb. 4.14 Abb. 4.15
2 Laufvariable u und v automatisieren den Viel gute Laune
Konstruktionsprozess
i
51
B
e o 8. a e B e & L) 8 &
IO
B WO BN Yo SWo oo o
12 1 ;10 8 8 57 & \ & ‘( ~ & B 3 0 gz
o e\ e oo aye oo oo &
A AU AV A AL
S oo oyYo oye oo o L3
DA A p A AN
5
£
7
g
Abb. 4.16 Abb. 4.17

Gute und schlechte Laune: Loschen und den Halbkreis Die Smiley-Tischdecke ist fertig
andersherum zeichnen
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5 - Vorbereitung von Parameter-Darstellungen schon in Klasse 6/7
Koordinaten, Gitterpunkte und Spiegelungen

Dieser Beitrag zeigt, dass die Vorbereitung von Parameterdarstellungen schon friihzeitig erfolgen kann.
Bekanntlich bringen die Schiiler aus der 5. und 6. Klasse Kenntnisse iiber Figuren und den Symmetriebegriff
mit. In der 7. Klassenstufe wird der Zahlbereich auf Q erweitert. Die rationalen Zahlen begriinden eine
Erweiterung des Koordinatensystems auf alle vier Quadranten. Durch die unten folgende und dhnliche Aufgaben
iben die Schiiler den Umgang mit Gitterpunkten im Koordinatensystem und Laufbereichen von x- und y-
Werten. Wird hierbei der Computer eingesetzt, geht es zunéchst um die Vermittlung von Eingabemdglichkeiten
der Koordinaten von Punkten, also von Zahlenpaaren.

Inwiefern bereitet die Arbeit mit Zahlenpaaren Parameterdarstellungen vor?

In der Regel werden bei der Eingabe von Funktionstermen nur die Terme eingegeben, etwa 2x+3. Die
unabhéngige Variable x wird also meistens nicht extra notiert. Das konnte z. B. in der Syntax (x, 2x+3) erfolgen.
Folgt man diesem Ansatz, so wird immer wieder deutlich, dass es sich um Zahlenpaare handelt und in diesen
kann man dann z. B. auch die Werte vertauschen. Aus (7, 8) wird dann (8, 7), aus (x, 2x+3) wird (2x+3, x) usw..
Die erste Stelle in einem Zahlenpaar muss also nicht x sein! Vielmehr kann an erster Stelle auch ein ldngerer
Funktionsterm stehen. Aber natiirlich nicht in Klasse 7! Diese Einsicht fordert das Verstindnis fiir die spétere
Arbeit mit Parameterdarstellungen.

Aufgabe:

a) Zeichne ein Rechteck mit den Eckpunkten (3, 1), (-2, 1), (-2, 4), (3, 4).

b) Welche Koordinaten haben die Gitterpunkte der Strecke mit den Endpunkten (3, 1) und (-2, 1)? Was fillt auf?
c¢) Trage alle Gitterpunkte auf den Strecken mit den Endpunkten (3, 1),(-2, 1) und (-2, 4) und (3, 4) ein.

Die Eingabe von Punktkoordinaten ist in den verschiedenen Softwaresystemen (erstaunlicherweise) recht
unterschiedlich. Am Beispiel der Eingabe des Punktes (7, 8) wird das verdeutlicht.

GEOGEBRA ANIMATO DERIVE TI-Nspire""CAS
1) A= (7,8) indie | 1) 7,8 in eine der | 1) [/7,8] in die | 1) Beliebigen Punkt auf die Zeichenfléche setzen
Eingabezeile Eingabezeilen Eingabezeile 2) Cursor auf den Punkt bringen, Rechtsklick,
schreiben schreiben schreiben Option ,, Koordinaten ““ wihlen,
2) enter. 2) auf grafik 2) auf 2-D- 3) Cursor auf die angezeigten Werte setzen
klicken Grafikfenster und die Koordinaten in 7 bzw. 8 dndern
klicken Bei dieser Losung wird von der dynamischen
3) Auf Geometrie ausgegangen.
,,Ausdruck
zeichnen* Eine zweite Moglichkeit besteht in der direkten
klicken Eingabe der Koordinaten in der Darstellung
»parametric" fir x1(t), y1(t)
Eine weitere Moglichkeit ist die Benutzung von
Lists&Spreadsheet, siche unten.

Mit Punktmustern kann die Arbeit mit Gitterpunkten auf interessante Weise geiibt werden. Und der Computer ist
hier ein willkommenes Hilfsmittel.

Mit dem TI-Nspire"™CAS kann man die Aufgabe z. B. wie folgt bearbeiten:

1) List&Spreadsheet wahlen und die Spalteniiberschriften eingeben, z. B. x und y, Rechteckkoordinaten
eingeben,

siche Abb. 5.3, die Spalten x und y

2) Ansicht wechseln, auf Streuplot gehen, dort s1 definieren mit der Eingabe x und y, enter

3) Die Rechteckpunkte werden gezeichnet, siche Abb.5.1.

4) Zwischen den Punkten Strecken zeichnen lassen, siche Abb. 5.2.

5) Zurtick zu List&Spreadsheet, 2 weitere Spalten x1, yl einrichten, Gitterpunkte eingeben, siche Abb.5.3

6) Zuriick zu Streuplot gehen, s2 definieren mit der Eingabe x1 und yl, enter

7) Die Gitterpunkte werden zu 4) dazu gezeichnet, siche Abb. 5.4.
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Schieberegler und Parameterdarstellung
Aufgabe: Zeichne Gitterpunkte auf den Strecken des Rechtecks (-6, -4), (6, -4), (6, 4), (-6, 4). Benutze
Schieberegler!

Mit dieser Aufgabe konnen die Schiiler Schieberegler kennen lernen. Als Einfiihrung in die Parameterdarstellung
werden die x- und y-Koordinaten in Abhéngigkeit einer Variablen t, dem Wert des Schiebereglers ermittelt und
graphisch umgesetzt.

Auf dem Blatt einer dynamischen Geometrie-Software (z. B. TI-Nspire™'CAS) wird ein Schieberegler fiir die
Variable t fiir das Intervall [-4, 4] bei der Schrittweite 1 erzeugt. Der Punkt P(t, 6) wird durch den Schieberegler
animiert und erzeugt nach Einstellung der Geometriespur Abbildung 5.5. Anschliefend konnen durch
Spiegelungen an verschiedenen Achsen die Spuren der Punkte Q(6, t), R(t, -6) und S(-6, t) sichtbar werden.

9,54 ¥
s t=4,
(4.6)
i) (6,4)
7
-14.50 1 14.59
(4,6)
< rild= @
Abb. 5.5
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B
1] 3 1 2 1
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Konstruktionsbeschreibung:

1. Schieberegler t erzeugen, t von -4 bis 4, Schrittweite 1

2. Spiegelung von P an der x-Achse, der Geraden y = x und anschlie8end an der y-Achse

3. Spur/Geometriespur aktivieren

4. Schieberegler ziehen und so die Punkte (6, 4), (6, 3) usw. erzeugen

In den folgenden Unterrichtsstunden konnen die Schiiler dann durch Verdndern der Koordinaten weitere
Spiegelungen erzeugen. Sie konnen Spiegelungen an anderen Achsen und am Ursprung dynamisch durchfiihren
und Zusammenhénge zwischen Gegenstand und Bild entdecken.

Experimente mit den Koordinaten kénnen dann spéter durch Spiegelung des Punktes P(t; t*) zu Abbildung 5.6
fiihren — natiirlich nicht mehr in Klasse 7.

Define s=t't » Feriig 0 v

A= t=-2.4

Gitter
(-2.4,5.76 )

o{-5.%6,2.4) ;. P Tt ds7s,24)

*(-2.4,-5.76)

Abb. 5.6

Haben die Schiiler durch die Experimente erst einmal erkannt, dass man mit den Punkt-Koordinaten ,,spielen
kann, ist das Fenster zu Parameterdarstellungen verschiedener Art in den dann folgenden Klassenstufen weit
geoffnet.

Zusammenfassung des Gedankengangs

1) Gegeben ist ein Rechteck

2) Es wird nach Gitterpunkten auf den Rechteckstrecken gefragt. Diese konnen von Hand eingezeichnet werden,
aber bequemer Weise auch — insbesondere, wenn ihre Anzahl grof3 ist — mit dem Computer erzeugt werden.

3) Dazu werden die Optionen List & Spreadsheet und Streuplot benutzt, mit denen man dann auch alle gefragten
Gitterpunkte erzeugen kann.

4) Man kann Gitterpunkte aber auch bequemer mit einem Schieberegler erzeugen. Dieses Verfahren zeigt den
Zusammenhang mit Parameterdarstellungen noch deutlicher. Hierbei koénnen die Gitterpunkte dynamisch
gezeichnet werden
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AbschlieBend zur Anregung noch ein Punkte-Muster, erzeugt mit der Software ANIMATO. Hier wird derselbe
Punkteterm (u,v) verschiedenen Laufbereichen unterzogen.

v Das Muster wurde in 3 Schritten erzeugt.

1) Die Punkte f1: u,v wurden mit
u aus [-5,5] Schrittweite 1 und v aus [-6,6]
Schrittweite 1 in schwarz gezeichnet.

2) Die Punkte f1: u,v wurden mit
u aus [-3,-1] Schrittweite 1 und v aus [-3,-1]
Schrittweite 1 in weil ibergezeichnet.

3) Die Punkte f1: u,v wurden mit
u aus [1,3] Schrittweite 1 und v aus [1,3]
Schrittweite 1 in weil ibergezeichnet.

<1 S tom SE S

Abb.5.7: Ein schwarzes Punkte-Rechteckmuster wird teilweise mit weilen Punkten tiberzeichnet

Wihlt man nun fiir die gleichen u,v-Intervalle im 1) und 2) kleinere Schrittweiten so dndert sich Abb.5.7 zu
ADD.5.8.

R R
Abb.5.8 entsteht aus Abb.5.7
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6 - Zwei Schiffe begegnen sich, Version 1
Einfiithrungsaufgabe fiir ,,Geraden in Parameterform*

Fiir die Einfiihrung von Geradengleichungen in Parameterform eignen sich u. a. ,,Begegnungsaufgaben®
(Schiffe, Flugzeuge, Fahrrader, usw.). Dieser Ansatz wird in dem Heft in zwei Versionen angeboten.

Die Schiffe ,,Anna“ und ,,Berta*
Das Schiff ,,Anna“ startet im Ursprung und fahrt pro Stunde 10 km nach rechts (x) und 8 km nach oben (y). Der
Lastkahn ,,Berta“ startet im Punkt (0, 54) und féhrt pro Stunde 8 km nach rechts (x) und 8 km nach unten (y).

Aufgabe 1: Vervollstindige die folgenden Tabellen fiir die beiden Schiffe fiir die ersten 5 Stunden!
(Losung kursiv)

Anna Berta
Zeittin X y Zeittin X y
Stunden Stunden
0 0 0 0 0 54
1 10 8 1 8 46
2 20 16 2 16 38
3 30 24 3 24 30
4 40 32 4 32 22
t x(t) = 10t y(t) =8t t x(t) = 8t y(t) = 54-8t

Aufgabe 2: Stelle den Fahrtweg der beiden Schiffe graphisch dar! Befinden sich die beiden Schiffe auf
Kollisionskurs? Kommt es zur Kollision? Begriinde deine Antwort!

Losung:

70

¥
60
5
=1
40
t=2
30 t=3
t=3
20
t=2
10
t=1
®
10 10 20 30 40 50 60 7l
+

=10

Abb. 6.1

Hinweis: Aufgaben | und 2: Einzel- bzw. Partnerarbeit (ggf. ganz oder teilweise als Hausaufgabe, um den Rest
in einer Unterrichtsstunde bewéltigen zu kdnnen). Aufgabe 3: Diskussion in der gesamten Lerngruppe.

Aufgabe 3: Nach der Problematisierung des Zeitfaktors wird die Lerngruppe aufgefordert, die Zeit in die
Graphik zu integrieren. Wenn man die Punkte nach 1h, 2h und 3 h Fahrtzeiten auf den beiden Graphen markiert,
erkennt man, dass die Schiffe nicht kollidieren. — Gegebenenfalls kann man die Losung durch Verfeinerung der
Tabelle noch besser verdeutlichen.

Aufgabe 4: Vervollstiandige die Graphik durch Eintragen der jeweiligen Fahrzeiten t auf den Geraden.
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Aufgabe 5. Formuliere die Gleichungen x(t)= ... und y(t)= ... fiir beide Schiffe.
(Losung kursiv)
| ‘ | xw=10t | y@)=8t | t | xw=8t | yW)=548t |

Die Struktur der Gleichungen kann man dem Einfiihrungstext oder der Tabelle entnehmen.
Hier kann nun die Einfithrung der Bezeichnung Parameterform erfolgen.

Aufgabe 6: Simulation der Fahrt der Schiffe mit GeoGebra (z. B. als Lehrerdemonstration).

Hinweis: Eine rein algebraische Losung des Problems soll hier nicht erfolgen. Dies wére erst nach der
Behandlung der linearen Gleichungssysteme mdglich und sinnvoll. Die Simulation erfolgt hier mittels eines
Schiebereglers, eine Technik, die an dieser Stelle eingefiihrt werden konnte.

t=33
.
B0
50
404
30 4 B
A
o
L)
L]
L]
L)

..

204 o
L)
L]
L
L)
»
»
L
L)
L]
L)
L
104 »*
L)
L]
L)
L]
L)
-
..
L)
]
T T T T T T T
0 20 10 ] 10 20 30 40

Abb. 6.2

Die GeoGebragraphik kann in Kopie an die Schiiler verteilt werden.
Mogliche Hausaufgabe: Kommentiere die Graphik!

Aufgabe 7: Gegeben sind vier ,,Himmelsgeraden®, siche Abb. 6.3 und Abb. 6.4.

Abb. 6.3 Abb. 6.4
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a) Bestitige, dass die Geraden, die in Abb. 6.4 in der Graphik ergénzt worden sind, etwa die Gleichungen y = x,
y=-2x— 14, y=-2x —4 und y = -12x + 48 haben.

b) Zeige, dass x(t) =t, y(t) = t und x(t) = -7+5t, y(t) = -10t und x(t) = -2t, y(t) = -4+4t und x(t) = 4-0.3t,

y(t) = 3.6t mogliche Parameterdarstellungen dieser Geraden sind.

Ein Bearbeitungsbeispiel:

X(t) = -7+5¢t 2x=-14+10t 2x+y=-14 y=-2x-14

y() =-10t y =-10t

d) Abb. 6.3 zeigt, dass sich die Flugzeuge (zum Gliick) nicht treffen. Wiirde man die 4 Geraden zeichnen (Abb.
6.4) und die 3 Schnittpunkte der Geraden aus b) berechnen, wiirde man dennoch eine Kollision der Flugzeuge
feststellen. — Bei den Parameterformen kann man jedoch die Zeit t beriicksichtigen und damit visualisieren, dass
sich die Flugzeuge nicht treffen (Abb.6.5).

“| In Abb. 6.5 stellt die

| horizontale x-Achse auch
| die Zeitachse t dar. Die
Abbildung wurde bei
etwa t = 2 gestoppt.

Man sieht z. B., dass das
Flugzeug 4 (durch den

_| Punkt (4,0)) schon an dem
| eventuellen
Kollisionspunkt mit dem
Flugzeug auf der
Winkelhalbierenden

1 vorbei geflogen ist.
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7 - Zwei Schiffe begegnen sich, Version 2
Einfiithrungsaufgabe fiir ,,Geraden in Parameterform*

In der Praxis gibt es verschiedene Vorgénge, bei denen die Zeit eine wichtige Rolle spielt. Im
Mathematikunterricht werden hdufig Bewegungsvorgénge von Schiffen und Flugzeugen betrachtet. Das
Problem, ob sich zwei Schiffe oder Flugzeuge zu nahe kommen (kollidieren), kann nur gel6st werden, wenn die
Zeit t mit ins Spiel kommt. Dafiir bieten sich Geraden in Parameterform an. Mit der dargestellten
Unterrichtseinheit konnen die Schiiler mit der Parameterdarstellung bekannt gemacht werden. Die Behandlung
des Themas fiihrt zu einer Vertiefung und Weiterfiihrung des Funktionsbegriffes.

Die zeitliche Abhéngigkeit von GroBen spielt auch im Physikunterricht eine Rolle. Bei Bewegungsvorgéngen
wird zum Beispiel die zeitliche Abhangigkeit des Weges betrachtet. Im Folgenden wird der Bewegungsvorgang
zweier Korper betrachtet, die an unterschiedlichen Orten zur gleichen Zeit starten und sich aufeinander zu
bewegen. Man kann fiir beide Kdrper ein eigenes Weg-Zeit-Diagramm zeichnen. Will man den Treffpunkt der
beiden Korper graphisch ermitteln, so muss man beide Weg-Zeit-Diagramme iibereinander legen. Die
Interpretation der beiden Graphen bereitet den Schiilern gewisse Schwierigkeiten. Noch etwas komplizierter
wird der Sachverhalt, wenn man die Uberlagerung zweier Bewegungen untersucht. Ein typisches Beispiel dafiir
sind der ,,waagerechte* bzw. der ,,schrige” Wurf. Beide Bewegungen, die gleichformige und die gleichméBig
beschleunigte, sind von der Zeit abhéingig. Die graphische Darstellung des Wurfes erfolgt meist als Parabel bzw.
Parabelast in Parameterform, ohne dass néher dariiber gesprochen wird. Damit bleibt dem Schiiler die Bedeutung
dieser Darstellungen meist verschlossen.

Mit der Darstellung von Geraden und dann anschlieend von Kurven in Parameterform soll der Schiiler das
Versténdnis fiir solche Diagramme erwerben. In einer weiteren Unterrichtssequenz wird dies am waagerechten
Wurf demonstriert.

Voraussetzung fiir die dargestellte Unterrichtseinheit ist die Behandlung der linearen Funktionen. Die
Parameterdarstellung kann gleich nach der Unterrichtseinheit ,,Lineare Funktionen* oder auch zu einem spéteren
Zeitpunkt behandelt werden.

In unserer Einfiihrungsaufgabe wurde der Bewegungsvorgang zweier Schiffe dargestellt. Die geradlinige
Bewegung (der Kurs) der Schiffe wird mit Geraden beschrieben. Die Geraden schneiden sich. Die Frage, ob die
Schiffe kollidieren, kann nicht ohne zusitzliche Informationen beantwortet werden. Mit diesem Problem sollen
die Schiiler fiir die Parameterdarstellung sensibilisiert werden.

Anmerkungen zur Unterrichtseinheit:

0. Stunde: Das Arbeitsblatt mit Aufgabe 1 wird als vorbereitende Aufgabe den Schiilern als Hausaufgabe
gegeben.
1. Stunde: Auswertung der Hausaufgabe (Aufgabe 1):

- Wiederholung des Aufstellens von linearen Funktionsgleichungen
- Schnittpunktsberechnung
- Interpretation des Schnittpunktes

In Aufgabe 2 soll das Problem gelost werden, ob der Schnittpunkt der Geraden auch der
Kollisionspunkt ist. Der Lehrer simuliert die Fahrt eines Schiffes beispielsweise mit dem TI-
NspireTMCAS fiir die Zeitpunkte t =0, 0.5, 1, 1.5 und 2. AnschlieBend fiir das andere Schiff.
Die Schiiler iibernehmen die Koordinaten des jeweiligen Schiffs in die Tabellen des
Arbeitsbogens. Nach dem Losen von Aufgabe 2d) sollte eine Definition fiir eine Kurve
(Gerade) in Parameterform ermittelt werden. Danach wird die Aufgabe weiter bearbeitet.

Als Software konnen die Schiiler z. B. GeoGebra oder TI-Nspire ™ 'CAS benutzen.

Schlussfolgerung aus dieser Aufgabe: Obwohl die Geraden sich schneiden, kommt es nicht zu
einem Zusammenstof.

2.+3.Stunde:  AnschlieBend sollten noch weitere formale Ubungen (Aufgaben 3 — 6) zur Festigung der
Geraden in Parameterform durchgefiihrt werden. Der Umfang der Ubungsaufgaben und die
Art der Wertetabellen sollte der Klassensituation angepasst werden.

4. Stunde: Als Abschluss der Unterrichtseinheit soll eine weitere Anwendungsaufgabe (Aufgabe 7) geldst
werden.
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Im Anschluss sind die Schiilerarbeitsblitter und die Ubungsaufgaben dargestellt. In Aufgabe 2 soll dem Schiiler
eine Simulation vorgefiihrt werden. Wie diese Simulation mit Hilfe von GeoGebra bzw. TI-Nspire"'CAS
aussehen kann, wird am Schluss gezeigt.

Aufgabe 1 (Einfiihrungsaufgabe)
Die beiden Schiffe BERTA und MARIA laufen von ihren Hifen zum selben Zeitpunkt zu einer Fahrt aus. Sie
bewegen sich mit gleichméaBiger Geschwindigkeit auf dem durch die Pfeile angegebenen Kurs.

a) Stelle die Gleichungen der Geraden auf, die den Kurs der Schiffe beschreiben!

b) Berechne (Bestimme durch Ablesung) den Schnittpunkt der Geraden, die den Kurs der Schiffe
beschreiben!

c) Interpretiere diesen Schnittpunkt!

7N
Graph 2

@ 10

Abb. 7.1

Aufgabe 2

a) Die Bewegung der beiden Schiffe wird simuliert. Ubertrage die Koordinaten der einzelnen Standpunkte
in die vorgegebenen Tabellen!

b) Die Schiffe bewegen sich weiter auf ihrem Kurs. Vervollstdndige die Tabellen.

c) Entscheide anhand der Tabellenwerte, ob es zu einer Kollision der beiden Schiffe kommt.

d) Bestimme fiir jedes Schiff die beiden linearen Terme, welche die x- und die y-Koordinate in
Abhingigkeit von t beschreiben.

e) Die Frage - Kommt es zu einer Kollision der beiden Schiffe? - soll rechnerisch genauer betrachtet
werden. Bestimme die Zeit t fiir das Erreichen des Schnittpunktes fiir jedes Schiff.

f) Markiere auf den Geraden die Positionen der Schiffe, bei denen die Zeiten ganzzahlig sind. Erldutere
noch einmal das Kollisionsproblem.

g) Verwende den TI-Nspire"™'CAS, um in einem geeigneten Graphikfenster die Kurse der beiden Schiffe
in Parameterform darzustellen.

Schiff BERTA

¢ 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 35 | 40 | 45 | 50
xg(t)

xg(t) =

¢ | o Joos | 1o | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 |
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ya(t)

ya(t) =

Schiff MARIA

t

4,0

4,5

5,0

XM(t)

XM(t) =

t

4,0

4,5

5,0

ym(t)

ym(t) =

Definition einer Kurve (Geraden) in Parameterform:

Die Simulation mit Hilfe des TI-Nspire™'CAS siecht wie unten dargestellt aus

N

i .
Bertc Maria

(14,40.)

Abb.7.2
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Ubungen
3. x(t)=2t
Y1) —% mit -10 <t < 10.

Erstelle eine Wertetabelle ohne Hilfsmittel.

t -10 91 8 | 5] 2 0 1 3 5 8 10
x(t)
y(t)
Px(®ly(1) | (-20]-5)

Stelle die Parameterdarstellung in einem y(t)-x(t)-Koordinatensystem dar.

4. x(t)=3t
y(t) =t mit -10<t<10.
Erstelle eine Wertetabelle ohne Hilfsmittel.

t ;10 | 9 | -8 -5 -2 0 1 3 5 8 10
P(x(®)ly(1))

Stelle die Parameterdarstellung in einem y(t)-x(t)-Koordinatensystem dar.

5. Gegeben sind die folgenden Parameterdarstellungen:
5.1 x(t) =2t und y(t) = -t -3<t<3
5.2 x(t)=t—1 und y(t) =2t -3<t<3
53 x(t) =4 — 0,5t und y(t) = 0,5t -1 0<t<6

Stelle die jeweiligen Kurven fiir das vorgegebene Intervall dar.
Erstelle zunichst jeweils eine Tabelle mit der Schrittweite 1.

6. Die folgenden Parametergleichungen stellen besondere Kurven dar.
6.1 x(t)=tund y(t) =4

6.2 x(t)=3 und y(t) =t

6.3 x(t) =t und y(t) = 2t

6.4 x(t) = 2t und y(t) = 4t

6.5 x(t)=tund y(t) =t

6.6 x(t) =t und y(t) = -t

a) Versuche ohne Tabelle und ohne Zeichnung den Verlauf der Kurve vorauszusagen!
b) Uberpriife deine Voraussagen, indem du jeweils eine Tabelle und ein Diagramm anfertigst!
Oder: Uberpriife deine Voraussagen, indem du die Kurven mit einer geeigneten Software darstellst.
Anwendung

7. Ein Dampfer startet im Hafen mit Koordinaten (0/0) in Richtung Liebesinsel mit den Koordinaten (3|6),
Angaben in km. Zur gleichen Zeit befindet sich das Sportboot am Leuchtturm mit den Koordinaten (4|5)
und féhrt in Richtung Mole (0|1).

a) Stelle den Sachverhalt graphisch dar.

b) Berechne den Schnittpunkt.

¢) Nach 10 Minuten passiert der Dampfer die gelbe Boje mit den Koordinaten (0,7|1,4) und das Sportboot
ist zu diesem Zeitpunkt am Punkt (1,5]2,5).
Kollidieren die beiden Schiffe? Begriinde deine Entscheidung!
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Es gibt noch andere Kurven

8. Gegeben sind die folgenden Parameterdarstellungen:

(te Qund-8<t<8und At=0,1)
(te Qund-8<t<8und At=0,1)
(te Qund-8<t<8und At=0,1)
(te Qund-8<t<8und At=0,1)

8.1 x(t) = t* und y(t) = t

8.2 x(t) =t und y(t) =t

8.3 x(t) =t* und y(t) =t + 1
8.4 x(t)=t*-3und y(t) =t -2

Weiterhin sind die folgenden graphischen Darstellungen 7.3 bis 7.6 gegeben:

Abb.7.4

Abb.7.5

Abb.7.6

Versuche die Parameterdarstellungen den entsprechenden Graphen zuzuordnen. Uberpriife Deine Zuordnung mit

einer geeigneten Software.
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8 - Parabeln in Parameterdarstellung — waagerechter und schrager Wurf

Anwendungsaufgaben zum waagerechten und schrigen Wurf lassen sich besonders einfach mit Hilfe der
Parameterdarstellung behandeln. Die iibliche Funktionsdarstellung ist dem gegeniiber deutlich komplizierter und
wire in der Sekundarstufe I kaum durchfiihrbar.

Didaktisch-methodische Voraussetzungen und Einordnung

Leitidee Klassenstufe Unterrichtsform Medien Unterrichtliche
Voraussetzungen
Funktionaler ab Klasse 9 Gruppenarbeit DGS und/oder CAS | Geraden in
Zusammenhang (auch Experten- Parameterform,
runde), offen oder LGS, quadratische
gefiihrt Funktionen
Uberblick iiber den Unterrichtsverlauf
Stunde | Inhalt Medien Unterrichtsform
1./2. Wiederholung: Geraden in Parameterform DGS und/oder UG und Gruppenarbeit
CAS
3./4. ,Versorgungsflug* ggf. CAS UG
Komplexe Einstiegsaufgabe zur
Parameterdarstellung von Parabeln
5. Ubungsaufgaben zur Ergebnissicherung UG, Gruppenarbeit,
Hausaufgabe
6./7. Erweiterung ,,schiefer Wurf* DGS und/oder UG, Gruppenarbeit
CAS
8./9. Ergebnissicherung an Hand komplexer Aufgaben DGS und/oder Expertenrunde
CAS, Poster

Detaillierte Darstellung einzelner Stunden
A ,,Versorgungsflug® - Komplexe Einstiegsaufgabe zur Parameterdarstellung von Parabeln

Aufgabe: Du bist bei der UNO als Chefmathematiker fiir den optimalen Einsatz von Hilfsfliigen zustindig.

Bei einer Uberschwemmungskatastrophe haben sich die Opfer auf eine hoher gelegene Insel retten konnen.
Diese ist 50 km vom Start des Flugzeuges entfernt. Der Pilot fliegt in 80m Hohe mit einer Geschwindigkeit von
35m/s (126 km/h) direkt auf die Insel zu. Wann und in welcher horizontalen Entfernung von der Insel muss er
die Kiste mit den Hilfsgiitern abwerfen (ausklinken), damit sie bei den Hilfsbediirftigen landet?

Modellierungsannahmen:
e Der Luftwiderstand wird vernachldssigt.
o  Weitere dullere Einfliisse werden nicht beriicksichtigt (z.B. Wind, ...).

Im Unterrichtsgespriach wird geklért, welche Faktoren die Flugbahn der Kiste beeinflussen:
a) Hohe des Flugzeuges
b) Geschwindigkeit des Flugzeuges in horizontaler Richtung (gleichféormige Bewegung)
¢) Erdanziehungskraft (gleichméBig beschleunigte Bewegung)

Folgende Antworten konnten im Ergebnis des Unterrichtsgespréches stehen:
a) vorgegeben
b)  Geschwindigkeit = Weg ;v= Sos=vt
Zeit t
¢) Der Einfluss der Erdanziehung wird anhand einer Wertetabelle zum senkrechten Fall untersucht:
Ein Korper wird von einem 125 m hohen Turm senkrecht fallen gelassen. Dabei ergeben sich folgende
Messwerte:
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Zeittins 0 1

2

3

Hohe y in m 125 120

105

80

Die Schiiler sollen daraus den funktionalen Zusammenhang ermitteln. Je nach Medienkenntnissen und
unterrichtlichen Voraussetzungen sind mehrere Losungsmoglichkeiten denkbar:

Beispiel 1) Regression mithilfe eines CAS:

[ x]

*MNicht gespeicherte w

Jroa

pi[x]

*MNicht gespeicherte w

)

Iszeit Ehoehe E E A 120
1 120 o 804
O -
2 105 2 ]
40 ]
3 80 1 | p=+5 %41 B12:041585,
4 45 s
> 0 v 00 10 20 30 40 50
B2 [ 120 BE zeit
Abb. 8.1 Abb. 8.2

Quadratische Regression mittels TI-Nspire™ CAS

Beispiel 2) Manuelles Erstellen des Graphen und Ermittlung des Funktionsterms

Bei Verwendung des TI-Nspire™ CAS besteht die Moglichkeit den Graphen einer quadratischen Funktion
durch Ziehen und Verschieben des Graphen einer anderen Funktion (z.B. y= x*) manuell anzunshern, wenn die
Punkte zuvor mit Hilfe des Streuplots gezeichnet wurden.

»  *Nichtgespeicherte w

13

|izer'!, }mehe:]

3(x)=-5x2+125

= ) + e
z>. —— .5.}1—2 R 5
Abb. 8.3
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Beispiel 3) Mit dem allgemeinen Ansatz f(t)=a-t? +b-t+c erhilt man die Werte a=-5,b=0und ¢ = 125.

ﬂ.‘ 1.3 || > *Nicht gespeicherte w {El.

- -_

ﬁ.f_3:=a-r2+b-t+.: Fertig 0
ﬂ01—125 |
solve A3)=80 . ab,c}‘
15]=0 J

a=-5 and =0 and ¢=125

2/99

Abb. 8.4

Dieser Sachverhalt sollte im Folgenden verallgemeinert werden.
Allgemeines Fallgesetz: y(t)=h-5- t2 (h: Ausgangshche in m; t: Fallzeit in s; y(t): Hohe in m zur Zeit t).”

Jetzt kann wieder auf das Ausgangsproblem eingegangen werden. Die Schiiler sollten zunéchst skizzenhaft den
Zusammenhang zwischen Hohe y(x) und horizontaler Entfernung von der Ausklinkstelle x darstellen. Der
parabelformige Verlauf sollte im Unterrichtsgespriach plausibel gemacht werden. Eine konkrete algebraische
Bestitigung ist an dieser Stelle noch nicht moglich:

M *Nicht gespeicherte w I E3 '|1_2 : Pl > “Nicht gespeichernte —  Q1|E3

o 00 vy i
Text [x1|l;1|=35-g I {Xﬂf,':f%f-':'

y1(fl=80-5-¢2

yiltl=80-57¢

l P
245

f4lx)=80-

S VT ST S SN VA SN SN S ST S ST T ST S SO SN TN S ST S S M

ii).vv..'r..v..'...‘r..r‘..‘.:!\50 P‘)—>'|vvllvvl|vilv‘ll\rllr‘ll‘rz50

Abb. 8.5 Abb. 8.6
Skizze zur Abhéngigkeit der Hohe y von der Entfernung x.

Die Parameterdarstellung kann jetzt unmittelbar aufgrund des Aufgabentextes bzw. der konkreten Anwendung
des Fallgesetzes angegeben werden: x(¢) = 35-1; y(t) =80—5-1* Aus der Bedingung y(#) = 0 folgt, dass
die Kiste nach 4 s auf dem Boden auftrifft. Die Entfernung von der Ausklinkstelle betrigt x(4) =140 (in m).
AbschlieBend sollte man durch Substitution des Parameters t den funktionalen Zusammenhang zwischen Hohe

* Der Faktor a = -5 ist ein gerundeter Wert fiir —%, wobei g das Symbol fiir die Fallbeschleunigung ist

(2g=9,8 1—2 ). Dieser Zusammenhang kann je nach Vorkenntnissen thematisiert werden.
N
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1
y(x) und Entfernung x ermitteln: y(x)=80— 745 - x* . Damit ist auch der parabelformige Verlauf des

Graphen (s. Abb. 8.4) begriindet.

B Ubungsaufgaben zur Ergebnissicherung

Aufgaben findet man z. B. in Neue Wege 9, Ausgabe Berlin, Schroedel-Verlag 2008, S. 152 Nr. 8, S. 153 Nr. 10.

C Erweiterung ,,Schriger Wurf* (t) 3 g
. . ) 1 20 35

Aufgabe: Die Flugbahn einer Rakete soll durch Parametergleichungen (x(t); y(t)) 2 40 60
modelliert werden. Die folgende Abbildung demonstriert den Verlauf des Fluges. 3 60 75
Charakteristische Werte sind in der nebenstehenden Tabelle angegeben. ‘5‘ 18000 5(5)
6 120 | 60

7 140 | 35

8 160 0

22 3 *Nicht gespeicherte = {ﬂm : h 22 I3 *Nicht gespeicherte <

¥y =-0.0125-x%+2. x+0.

3 0 40 80 120 160 [y 0 40 80 120 1 éO
wert Hwert

Abb. 8.7 Abb. 8.8

Raketenflugbahn

Wiihrend der lineare Zusammenhang x(¢) = 20-¢ unmittelbar aus der Tabelle entnommen werden kann, ist der
Zusammenhang zwischen y und t nicht offensichtlich. Eine graphische Darstellung von y in Abhéngigkeit von t,
lasst eine quadratische Abhéngigkeit vermuten. In Analogie zur obigen Vorgehensweise erhilt man

() =40-1—5-1> . Dabei beschreibt der erste Summand die gleichformige Bewegung in y-Richtung,
wihrend sich der zweite Summand aus dem Fallgesetz ergibt. Weitere mogliche Fragestellungen sind z. B.:

1. In welcher Entfernung vom Startpunkt erreicht die Rakete eine Hohe von 50 m?
2. Wie lautet der funktionale Zusammenhang in der Form y = f(x)?

Als Hausaufgabe eignet sich z.B. die Aufgabe 6 aus Neue Wege 9, Ausgabe Berlin, Schroedel-Verlag 2008, S.
151.
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D Ergebnissicherung anhand komplexer Aufgaben (Expertenrunde)

Die folgenden drei Aufgaben (I, II, IIT) konnen in Form einer Expertenrunde behandelt werden. Die erste
Aufgabe ist etwas ausfiihrlicher dargestellt.

Nachfolgend die Aufgaben in der Formulierung fiir Schiiler:

Bearbeite die Aufgabe in der Gruppe. Jeder Teilnehmer muss die Losung so gut verstanden haben, dass
er sie anderen Schiilern erkliren kann. Fertigt dazu ein Plakat (mindestens A3) an. Jeweils zwei Schiiler
sind am Ende der Gruppenarbeitsphase ,,Experten-Tandem* fiir diese Aufgabe. Sie treffen sich danach
mit den Experten-Tandems der anderen Aufgaben und jedes Tandem stellt den anderen ,ihre Aufgabe“
und deren Losung vor. Die anderen Schiiler notieren sich dabei den Losungsweg ausfiihrlich.

1. Schiffskollision?

Die beide Schiffe BERTA und MARIA laufen von ihren Héfen zum selben Zeitpunkt zu einer Fahrt aus. Sie
bewegen sich mit gleichméaBiger Geschwindigkeit. Das Schiff BERTA startet in (0|5) und das Schiff MARIA
in (50]0). Das Schiff BERTA passiert nach einer halben Stunde die Tonne in der Position (5/9). Das Schiff

1
MARIA erreicht nach 6Z h sein Ziel in (0/50). Alle Angaben in km.
1. Stelle die Gleichungen der Geraden auf, die den Kurs der Schiffe beschreiben und stelle die Situation
zeichnerisch in einem Koordinatensystem dar.
2. Berechne den Schnittpunkt der beiden Geraden.

3. Stelle die Geradengleichungen der beiden Schiffe in Parameterform dar (x(t); y(t)) und iiberpriife
anschlie3end, ob die beiden Schiffe zusammenstoBen.

4. Simuliere die Fahrt der Schiffe mithilfe der DGS ,,GeoGebra“ (Spurmodus verwenden.)

1
5. Wo befindet sich das Schiff MARIA 15 h vor dem Ziel?

I1. Fallender Ball !
6 .
Bei einem Experiment rollt eine Kugel e
eine Anlaufbahn hinab. Mit einer An-
fangsgeschwindigkeit von 4 — fliegt
S
sie aus einer Hohe von 3 m waagerecht ab. Die %]
Bewegung der Kugel soll im Folgenden unter 1 .
der Annahme modelliert werden, dass der R R :'"";
Luftwiderstand zu vernachldssigen ist. ST
Abb. 8.9

Zur Erinnerung: Das Fallgesetz lautet: y(f)=h—5-1
(y(t): Aktuelle Hohe zur Zeit t in m; h: Ausgangshohe in m; t: Zeit in s)

a) Gib die Parametergleichungen (x(t); y(t)) an, die den Fall der tins x(t) y(®

Kugel simulieren. 0 0 3
0,1 0,4 2,95
b) Vervollstindige die nebenstehende Wertetabelle zum Versuch. usw.

c) Wie lautet die Gleichung der Parabel in der iiblichen Funktionsschreibweise y(x)?

d) Stelle den Flug des Balles in einem geeigneten Koordinatensystem graphisch dar.
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e) Wie weit in x-Richtung vom Abflugpunkt entfernt landet die Kugel auf dem Boden?

f) Simuliere den Flug des Balles mit einer DGS.

g) Beantworte die Frage d), wenn man den Abflugpunkt auf eine Héhe von 10 m (100 m) verlegt.

II1. Feuerwerksrakete

Woran liegt es, dass sich die Weite nicht verzehnfacht, obwohl man die Ausgangshohe verzehnfacht?

Der Flug einer Feuerwerksrakete soll durch Parametergleichungen (x(t); y(t)) modelliert werden. Dabei wird der
Luftwiderstand vernachléssigt. Die folgende Wertetabelle veranschaulicht den Verlauf des Fluges.

t X y
0 0 0
0.5 2.5 8.75
1 5 15
1.5 7.5 18.75
2 10 20
2.5 12.5 18.75
3 15 15

a)
b)

Ermittle mit Hilfe der Wertetabelle die Parametergleichungen.

Stelle die Gleichung der Flugkurve in der iiblichen
Funktionsschreibweise y(x) dar. Veranschauliche den Flug der Rakete
in einem geeigneten Koordinatensystem.

Wann landet die Rakete wieder auf dem Boden?

Simuliere den Flug der Rakete mithilfe einer DGS.

Wann erreicht die Rakete eine Hohe von 12 m? (zwei Losungen)
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9 - Vom Haus des Nikolaus und dessen Achsenspiegelung zur Parameterdarstellung von
Kurven und deren Umkehrungen

1. Uberblick iiber die Unterrichtsreihe mit Teilthemen, Zeiten und Kompetenzen

Als Inhalt der vorliegenden Unterrichtseinheit soll der Zusammenhang zwischen geometrischer und
Termdarstellung von Geraden/Kurven am Beispiel der Spiegelung betrachtet werden.

Didaktisch-methodische Voraussetzungen und Einordnung

Leitidee Klassenstufe Unterrichtsform Medien Unterrichtliche

Voraussetzungen
Verkniipfung ab Klasse 8/9 diverse CAS Koordinatensystem,
funktionaler (TI-Nspire™CAS) | Spiegelung von
Zusammenhang Punkten, Geraden
mit Raum und in Parameterform
Form (PD)

Uberblick iiber den Unterrichtsverlauf

Stunde | Inhalt

1. Wiederholung: Geraden in PD

2. Spiegelung von Punkten an y=x

3. Von Punkten zu Strecken und Geraden
4 Umkehrfunktionen mit Hilfe der PD

5./6. Ubungen / Anwendungen

Verwendete Medien: TI-Nspire ' CAS, iiberwiegende Unterrichtsform: Gruppenarbeit

2. Detaillierte Darstellung einzelner Stunden

Stunde 1: Wiederholung Geraden in PD

Hier kann das Beispiel ,,Schiffskollision* (Beitrag 6 bzw. 7) Anwendung finden. Als bekannt wird dabei u.a.
vorausgesetzt, dass sich herkommliche Funktionen y = f (x) in der Parameterdarstellung (t, f(t)) schreiben lassen.

Beispiel: y = x* kann geschrieben werden als (Z,¢ 2)

Stunde 2: Spiegelung von Punkten an der Geraden y = x
Aufgabe: a) Erstelle Abbildung 9.1 im Geometrie-Modus deines CAS-Rechners.
b) Spiegele das Haus vom Nikolaus an der Geraden g.

P :: - _\:_‘_\Iy’
- & Cy
Abb. 9.1: Zu Aufgabe a) Abb. 9.2: Losung zu Aufgabe b)
c) Ergénze die Tabelle:
Punkt (510)
Bildpunkt
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d) Erldutere die Tabelle!

Stunde 3: Von Punkten zu Strecken und Geraden

Die Spiegelung einzelner Punkte ist im Allgemeinen recht mithsam. Daher bietet es sich an, zu Punktmengen in
Form von Strecken bzw. Geraden, Parabeln usw. {iberzugehen.

Aufgabe: a) Zeichne die Gerade g1, auf der die Diagonale durch die Punkte (5,0) und (7,3) liegt und spiegele

sie anschlieBend an der Achse g. Ergebnis sei g2.

{6.32,3.68)

0:5

L2
=

0.5

&

Abb. 9.3: Losung zu a)

b) Stelle die Gleichung der Originalgeraden gl in der Form y = mx + n auf!
c¢) Ubertrage die Funktionsgleichung in die Parameterdarstellung!

. 3. 15
Losung: | f,—¢——
2 2

d) Zeichne die Gerade unter Benutzung der Parameterform!
Um nicht nur eine Strecke zu produzieren, kommt es dabei auf die Wahl des Parameterbereichs an. Der TI-
Nspire™CAS nutzt zunéchst standardméBig das Intervall [0; 27].

Gerade

0:5

x
0.5 / 0.5

b
boT

<) |0=r<6.28 1step=0.13 4

Abb. 9.4: Losung zu d) hier noch als Strecke Abb. 9.5: Losung zu d) als Gerade

Fiir den Schiiler stellt sich die Frage nach dem Definitionsbereich, iiber dem der Geradenabschnitt gezeichnet
werden soll, so dass er sich iiber den gesamten sichtbaren Teil des Koordinatensystems erstreckt
(hier z.B. [0; 11]).
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Hausaufgabe
Stelle die Gleichungen der anderen Strecken in Parameterdarstellung mit entsprechendem Definitionsbereich auf
und zeichne das Haus vom Nikolaus erneut.

Losungen:
x1(t)=t 3 15 5<t<7
ly=—t——
)
x2(t)=t 3 21 5<t<7
2= ——t+—
T2 0
x3(t)=t V3=t — 2 55t<6
x4(t)=t y4=—t +10
x5(t)=t y5(t)=3 <t<
x6(t)=t y6(t)=0 55t<7
x7(t)=5 y7(t)=t 0<t<3
x8(t)=7 y8(t)=t 0<t<3

Stunde 4: Umkehrfunktionen mit Hilfe der PD

Aufgabe a) Zeichne die Spiegelbilder der Strecken unter Benutzung der Umkehrung.

3 15
(Lésung: Vertauschung der Komponenten der PD: (E t— ? tDh

Hierbei stellt sich heraus, dass der fiir die Original-Strecke gefundene Parameterbereich auch fiir die Spiegel-
Strecke verwendet werden kann.

Didaktische Gesichtspunkte

Vorteil der PD bei der Bildung von Umkehrfunktionen: Die Vertauschung der beiden Komponenten der
parametrischen Darstellung [x(t), y(t)] liefert sofort die Kurve der Umkehrung, jedoch zunéchst einmal
unabhéngig davon, ob es sich hierbei noch um eine Funktion handelt.

Nachteil der PD bei der Bildung von Umkehrfunktionen:

Die Frage nach der Einschrénkung des Definitionsbereiches, auf dem umgekehrt werden kann, stellt sich nicht.

Erweiterungen:

- Betrachtungen zu Definitions- und Wertebereich im Hinblick auf Funktionen und ihren Umkehrungen
- algebraische Bestimmung von Umkehrfunktionen mit und ohne Rechner

- Einsatz eines Schiebereglers zur Visualisierung des Parameterablaufs:

t=4.00 |3
&
6
rad
4
3
2
1
X
5 4 3 2 4 1 2 3 45 6 7 8 9 1
=1
-2
-3
-4

-
Abb. 9.6: Bearbeitung mit einem Schieberegler
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Aufgabe: Das dreieckige Dach soll durch einen Parabelbogen ersetzt werden.

Losung: Die Parabel geht also durch die Punkte (5,3), (6,4) und (7,3). Fiir die Ermittlung der Parabelgleichung
gibt es mehrere Losungsmdglichkeiten

1) Anwendung der quadratischen Regression

2) Losung eines linearen Gleichungssystems mit 3 Unbekannten a, b, c

3) Modifizieren des Graphen von y=-x> durch die vorgegebenen Punkte durch Verschieben, Strecken bzw.
Stauchen des Graphen durch manuelles ,,Anfassen‘ mithilfe der Maus. Der Funktionsterm wird dann angegeben.
4) Wenn die oberen Wege in der Lerngruppe noch nicht moglich sind, kann der Parabelterm im Unterricht auch
vorgegeben werden.

QuadReg { 5,6,7 }, { 3,43 }, 1: CopyVar stat.RegEqn f1: stat.resuits

"Tite]"  "Quadratische Regression"-
"RegEqn" "adx  2+bixte!

"a" Sl
"b" 12.
St =32
"R2" il

"Resid" L

! «

H-Liste: |{3,8,7} -

Y¥-Liste: [{3,4,3} ht

RegEqn speichern unter: (2 hd
Haufigkeitsliste: |1 hd
Kategorieliste: A

it Kategorien: hd

Abbrechen

Abb. 9.7: Regression

Es ergibt sich also die Parabel

fix) = —x* +12x—32, die uns aber
nur im x-Intervall [5,7] interessiert.
In Parameterdarstellung ist

x(t)=t,

y(t) = -£+12t-32
und als Umkehrung:
x(t) = -+12t-32,
y(t) =t.

Abb. 9.8: Haus mit Parabeldach

Damit hat uns das Haus des Nikolaus iiber Punkte, Strecken, Geraden, Parabeln und ihren Umkehrungen zu
Parameterdarstellungen gefiihrt.
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Stunde 5/6: Anwendungsaufgaben - Ubungen

I) Geraden-Gleichungsformen
x(t) =3t
y(t)=5t—7

a) Stellen beide Darstellungen dieselbe Gerade dar?
b) Bestimme jeweils die Gleichung der Umkehrfunktion!

f(x)=§ X — 7 bzw.

IT) Uben: Umwandeln in Parameterdarstellung (PD)

Gegeben ist eine lineare Funktion durch die Gleichung f(x)= —% x+3!

a) Wie lautet dazu eine Gleichung in PD?
b) Bestimme jeweils die Gleichungen der Umkehrfunktionen!

IIT) Uben: Arbeiten mit Parameterdarstellungen
Gegeben sind folgende Gleichungen von Funktionen in den angegebenen Intervallen:

a) x(t)=t

y(t)=3t-7 -1<t<10
b) x(t)=t

y(t)=t* — 4 -1<t<4
) x(t)=t

Y(O=(t-2)* +1 3<t<8

d) f(x)=-2x" 3x+4 -3<x<0

Handelt es sich auf Grund des jeweils vorgegebenen Intervalls bei den Umkehrungen um eine Funktion oder
nicht!

IV) Schienen modellieren

Bestimme in der folgenden Abbildung die Gleichungen der Geraden a und b (Schienen) als
Funktionsgleichungen der Form f(x)=mx+n und in Parameterform! Welcher Zusammenhang besteht zwischen
beiden?
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o

= (254, 0)

Abb. 9.9: Umweltsituation, Bahnstrecke in Namibia

Losung: Gerade a: y=2.1x-5.3 Gerade b: y=0.5x+2.55

B 82x +1.82y =-9.7

Abb. 9.10: Die Geradengleichungen sind ermittelt
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V) Wasserfontinen modellieren
Auch bei dieser Aufgabe lassen sich die Unterschiede zwischen der iiblichen Funktions- und der

Parameterdarstellung iiberzeugend zeigen.

a: -1.02x

Abb. 9.11: Parabelscharen in der Umwelt
Die Wasserfonténen lassen sich als Schar von Parabeln darstellen, deren Scheitelpunkte auf einer Geraden

(-1,02x+7.14y= 28.58) liegen. Abstrahiert ergibt sich mit dem Rechner Abbildung 9.12!
Zeichne die Parabeln mit Hilfe des Parametermodus deines Rechners und erginze die Umkehrungen!

Wie muss der Definitionsbereich der Parabeln eingeschrénkt werden, damit auch die Umkehrungen Funktionen

sind!

“Text

f I\ “.
:‘J / ‘ ‘I\‘

10

-10
| /
£60_7

@

}and d={-1,-2-3,-4,-5,-

< B3lx)=-2 [x+a) rele={pl1)p(2) plz]pl4)p(5) ple)pI7)

Abb. 9.12: Modellierung
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Losung:

-5.69

&

Abb. 9.13: Umkehrung von Parabeln

&

Abb. 9.14: Einschrankung von Definitionsbereichen
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10 - Einfithrung der Parameterdarstellung des Kreises — Klasse 10

In wohl jeder Unterrichtssequenz zur Trigonometrie werden sin(t) und cos(t) als die beiden Katheten in einem
rechtwinkligen Dreieck in Abhdngigkeit des Winkels t im Einheitskreis definiert. (vgl. Abb.10.1). Dabei wird
héufig die einfach nachzuvollziehende Tatsache verschwiegen, dass sich jeder Kreispunkt durch das Paar (x(t),
y(t)) also (cos(t), sin(t)) , t €[0,27], beschreiben ldsst. Der Kreis als solcher wird hier nicht weiter thematisiert.

Hier gibt es jedoch einen elementaren Zugang zur Parameterdarstellung von Kreisen.

(cos(t).sin(t))

sin(t)

cos(t)

1

Abb. 10.1. [cos(t), sin(t)] mit t €[0,2w] ergibt einen Kreis

Umgekehrt kann man aus der sin-Kurve x(t) = sin(t) und y(t) = cos(t) den Einheitskreis [cos(t),sin(t)] erzeugen
(siche Abb. 10.2 bis 10.4).

1| cos(t)

o

: Abb. 10.2: Dargestellt sind die Graphen der cos- und der sin-Funktion

)
<

t=251

2 1 o 1 "2 iE) "a "5 i "7 &
cos(t)
B

-2

Abb. 10.3: Hier entsteht ein Kreis, erzeugt aus den Graphen der cos- und der sin-Funktion.

Die y-Werte beider Graphen werden durch Strecken hervorgehoben. Sie bilden die zukiinftigen x- bzw. y-Werte
der Punkte des Kreises:
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Abb. 10.4
Nach Durchlaufen des Parameters t des Intervalls [0;2x] ist der Kreis vollstédndig. Dariiber hinaus wiederholen
sich die Punkte. - Mit Kenntnis der Parameterdarstellung des Kreises erdffnet sich ein weites Feld von

Experimenten und Aufgaben.

Aufgabe 1: Gegeben sind folgende Parameterdarstellungen:

(1) x(t) = cos(t) y(t) = sin(t) mit0<t<2m
2) x(t) = cos(t) — 4 y(t) = sin(t) + 2 mit0<t<2m
3) x(t) = 2-cos(t) y(t) = 3-sin(t) mit0<t<2m
4 x(t) = 0.1-t-sin(t) y(t) = 0.1-t-cos(t) mit 0 <t <100

Weiterhin sind die folgenden graphischen Darstellungen 10.5 bis 10.8 gegeben:

B
25
2z
a3 E - o 1 2 3 4
18
1

Abb. 10.5 Abb. 10.6

|
08

05

3 04

£ 0z

)

0z

a4 o2

Abb. 10.7 Abb. 10.8

Ordne die Parameterdarstellungen den entsprechenden Graphen zu. Uberpriife Deine Zuordnung mit einer
geeigneten Software.
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Aufgabe 2: Gegeben ist ein Bild (Abb. 10.9) mit vielen Kreisen und anderen Objekten in einem Torgitter.
Benutze das Bild als Hintergrundbild und zeichne die vorhandenen Kreise mit deinem Programm nach. Nutze
dazu Parameterdarstellungen.

Abb. 10.9

Hinweis: Um tatsdchlich Kreise zu erhalten, miissen die beiden Koordinatenachsen im Verhdltnis 1:1 skaliert
sein.

Beim Einzeichnen der Kreise [r - cOs(t) + dXx, r - sin(t) + dy] fallt auf, dass die Wahl des Radius r und der

Verschiebung um dx bzw. dy zuweilen mithsam sein kann. Abhilfe schafft der Einsatz dreier Schieberegler, wie
unten dargestellt wird. Probiere es selbst.

Abb. 10.10
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Aufgabe 3 (Wiederholung/Vertiefung): Man kann aus den trigonometrischen Funktionen x(t) = sin(t) und
y(t) = cos(t) den Einheitskreis erzeugen.

a) Erldutere die Abbildungen 10.11 und 10.12. Beschrifte sie.

b) Vervollstindige die Abbildungen durch weitere Konstruktionsschritte.

Abb. 1011 ' ~Abb. 10.12
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Konstruktion der Graphen trigonometrischer Funktionen aus dem Einheitskreis
Riesenrad - Klasse 10

Aufgabe 1: Erzeugung der Graphen der Sinus- bzw. Kosinusfunktion mit Hilfe von GeoGebra

Konstruktionsbeschreibung

1. Man zeichnet die Punkte A(0,0) und M(-1,0) und um M einen Kreis mit dem Radius 1.

2. Man fiigt einen Schieberegler fiir den Winkel im BogenmaB ein (tmit0 < t < 3. 7).

3. Man dreht den Punkt A um den Punkt M mit dem Winkel t gegen den Uhrzeigersinn und erhélt so den
Bildpunkt A’: Drehe[A, t, M]. Der entstehende Kreisbogen iiber A und A’ entspricht dem Winkel t in
Bogenmal. Die x- und y-Koordinate von A’ sind unterschiedlich gekennzeichnet.

4. Man gibt folgende Punkte in die Befehlszeile ein:

Variabler Punkt auf der x-Achse: D(t, 0),
Variabler Punkt auf der Sinuskurve: S(t, y(@A")),
Variabler Punkt auf der Kosinuskurve: K(t, 1+x(A")).

Die Ordinaten von S und K werden ebenfalls unterschiedlich gezeichnet.
5. Fiir die Punkte S und K wird der Spurmodus aktiviert. Die Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion kénnen

jetzt durch Betétigen des Schiebereglers erzeugt werden.

t=24

e

I~ Graph der Sinusfunktion

&)

I~ Graph der Kosinusfunktion

™ ami2 o 5112

%}

Abb. 11.1
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t=54
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Abb. 11.3

Aufgabe 2: Riesenrad (Parameterform und Schieberegler)

Indirekt und eher unbewusst verwendet man die Parameterform bei der Anwendung von Schiebereglern in DGS-
Programmen. Dies sei im Folgenden an dem bekannten ,,Riesenradbeispiel erléutert.

Ein Riesenrad drehe sich gleichméBig derart, dass in 40 Minuten eine volle Umdrehung durchlaufen wird.

Wie kann man unter Verwendung eines DGS-Programmes mit Hilfe einer Animation den Graphen, der die Hohe
der Gondel in Abhdngigkeit von der Zeit beschreibt, konstruieren?

Die folgende Grafik zeigt dies unter Verwendung von GeoGebra:
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Abb. 114

Im Folgenden wird die Erstellung der GeoGebra-Grafik kurz erldutert.
1. Man zeichnet den Punkt M(-25; 25).

2. Man zeichnet um M einen Kreis mit dem Radius 20 LE und den Punkt A(-25; 5).

3. Es wird ein Schieberegler eingefligt fiir die Parameterwerte t: 0 <7 < 677, um drei vollstéindige
Umdrehungen darstellen zu kénnen.

4. Mit Hilfe des Werkzeuges ,,.Drehe Objekt ... wird der Punkt A um M im Uhrzeigersinn mit dem
Parameterwert t gedreht (Bildpunkt A* wird erzeugt).

. , 20t ,
5. Der Punkt auf dem gesuchten Graphen hat die Koordinaten P| ——; y(A4') |.
T

Da eine vollstindige Umdrehung 40 Minuten dauern soll, ist der Parameterwert durch 2z zu teilen und
mit 40 zu multiplizieren.

6. Durch Aktivierung des Spurmodus wird die oben abgebildete Grafik erzeugt.

Hinweis: Die Grafik kann in leicht modifizierter Art und Weise auch mit dem TI-Nspire ™ CAS erstellt werden.

Wie sieht nun die theoretische Losung fiir diese Fragestellung aus?
Im Folgenden skizzieren wir zwei Vorgehensweisen:

I Klassische funktionale Darstellung der Form f(x)=a- sin[b (x— C)] +d .

II. Parameterdarstellung (x (2); (2t )) .

Zu 1. Experimentell kann der klassisch dargestellte Funktionsterm der Form

f(x)=a- Sin[b (x— C)] + d mit Hilfe von 4 Schiebereglern (teilweise niiherungsweise) ermittelt werden.
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Abb. 11.5

Die Parameterwerte kann man sich anhand folgender Uberlegungen verschaffen:

VA
Der Amplitudenwert ist a = 20. Die Periode betrigt b = 2—0 . Die Verschiebung in Richtung der x-Achse betrdgt
¢ = 10; die Verschiebung in Richtung der y-Achse d = 25.

20 .
Zu IL. Die Parameterdarstellung liegt nahezu auf der Hand x(¢) = —-¢+10; y(¢) =20-sin(¢) +25.
T

20
Hier ist sicherlich die Streckung der x-Achse um den Faktor — die Hauptschwierigkeit; dafiir tritt die
T

,,Vorzeichenproblematik* bei der Verschiebung nach rechts, die den Schiilern erfahrungsgeméf bei der klassisch
funktionalen Darstellung Schwierigkeiten bereitet, nicht auf.
In GeoGebra erzeugt man den Graphen mit Hilfe des Befehls Kurve[x(t),y(t),t,Startwert, Endwert].

70|

a0 P

=

20%t )
X(t)==—+10;(t)=20"sin(t)+25

50 |

Abb. 11.6
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Eine andere Animation wurde mit dem Programm ANIMATO erstellt. Hier wurde die Abbildung schrittweise

aufgebaut.

___________________ L OO OO OO SOt SO SO SO SO SO SO

______________ ; 5

e : : :
LN s < ; - ;
\\'L]l J/ Pra ‘\\3 : : :
i} Ve o ™, o S A U O O S
VY AN 5 5
T~ (-1 : \k: : :

1] [T os il 5 3 5 N, 38 T, 45 5 55 B, BS 7 75
L = AN N L/ g
= 1] TN : ,/

[ los| N AL L L
AT N AT
FATERIAN vy P
1 i B B s
: =S

................... 0 S S S P

................... S S TSP

................... T S S S S R

................... S S S S SR

................... 3 RO NP FOUoLOuPN - SUULPpU AN SRR SISO FROUIRE: FOUOION- SRR SROUR- NI -SSP SRS

Abb. 11.7

ANIMATO-Datei zum Bild

fl cos(t),sin(t) Einheitskreis, t in Bogenmal3

2 0,0,cos(t),sin(t)  Strecken von (0,0) zum Einheitskreis, Winkelschritte 0.5pi/5

f3 cos(t),0,cos(t),sin(t),t+1,sin(t)  Strecken zwischen den Punkten (cos(t),0), (cos(t),sin(t)) und (t+1,sin(t))
f4 t+1,0,t+1,sin(t) Strecken von (t+1,0) zum Punkt (t+1,sin(t)). Die Sinuskurve entsteht.

f5 t+1,sin(t)

16 sin(t)

£7 0,0,1,0

Punkt auf der Sinuskurve (diese beginnt hier im Punkt (1,0) )
Sinuskurve verschieben in normale Lage, beginnend in (0,0).
Strecke nachzeichnen, da vorher teilweise iiberdeckt durch andere Konstruktionsschritte

Abschlielend wird das konstruierte Riesenrad noch auf ein Riesenrad-Foto gelegt.

Abb. 11.8
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12 - Zufallspunkte und Parameterdarstellungen
Exkurs

Parameterdarstellungen sind auch an zunéchst unerwarteten Stellen niitzlich!

Bei der Simulation von Zufallsprozessen benutzt man hiufig Zufallszahlen und Zufallspunkte. Man denke z.B.
an die angendherte Berechnung von Fléchen mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode. Fiir die Erzeugung von
Zufallspunkten benétigt man Paare von Zufallszahlen, die dann je nach Aufgabenstellung in passende Bereiche
transformiert werden.

Beispiel 1: Zufallspunkte

5% - Darstellung mit dem TI-

y2lri=3 rand(}2 Nspire™CAS:

Unten

Parametrisches Zeichnen:

x(t)=t

y(t)=rand(); tstep = 1
Zufallspunkte mit
Parameterdarstellung.

Oben

Zufallspunkte mit
Parameterdarstellung:
x(t)=3*rand()+1
y(t)=3*rand()+2; tstep=0.13
Reihenfolge der Erzeugung der
Punkte per Zufall (kreuz und quer).
Die Abbildung erinnert an die

® -1 Brownsche Molekularbewegung.

Abb.12.1: Zufallspunkte, Punkte verbunden

Beispiel 2: Zufallspunkte zur Simulation von Wiirfen mit zwei Wiirfeln.

Hier erkennt man, dass nach 60 ,,Doppelwiirfen*
7 von den 36 moglichen Wiirfelpaaren bisher 29
. geworfen wurden, z.B. fehlt das Paar (3,1). Die
1 AR AR AR nebenstehende Graphik wurde mit ,,GeoGebra*
1 A A . erzeugt.Befehl:
Folge[(Zufallszahl[ 1,6],Zufallszahl[1,6]),k, 1,n].
4 s s s e e Die Zahl der ,,Doppelwiirfe” n wird mithilfe
" n =60 eines Schiebereglers variabel gestaltet. Dies
1 woo — ermoglicht einen experimentellen Zugang zum
| I T T T Problem der vollstdndigen Serie: Wie oft muss
man 2 Wiirfel werfen, um alle moglichen
Il g o ng P Augenzahlkombinationen zu wiirfeln?
0 T
2 1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1

Abb.12.2

Durch Variation dieser Gleichungen lassen sich diverse Aufgaben l6sen. Interessant ist beispielsweise, dass man
auf diese Weise Flachenstiicke auf dem Bildschirm ausfiillen kann. Man erzeugt viele Punkte in dem
gewlinschten Bereich, siche Abbildung 12.3.
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Beispiel 3: Rechteckflichen ausmalen

Die nebenstehende Graphik wurde mit
,,GeoGebra“ erzeugt: Befehle:
Folge[(Zufallszahl[0,4000]/1000+1,
Zufallszahl[0,5000]/1000+2),k,1,10000].
Folge[(Zufallszahl[0,6000]/1000-7,
Zufallszahl[0,4000]/1000+1),k,1,10000].

Da ,,GeoGebra“ ganzzahlige Zufallszahlen
erzeugt, wird in dem Bild rechts durch den
Befehl Zufallszahl[0,4000]/1000 eine Zufallszahl
aus dem Intervall [0;4] erzeugt.

8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 |0 1 2 3 4 5

Abb. 123

Mit diesen Ansétzen kann man u. a. auch Kunstbilder, die aus solchen Punktemengen bestehen, modellieren. Das
folgende Beispiel hat Bilder des franzdsischen Konstruktivisten MORELLET zum Vorbild.

Beispiel 4: Ein Kunstbild - Zufallspunkte im Einheitsquadrat

Zunéchst werden je 1000 Zufallspunkte in zwei
Blautonen gezeichnet. Dann folgen 300
Zufallspunkte in rot. Das Bild wurde mit
ANIMATO erzeugt.

Abb.12.4

Der Mathematiker denkt in diesem Zusammenhang an die Monte-Carlo-Methode zur angenéherten Bestimmung
von Fliacheninhalten.

Beispiel 5 - Mit Random in den Raum
Kleine Verschiebungen z.B. eines Rechtecks und passende Farbgebungen fithren zu Bildern, die einen
rdumlichen Eindruck vermitteln.

Abb.12.5: Rechtecke aus Zufallspunkten Abb_.12.6:_ Verfremdung und rdumliche Darstellung von
Kreisscheiben

Der ridumliche Eindruck entsteht durch die geringfligige Verschiebung der schwarzen Fliche und die
unterschiedlichen Grautone..
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Beispiel 6: Zur eigenen Gestaltung
Kreispunkte, Parabelpunkte und andere Objektpunkte zufillig setzen!

Zusammenfassung

Die Erzeugung von Zufallspunkten kann mit Hilfe von Parameterdarstellungen [x(t), y(t)] erfolgen. Fiir t wéhlt
man dazu die Anzahl der gewiinschten Zufallspunkte. Damit kann die Simulation von Zufallsprozessen, die in
etlichen Lehrplidnen der Bundeslédnder und einigen Schulbiichern vorkommen, graphisch unterstiitzt werden.
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13 - Mathematik im Stadtbild
Exkurs

Geht man mit offenen Augen durch die Stadt, so gibt es
viele Moglichkeiten Mathematik zu entdecken. Sinus-
Kurven lassen sich an Fledermausgauben auf Dachfldchen
finden, Kettenlinien und ,,ganzrationale* Rutschen gibt es
auf dem Spielplatz. Kuppeln als Paraboloid zieren
offentliche Gebdude, und dem Prinzip des Goldenen
Schnitts gilt es an klassizistischen Bauten auf die Schliche
zu kommen. Mit einem wachen Blick und einer
Digitalkamera kann man die Architektur der Stadt in den
Unterricht holen.

6.5 14
Achsen

x1 (r)=3‘ cus(r}+2

{xz(x):s-ms(r)+5 i

y2(i)=3-sin(}+3

(5,3)

% 5

Abb.13.2

0.2

Mit einer dynamischer Geometrie-Software konnen die
Schiiler das tiberpriifen. Man erkennt sehr gut, dass der
Bogen im Gewolbe weniger spitz ist als bei der
klassischen Vorgabe. Die beiden Mittelpunkte liegen im
Inneren der beiden Bogen. Den Grund fiir die
Abweichung wissen wir nicht, vielleicht liegt es an der
Aufgabe dieser Briicke: Uber den Bdgen rumpelt noch
heute die U-Bahn iiber die Spree.

Der Schmied des Geldnders dagegen ist der klassischen
Vorgabe gefolgt.

Abb.13.1

Hier ein Bild der Oberbaumbriicke in Berlin. Diese
neugotische Briicke wurde Anfang des 20. Jahrhunderts
eingeweiht. Der Architekt nimmt gotische Elemente in
den Bau mit auf. Gotische Kreisbdgen pragen die Briicke,
sowohl im Briickengewdlbe als auch im Gelidnder. In der
klassischen Form liegen die Mittelpunkte eines Bogens
auf dem Beginn des symmetrischen Bogens.

Hat der Baumeister sich an diese klassische Form
gehalten?

[

Abb.13.3
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Aufgabe 1 — Anwendung von Parameterdarstellungen beim Ausmalen eines Mosaiks:
Gegeben ist das historische Mosaik eines FuBBbodens (in Paphos, Zypern), in dem diverse Flachen vorkommen. -

Uberzeichne einige Flichen mit Streckenscharen.

Abb. 13.4

Abb. 13.5

Eine Losung (Abb.13.4 — 13.6) wird hier mit dem Programm ANIMATO angegeben. Man kann entsprechend
auch andere Programme benutzen, wenn man in diese auch Hintergrundbilder einbinden kann.

AN

Abb. 13. 6

fl: x Hilfslinie zur Orientierung auf dem Bild

f3:-1.4,0.9,-3.9,4 Strecke von (-1.4, 0.9) nach (-3.9, 4), der Cursor hilft beim Ablesen der
Koordinaten

f4: -1.4,0.9+u,-3.9,4+u die Strecken von (-1.4, 0.9+u) nach (-3.9, 4+u), Parameterdarstellung

£5: -1.4-0.9u,0.9,-3.9-0.8u,4 die Strecken von (-1.4 - 0.9u, 0.9) nach (-3.9 -0.8u, 4), Parameterdarstellung

f3 ist die Ausgangsstrecke, f4 liberstreicht die obere Fliche, {5 die untere

u lauft von 0 bis 3, 10 Strecken

Aufgabe 2 — Blumenbaustein

Abb.13.7 gibt Anregungen zur Gestaltung von Blumenmustern. Diese Aufgabe ist fiir die Sekundarstufe I schon
sehr anspruchsvoll. Auch fiir diese Problemstellung sind Parameterdarstellungen bestens geeignet (siche

Abb.13.8-13.10).
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Fi
(i) cos(5 tfrcosls] —
2
1({)_ sin(5- f)—sin( )
2
Abb. 13.7 E— Abb. 13.8
f?(a ; c)‘= a‘(cos(b‘z)ﬂos(f))ﬂ Fertig
i) bsel], Frg fe{d-t2(1,5.)
- y2li=3(1,5,3)
\ N
/ _ 005(5 : f)+cos|:f]
)(1({]—72
_Sin(S-IJ—sin(z)
il=—=—"—"
Abb. 13.9 Abb. 13.10

Definition von ,,Blumenbausteinen

Die Abbildungen 13.9 und 13.10 beinhalten einen besonderen Aspekt von CAS-Arbeit: Die Definition eigener
Bausteine (Module) mit Parametern fiir eine umfassende Verwendung bei verschiedenen Problemstellungen. So
werden in Abb.13.9 zwei Bausteine f2(a,b,c) und f3(a,b,c) mittels zweier Terme mit den Parametern t, a, b, ¢
definiert. Mit diesen Bausteinen kann man nun diverse Bilder erzeugen, u.a. auch Blumen. So entsteht die Blume
oben rechts in Abb.13.10, indem man fiir die Parameter a, b, ¢ die Werte 1, 5, 3 einsetzt. Dabei lauft t von 0 bis
6.28. Das bedeutet fiir das Erzeugen der Blume mit dem Mittelpunkt (0,0):

x1(t) = (cos(5*t)+cos(t))/2 und yl(t) = (sin(5*t)-sin(t))/2.

Weiteres zur Bausteintechnik in der Sekundarstufe I siche Homepage http://home.snafu.de/mirza,
mit diversen Mathematik-Beitrdgen zu einem zeitgemiBen Mathematikunterricht bei verénderter
Unterrichtskultur und Computereinsatz.
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